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Aproksymacje diofantyczne

Kazimierz SZYMICZEK, Katowsice

Aproksymacje diofantyczne otrzymaly swoja nazwe zapewne poprzez skojarzenie
z réwnaniami diofantycznymi. Wywodzaca sie od Diofantosa tradycja
rozwigzywania réwnan wielomianowych (i innych) w liczbach wymiernych

(a poczawszy od Fermata — w liczbach caltkowitych) zostala usankcjonowana
nadaniem temu dzialowi teorii liczb nazwy réwnania diofantyczne. Przez
analogie, dzial teorii liczb, ktérego wiodgcym problemem jest przyblizanie liczb
rzeczywistych liczbami wymiernymi nosi nazwe aproksymacji diofantycznych.
Nazwe te zawdzieczamy prawdopodobnie H. Minkowskiemu [1864-1909].

Aproksymacje diofantyczne stanowia bardzo rozlegty dzial teorii liczb z licznymi
zastosowaniami i powiazaniami z innymi dzialami matematyki. Nie jest

wiec mozliwe przedstawienie w krétkim szkicu wszystkich najistotniejszych
rezultatéw. Skoncentrowaliémy sie tutaj przede wszystkim na wiodacym temacie
jednowymiarowych aproksymacji jednorodnych, gdzie prawie wszystkie gtéwne
zagadnienia zostaly rozwigzane. Ale nie pomijamy takze takich tematéw, jak
réwnomierny rozkltad ciggéw, liczby przestepne i najstawniejsze zastosowania

w teorii liczb. Zebrana w koricu szkicu literatura zawiera monografie przedmiotu
(Baker, Cassels, Koksma, Schmidt), szczegdlnie przystepne wprowadzenia
(Hardy-Wright, Niven) oraz kilka najwazniejszych prac oryginalnych. Moze

ona stanowié¢ pewna pomoc w dotarciu do prac oryginalnych i szczegélowego
przedstawienia poruszanych tu tematéw.

Bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenia:

# - liczba rzeczywista
{6} - mantysa liczby 6, tzn., {8} := 0 — [0], gdzie [0] oznacza czeié catkowita
liczby 6.

18]l - odlegtoéé liczby 6 od najblizszej liczby catkowitej,
tzn., ||0|| := min{ {#},1 - {6} }.

1. Aproksymacje jednorodne

Rozpatrzmy skorniczony uktad liczb rzeczywistych 64, ...,0,. Gtéwnym
zagadnieniem w teorii aproksymacji jednorodnych jest ustalenie optymalnych
twierdzen o réwnoczesnych przyblizeniach liczb 64, ..., 6, liczbami
wymiernymi p1/q, - - ., pn/q 0 wspélnym mianowniku ¢. Gdy n = 1, méwimy
o jednowymiarowych aproksymacjach jednorodnych. A wiec problem polega
na zbadaniu mozliwoéci aproksymowania liczby rzeczywistej 8 liczbami
wymiernymi. Na pierwszy rzut oka problem jest trywialny, bo liczby wymierne
leza gesto w zbiorze R liczb rzeczywistych, mozna wiec liczby rzeczywiste
aproksymowa¢ liczbami wymiernymi z dowolng doktadnoécia. Jest to pierwszy
poziom trywialnosci obserwacji. Gdybysmy chcieli nada¢ mu oficjalna forme
twierdzenia, to powiedzieliby$my, ze dla kazdej liczby rzeczywistej € 1 dla kazdej
liczby naturalnej ¢ istnieje liczba catkowita p taka, ze |# — p/q| < 1/g, lub
réwnowaznie,

lgf — p| < 1.
Wystarczy bowiem o liczbowa podzieli¢ na przedziaty p/q <z < (p+1)/q, gdzie
p jest dowolna liczba calkowita. Przedziaty te maja dlugoéé 1/q i liczba 0 nalezy
do jednego z nich, stad odleglo$é 0 od liczby p/q jest mniejsza niz 1/q.

A wiec aproksymowanie liczb rzeczywistych liczbami wymiernymi o mianowniku
g > 0 z dokladnoscia 1/q jest mozliwe, ale jest trywialne. Powstaje jednak
natychmiast pytanie, czy jest mozliwe aproksymowanie liczb rzeczywistych
liczbami wymiernymi o mianowniku ¢ > 0 z dokladnosciag lepsza niz 1/¢,
powiedzmy z dokladnoécia 1/¢2 lub 1/¢3 ? Znalezienie wyczerpujacych
odpowiedzi na te pytania zajelo matematykom ponad 100 lat. Przedstawiamy
jew§11§3.
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1.1. Twierdzenie Dirichleta
Punktem wyjécia teorii aproksymacji diofantycznych jest nastepujace proste
ale nietrywialne twierdzenie Dirichleta. Prawdopodobnie w dowodzie tego

twierdzenia Dirichlet uzyl po raz pierwszy tak zwanej zasady szufladkowe;
Dirichleta.

TWIERDZENIE 1.1 (G. P. L. Dirichlet, 1842).
Niech 0 bedzie liczbg rzeczywistq. Dla kazdej liczby catkowitej Q > 1 istniejq liczby
catkowite p, q takie, Ze

1
(1) |q6—p|<-@ oraz 0<¢<Q@Q.
Dowéd. Rozpatramy @ + 1 liczb rzeczywistych 0 = {06}, {6} = {18},
120},...,{Qo}.

Wszystkie one leza w przedziale domknieto-otwartym [0, 1) i wobec tego
przynajmniej dwie lezg w tym samym podprzedziale i/Q < z < (i+1)/Q,
t=0,1,...,Q —1, o dlugosci 1/Q. Stad, biorac réznice dwdch takich liczb
{r0} i {s0}, gdzie r > s, otrzymujemy

{10} = {s0} = (r — 5)0 — ([r0] — [s6]) = ¢0 — p,
gdzie g=r—5>01ip = [rf] — [s0] sa liczbami catkowitymi oraz l¢6—p|<1/Q. m

0—2| Lol
Q=7

Zauwazmy, ze jedli p i q spelniaja nieréwnoéci (1), to takze
q

Z twierdzenia Dirichleta wynika nastepujacy charakterystyczny rezultat.

Wn10SEK 1. Dla kazdej liczby niewymiernej 6 istnieje nieskoticzenie wiele par
liczb catkowitych p, q spetniajgcych nierdwnosé

P 1
(2) ‘0 ->1< =,

¢l ¢
Dowdd. Wezmy bowiem jakiekolwiek rozwiazanie p, ¢ nieréwnoéci (2). Obieramy
liczbe naturalna Q; taka, ze 1/Q; < |¢6 — p| i dla liczby @ dobieramy na
podstawie twierdzenia Dirichleta liczby catkowite P1,q1 spelniajace nieréwnogé
l910 — p1| < 1/Q1. Wtedy mamy takze |0 = pi/q1] < 1/¢, a wiec py, 1 jest
rozwigzaniem nieréwnosci (2), i jest to rozwiazanie rézne od rozwiazania p, q,
g8dyz |10 — p1| < 1/Q1 < |¢6 — p|.

Postepujac tak samo z para pi, ¢1 znajdziemy rozwiazanie py, g5 nieréwnoéci (2)
spelniajace

|928 — pal| < lg160 — p1| < |96 — p].
Kontynuujac to postepowanie znajdziemy dowolnie dhugi ciag rozwiazan
nieréwnosci (2). m

Natomiast jesli liczba 6 jest wymierna, § = a/b, gdzie a i b sa liczbami
catkowitymi oraz b > 0, to dla kazdych liczb catkowitych p, ¢ takich, ze § # p/q
oraz ¢ > 0, mamy
aq — bp 1

Q- = | > —.

o p/al = |42 > L
Jesli wiec spetniona jest nieréwnoéé (2), to otrzymujemy 1/bg < |6 — p/q| < 1/¢2,
skad ¢ < b. Stad wynika, ze nieréwnoé¢ (2) ma tylko skoficzona liczbe rozwiazan
w liczbach catkowitych p, ¢ takich, ze 6 £ p/q.

Wprowadzimy teraz nieco oszczedniejsza symbolike dla nieréwnogei (2). Przede
wszystkim interesujace sa tylko te rozwigzania nieréwnogei (2), w ktérych g jest
duzg liczba naturalng, mozna wiec zaktadaé, ze ¢ > 2. Jedli p1q > 2spelniaja
nieréwno$é (2), to |gf — p| < 1/g < 1/2, a to oznacza, ze [g6 — p| = [|¢0]|. Zatem
nieréwnos¢ (2) jest réwnowazna nieréwnodci

(3) qllqfl| < 1.

Z twierdzenia Dirichleta wynika wiec, ze dla kazdej liczby niewymiernej 6
nieréwnos$¢ (3) ma nieskoniczenie wiele rozwiazan w liczbach naturalnych q.
To sformutowanie ma te przewage nad poprzednimi, ze nie wystepuje w nim
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liczba p, ktéra gra tu role drugorzedna i jest zawsze zdeterminowana przez
liczbe ¢. Dla rozwiazania p, ¢ nieréwnosci (2) mamy bowiem zawsze p = [¢f] lub

1.2. Spektrum Lagrange’a

Za pomoca aparatu utamkéw tancuchowych mozna udowodnié, ze kazda liczbe
niewymierng § mozna aproksymowac liczbami wymiernymi z jeszcze nieco
wieksza doktadnoscia, niz daja rozwiazania nieréwnosci (3). Mamy bowiem
nastepujace twierdzenie.

TwierDZENIE® 1.1 (A. Hurwitz, 1891).
Jesli 0 jest liczbg niewymierng, to nierdwnosé

1
qllefll < —=

V3

ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych q.

Ale zastapienie stale] /5 przez jakakolwiek wickszg liczbe rzeczywista sprawia,
ze twierdzenie przestaje by¢ prawdziwe: istnieja liczby niewymierne 6, dla
ktérych ta nieréwnos$¢ ma tylko skonczona liczbe rozwiazan. Okazuje sie, ze
liczby 6, ktérych nie mozna aproksymowad z tak duza dokladnodcia stanowia
klase liczb ”réwnowaznych” z niewymiernoécia kwadratowa 6; = (v/5 + 1)/2.

Tutaj liczbe 0 uwazamy za rdwnowazng z liczba «, jeshi
6 :_—aa—+—b—, gdzie a,b,e,d€ Z oraz ad— bc = +1.
ca+d
Bardzie] uczenie mozna powiedziel, ze liczba @ jest réwnowazna z «, jesli 8 lezy
w orbicie liczby o w naturalnym dziataniu grupy PGL(2, Z) na zbiorze liczb
rzeczywistych.

Mozna udowodnié, ze dla wszystkich liczb niewymiernych nieréwnowaznych z
liczba 6; istnieje nieskoriczenie wiele rozwiazan nieréwnosci

1
qllqf]] < 7
Tutaj historia si¢ powtarza: dla niewymiernoéci kwadratowej 8 = /2 i liczb z
nig réwnowaznych nie mozna zastapié statej 1/v/8 przez zadna liczbe mniejsza,
natomiast po usunieciu wszystkich liczb réwnowainych z 6; 1 8-, dla wszystkich
pozostatych liczb niewymiernych # nierdwnosé

4) qllgfl| < ¢
ma nieskonczenie wiele rozwiazan ze stata ¢ = 5//221.

Dla liczby niewymiernej 8 potézmy

v(6) := liminf g||¢8|].
g—00

A wige jesli ¢ > v(6), to nieréwnosé¢ (4) ma nieskoniczenie wiele rozwiazan,

jesli za$ ¢ < v(#), to nieréwnoé¢ (4) ma tylko skoriczona liczbe rozwiazain. Jedli
v(#) > 0, oznacza to, ze liczba ¢ nie daje sie dobrze aproksymowaé liczbami
wymiernymi, gdyz dla kazdej dodatniej liczby ¢ < v(f) nieréwnosé (4) ma tylko
skonczona liczbe rozwiazan. Twierdzenie Hurwitza orzeka, ze v(4) < 1/+/5

dla kazdej liczby niewymiernej 6. Jest rzecza interesujaca zhadaé zbidr tych
wszystkich liczb rzeczywistych, ktore sa wartosciami funkeji v.

Zbior L := {v(f) : 6 € R} nazywa si¢ spekirum Lagrange’a. Zauwazmy, ze
L C[0,1/V5]. Jego gtéwne wlasnoici opisane sa w nastepujacym twierdzeniu.
TwierDzENIE* 1.2 (A.A. Markow, 1879).
Istnieje cigg niewymiernodci kwadratowych

Hy = 1/’\//§> Mo = 1/‘\/8‘> i3 = 5/\/221 > fig = 13/\_/1517 > e
zbieiny do 1/3 taki, ze
(a) dla kazdej liczby p; istnieje skonczona liczba klas rownowaznych liczb
niewymiernych (niewymicranosci kwadratowych) takich, ze v(8) = u; wiedy @ tylko
wtedy, gdy 0 nalezy do jednej z tych klas liczb réuwnowaznych:
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(b) jesli ¢ jest liczbg rzeczywistq takg, ze ¢ > 1/3 oraz ¢ # p; dla kazdego i, to nie
istnieje liczba niewymierna 6 taka, ze v(6) = ¢; inaczej mdwigc,

LN(1/3,00) = LN(1/3,1/v5) = {p1, pa, .. . };
(c) istnieje continuum liczb 0 takich, ze v(6) = 1/3.

Warto zwrdcié uwage, ze z czescl (c) tego twierdzenia wynika istnienie liczb
przestepnych @ takich, ze v(#) = 1/3. A wiec istnieja liczby przestepne, ktére
nie daja si¢ dobrze aproksymowaé liczbami wymiernymi (zob. Przyklad 1 w §3,
gdzie rozwaza si¢ sytuacje przeciwstawna).

Jakkolwiek twierdzenie* 1.2 wiaze sie z nazwiskiem Markowa, w pracy

Markowa nie bylo zadnej wzmianki o aproksymacjach liczb rzeczywistych
liczbami wymiernymi ani o spektrum Lagrange’a. Markow rozpatrywal

problem wyznaczenia minimalnych wartosci binarnych form kwadratowych

o wspodlczynnikach rzeczywistych dla catkowitych wartosci zmiennych. Jedli
forma f = f(X,Y) = aX? + bXY + cY? ma wspétezynniki rzeczywiste, to
liczbe d = d(f) = b? — 4ac nazywa sie wyréznikiem formy f. Jedli d(f) > 0, to
forma f przyjmuje zaréwno wartoéci dodatnie jak i ujemne i nazywa sie ja forma
nieokre$lona. Liczbe

m(f) :=inf {|f(z,9)|: 2,y € Z, (z,y) # (0,0)}

nazywa si¢ minimum formy f, chociaz forma f niekonieczenie przyjmuje wartosé
m(f) dla catkowitych wartosci zmiennych. Markow udowodnit, ze istnieje pewien
ciag nieokreslonych binarnych form kwadratowych fi, fa,. .., zwanych dzisiaj
formami Markowa, o nastepujacych wtasnosciach:

(a) jesli dla nieokreslonej formy binarnej f, zachodzi nierdwnosé m(f) > %dl/ﬁ,
to forma f jest réwnowazna z pewna forma Markowa f;, lub jej krotnoécia a f;,
gdzie o € R;;

(b) na odwrét, nieréwnos¢ ta zachodzi dla kazdej formy Markowa i dla kazdej
formy binarnej f, ktéra jest réwnowazna z pewna krotnoscia formy Markowa:

(c) minima m(f;) form Markowa sa wyznaczone nastepujaco:
m(fi) = md(f)3, i=19,...,
gdzie liczby p; tworza ten sam ciag, ktory wystepuje w twierdzeniu® 1.2;

3

(d) Istnieje zbidr nieokreslonych binarnych form kwadratowych mocy continuum
taki, ze zadne dwie formy w tym zbiorze, ani zadne ich wielokrotnosci nie sa

réwnowazne, natomiast minimum m(f) kazdej formy f tego zbioru jest réwne
1 d1/2
5 :

Okazuje sig, ze te fakty o minimach form binarnych pozwalaja uzyskaé rezultaty
o spektrum Lagrange’a sformutowane w twierdzeniu* 1.2, stad twierdzenie to
nazywa si¢ twierdzeniem Markowa.

Nasuwaja si¢ tutaj jeszcze dwie uwagi. Przede wszystkim stwierdzamy, ze
minima nieokreslonych form binarnych zachowuja sie doéé nieoczekiwanie.
Pewien przeliczalny zbiér klas réwnowaznosci tych form (o ustalonym
wyrézniku d) ma minima izolowane, zbiezne do liczby £ d'/2, ktéra z kolei jest
minimum continuum parami nieréwnowaznych form. Zbiér

M = {m(H)d(f)"/2},
gdzie f przebiega wszystkie nieokreslone formy binarne z minimum m(f) > 0,
nazywa si¢ spekirum Markowa. Mozna udowodnié, ze L # M, natomiast
poréwnujac rezultaty o spektrach Lagrange’a i Markowa widzimy, ze

LN(1/3,00) =MN(1/3,00) = { p1, pta, ... }.

Druga uwaga dotyczy nieokre$lonych form kwadratowych wielu zmiennych.
Tutaj problem znalezienia minimum m(f) formy f (tzn. kresu dolnego wartosci
formy f dla catkowitych wartosci zmiennych) okazal si¢ bardzo trudny. Od roku
1929 znana byla hipoteza A. Oppenheima, méwiaca, ze jesli f jest nieokreslona
forma kwadratowa n (> 3) zmiennych o wspdlczynnikach rzeczywistych i forma
[ nie jest wielokrotnoscia formy o wspétezynnikach wymiernych (te ostatnie
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moga mie¢ minima dodatnie), to m(f) = 0. Hipoteza ta zostala w koncu
udowodniona w 1987 roku przez G. A. Margulisa, medaliste Fieldsa z 1978 roku.

Struktura spektrum Lagrange’a i spektrum Markowa jest bardzo skomplikowana.
Zagadnieniom tym poswigcona jest specjalna monografia T. W. Cusicka
i M. E. Flahive.

2. Aproksymacje niejednorodne

2.1. Twierdzenie Kroneckera

Podstawowym faktem w teorii aproksymacji niejednorodnych jest nastepujace
twierdzenie, ktére po raz pierwszy zostalo zauwazone przez Czebyszewa. Ogdlna
wielowymiarowa wersja twierdzenia nalezy do Kroneckera. Cytowana ponize]
wersja jednowymiarowa ze stata 1/4 pochodzi od Minkowskiego. Stata 1/4 jest
najlepsza mozliwa stala dla wersji jednowymiarowe;j.

TwIERDZENIE 2.1 (L. Kronecker, 1884; P. L. Czebyszew, 1866;
H. Minkowski, 1900).
Niech 0 bedzie niewymierng liczbg rzeczywisty 1 niech « bedzie dowolng liczbg
rzeczywistg. Wiedy dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej € istniejg liczby
calkowite p, ¢ takie, ze
(5) g6 —p— o] < e.
Doktadniej, jesli o nie daje sie przedstawié w postaci mf + n, gdzie m,n sq
liczbami catkowitymi, to istnieje nieskornczente wiele par liczb catkowitych p,q
takich, ze
1
|90 —p— o] < —.
4lq|
Dowdd. Udowodnimy pierwsza, stabsza wersje (5) twierdzenia Kroneckera. Na
podstawie twierdzenia Dirichleta istnieje liczba naturalna n taka, ze {nf} <.
Rozpatrzmy calkowite wielokrotnosci liczby {nf}. Tworza one ciag, ktérego
kolejne wyrazy réznia sie o mniej niz €. Zatem dla pewnej liczby calkowitej m
mamy
Im{nf} —af <e.
Zauwazmy, ze m{nf} = m(nf — [nf]) = mnb — m[nf]. Obierajac wiec p = m[nd]
oraz ¢ = mn mamy
|90 — p— o] = [m{nb} - a| <,

co dowodzi istnienia rozwiazania nieréwnosci (5). m

2.2. Réwnomierny rozklad

Jedli 6 jest liczba niewymierna, to z twierdzenia Kroneckera wynika, ze
zbiér mantys catkowitych wielokrotnosci liczby 8 jest gestym podzbiorem
przedziatu (0, 1). Faktycznie jednak mozna jeszcze wzmocnié twierdzenie
Kroneckera pokazujac, ze kazdy podprzedzial I przedziatu [0, 1] zawiera
proporcjonalng do swojej dtugosci liczbe elementéw sposrdd poczatkowych
wyrazéw naszego ciagu. Najlepiej te wlasno$¢ wyrazié przy pomocy pojecia
rownomiernego rozktadu ciagu.

DEFINICJA 1. Niech o, ay, ... bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Dla dowolnego
podprzedziatu I przedziaiu [0, 1] i dowolnej liczby naturalnej N, niech A(N, )
oznacza liczbe elementéw skoriczonego ciagn mantys {ag}, {1}, ..., {an_1}
nalezacych do przedziatu I.

Méwimy, ze ciag ag, a1, ... ma réwnomierny rozkiad modulo 1, jedli dla kazdego
podprzedzialu I przedziatu [0, 1] mamy
. AN, I)
kel et e S |
M,y =

gdzie |I| oznacza dlugoéé przedziatu I.
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TwIERDZENIE* 2.1 (P. Bohl, 1910; W. Sierpiniski, 1910; H. Weyl, 1916).
Dla kazdej liczby niewymiernej 0 cigg 6,20,...,n6,... ma réwnomierny rozktad
modulo 1.

Dowdd podany przez Weyla oparty byt na znalezionym przez niego

kryterium réwnomiernego rozkladu dowolnego ciagu. Kryterium to uzaleznia
réwnomiernoéé rozktadu ciagu od asymptotycznego zachowania sie pewnych
sum trygonometrycznych zwigzanych z ciagiem. Dokladniej, ciag ap, aq, ... ma
réownomierny rozklad modulo 1, jeéli

T .
nll»n(;lo - ,}_0 exp(27ihay) =0
dla kazdej liczby calkowitej h.

Pokazemy tylko, ze z kryterium Weyla wynika natychmiast twierdzenie* 2.1.
Otéz jesli ap = kb, to

Sn i= Zexp(%rihké) =
k=0
Zatem |S,| < 2, gdzie ¢ = | exp(27ihf) — 1] jest stata dodatnia, i wobec tego dla
kazdej liczby calkowitej A mamy

(exp(2mihf))ntt — 1
exp(27ihd) — 1

1 2
=[Sl < ——=0 gdy n— oo
n nc

Ciag calkowitych wielokrotnoéci liczby niewymiernej 6 spetnia wiec warunek
wystepujacy w kryterium Weyla, ma zatem réwnomierny rozktad modulo 1.

Multyplikatywnym odpowiednikiem ciggu liczb {n6} jest ciag {6"},
n=12,...J. F. Koksma udowodnit w 1935 roku, ze dla prawie wszystkich liczh
rzeczywistych > 1 ciag ten ma réwnomierny rozklad. Jest rzecza interesujaca,
ze nie potrafimy jednak wskaza¢ ani jednej liczby rzeczywistej 6 > 1, dla

ktérej ciag ten ma réwnomierny rozklad! Znane sa natomiast takie liczby

0 > 1, dla ktorych ciag mantys {6} jest gesty w przedziale [0, 1] ale nie ma
réwnomiernego rozkladu. Sa to tak zwane liczby Salema, ktére okredla sie jako
liczby algebraiczne 6 > 1, ktérych wszystkie liczby sprzezone rézne od 6 leza

w kole jednostkowym |z| < 1, z tym, ze przynajmniej jedna liczba sprzezona z 6
lezy na okregu jednostkowym |z| = 1 (zob. najnowsza monografie M. J. Bertina
et al. powigcong liczbom Salema i Pisota).

3. Aproksymacje liczb algebraicznych

J. Liouville odkryt w 1844 roku, ze aproksymowanie liczb algebraicznych
liczbami wymiernymi ma pewng charakterystyczna osobliwoéé, ktéra nie
obcigza wszystkich liczb rzeczywistych. Te liczby rzeczywiste, ktére nie maja tej
"wady”, s3 wiec liczbami przestepnymi. Osobliwoéé ta polega na tym, ze liczby
algebraicznej @ stopnia n > 1 nie mozna aproksymowaé liczbami wymiernymi

o mianowniku ¢ z doktadno$cia 1/¢". Ta obserwacja byta punktem wyjscia
Jednego z centralnych nurtéw badasi w teorii liczb przez okres ponad 100 lat.
Nurt ten symbolizuja trzy nazwiska: Axel Thue, Carl L. Siegel i Klaus F. Roth.

3.1. Od Liouville’a do Rotha

TWIERDZENIE 3.1 (J. Liouville, 1844).

Niech 0 bedzie rzecazywistq liczbg algebraiczng stopnia n > 1. Witedy istnieje stata
¢ >0 zalezna od liczby 0, taka , ze dla kazdej liczby wymiernej p/q takiej, ze ¢ > 0
oraz |0 — p/q| < 1, zachodzi nieréwnosé

-5 2
q] ¢"

Dowéd. Niech f € Z[X] bedzie wielomianem stopnia n takim, ze f(8) =0. Wtedy

wielomian f nie ma wymiernych pierwiastkéw, zatem dla dowolnych p,q €Z,

¢ >0, mamy f(p/q) # 0. Ponadto, f(p/q) jest liczba wymierna o mianowniku q",

zatem |f(p/q)| > 1/¢™. Z drugiej strony, na podstawie twierdzenia o wartosci
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éredniej, istnieje liczba rzeczywista a lezaca miedzy p/q i 0, taka ze

f(p/9) = f(p/1) = £(6) = (p/q—0) - f'(a)-
Liczba a lezy wiec w przedziale (§ — 1,6 + 1). Pochodna f wielomianu f jest
funkcja ograniczona w kazdym przedziale skoriczonym, niech wiee M bedzie
liczba rzeczywista taka, ze f'(z) < M dla kazdego # w przedziale (6 — 1,0 + 1).
Mamy wiec
= < /Dl < lp/a=01- M,

skad dla ¢ = 1/M otrzymujemy nieréwno$¢

_r ¢
¢ ql > Eﬁ.l

PRZYKEAD 1. Wezmy liczbe 6 = 3, 10~%. Wtedy mianownik n—tej sumy
czebciowe] jest réwny ¢ = qn = 107, jedli wiec licznik tej sumy oznaczymy
P := pn, to mamy nieréwnosé

2
qn+1'

peb-L g
q

Gdyby 6 byla liczba algebraiczng stopnia N, to na podstawie twierdzenia
Liouville’a mielibyémy nieréwnosé q%- <f- q dla pewnej statej ¢ > 0.

Stad ¢"*'1~N < 2. Ta nieréwno$é ma zachodzi¢ prazy statych ci N dla
kazdego naturalnego n oraz ¢ = 10", co jest sprzeczne. A wiec 6 nie jest
liczba algebraiczng. Tego typu prayktady byly pierwszymi znanymi liczbami
przestepnymi.

WNIOSEK 2. Jesli 0 jest rzeczywistq liczbg algebraiczng stopnia n > 1, to dla
kazidej liczby p > n nierdwnosé

(©) q] ¢*

ma tylko skoticzong liczbe rozwigzan w liczbach catkowitych p,q, gdzie ¢ > 0.

1

Dowdd. Przypusémy, ze p = n +¢, gdzie € > 0, i nasza nieréwnoé¢ ma
nieskonicznie wiele rozwigzan. Wtedy

c

—y < P-— £

q q
skad ¢° < 1 dla nieskoticzenie wielu naturalnych ¢, sprzecznos¢. m

1
qn+s’

<

Ten rezultat byl wielokrotnie poprawiany. Oto historia problemu polegajacego
na znalezieniu najmniejszej liczby p gwarantujacej skoriczonosé liczby rozwiazan
nieréwnosci (6) dla liczby algebraicznej 6 stopnia n :

Liouville (1844): u>n
Thue (1909): p>in+1
Siegel (1921): p>2/n
Dyson (1947), Gelfond (1952): p>2n
Roth (1955): w> 2.

Twierdzenia Rotha brzmi wiec nastepujaco:

TwierDzENIE* 3.1 (K. F. Roth, 1955).
Niech 6 bedzie rzeczywisiq liczbg algebraiczng stopnia > 2. Wtedy dla kazdey liczby
€ > 0 nierdwnosé
1
q2+s

g2
q
ma tylko skoticzong liczbe rozwigzan w liczbach catkowitych p,q.

<

Klaus F. Roth otrzymal medal Fieldsa na kongresie w Edynburgu w 1958 roku
(drugim laureatem byt R. Thom).

Twierdzenie Rotha orzeka, ze dla liczby algebraicznej 6 i dowolnej liczby ¢ > 0
nieréwnos¢
qllqfll < 1/¢°

ma tylko skoriczona liczbe rozwiazan w liczbach naturalnych ¢. Powstaje
pytanie, czy zastepujac tutaj 1/¢° przez funkcje zmiennej ¢, ktéra zmierza

42



wolniej do zera, mozna takze twierdzié, ze ta nowa nieréwno$é ma tylko
skoriczona liczbe rozwiazan. Nierozstrzygnieta jest postawiona przez S. Langa
w 1965 roku hipoteza, ze jedli 6 jest liczba algebraiczna stopnia > 3, to dla
dowolnej liczby « > 1 nieréwnosé

¢llgfll < 1/(log 9)*
ma tylko skoriczong liczbe rozwigzan w liczbach naturalnych q.

Istnieja takze uogdlnienia twierdzenia Rotha, w ktorych rozpatruje sie
aproksymacje rzeczywistej liczby algebraicznej 6 liczbami algebraicznymi «.
Pierwszy wariant dopuszcza tylko liczby « z ustalonego ciata liczb
algebraicznych K (skoficzonego rozszerzenia ciata Q liczb wymiernych).

TwIERDZENIE* 3.2 (W. J. LeVeque, 1956).
Niech 0 bedzie rzeczywisty liczbg algebraiczng @ niech K bedzie ciatem liczb
algebraicznych. Dla kazdej liczby rzeczywistej € > 0 isinieje tylko skoviczenie wiele
liczb « € K takich, ze

|6 — o] < Ha)&
Tutaj H(«) oznacza wysokos¢ liczby algebraicznej «r. Okresla sie ja nastepujaco.
Obieramy wielomian o wspélczynnikach catkowitych wzglednie pierwszych,
nierozkladalny nad cialem liczb wymiernych i taki, ze liczba « jest jego
pierwiastkiem. Wysokoscig H () liczby « jest najwiekszy z moduléw
wspotczynnikéw tego wielomianu.

Znacznie trudniejszy okazal sie problem znalezienia uogdlnienia twierdzenia
Rotha, w ktérym aproksymuje sie rzeczywista liczbe algebraiczna 6 dowolnymi
liczbami algebraicznymi, ktorych stopien nie przekracza danej liczby .
Ostateczny rezultat, ktéry redukuje sie do twierdzenia Rotha w przypadku ¢ = 1
uzyskal W. M. Schmidt.

TwIERDZENIE* 3.3 (W. M. Schmidt, 1970).
Jesli 0 jest rzeczywistq liczbg algebraiczng, to dla kazidej liczby rzeczywistej e > 0 i
dla kazdej liczby naturalnej t istnieje tylko skonczenie wiele liczb algebraicznych o
stopnia <t takich, ze
1
|9 — CYl < W

4. Aproksymacje wielowymiarowe

Zasada szufladkowa Dirichleta prowadzi takze do ustalenia wzorca réwnoczesnej
aproksymacji uktadu n > 1 liczb rzeczywistych liczbami wymiernymi o
wspolnym mianowniku g.

TwIERDZENIE 4.1 (G. P. L. Dirichlet, 1842).
Niech 0y, ...,0, bedg liczbami rzeczywistymi. Dia kazdej liczby catkowitej Q > 1
i1stniejq liczby catkowite py, ..., pn,q takie, ze
1
llg0:]| = |gb; — pi| < o’ 0<g¢g<Q@", dla i=1,...,n.
Dowdd. Na kazdej osi uktadu wspétrzednych przestrzeni R™ dzielimy przedzial
[0,1) na podprzedzialy i/Q <z < (i+1)/Q, i=0,1,...,Q — 1, kazdy o dtugoéci
1/Q. W ten sposdb kostka jednostkowa podzielona zostanie na Q" roztacznych
kostek o boku 1/@Q. Rozpatrzmy Q™ + 1 punktéw przestrzeni R”:
Py = ({kb:},...,{k6,}), k=0,1,...,Q".
Wszystkie one leza w kostce jednostkowej przestrzeni R™ i wobec tego
przynajmniej dwa leza w tej samej kostce o boku 1/Q. Jedli sa to punkty P, i
Ps, gdzie 7 > s, to réznice wspétrzednych punktéw P, i Py sa mniejsze niz 1/Q
oraz
Pr_Ps:-Pr—s"Pa
gdzie P jest punktem o wspdtrzednych caltkowitych.
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Jedli wiec ¢ := r — s oraz P = (p1,...,Pn), to mamy |g6; — p;| < 1/Q dla
i=1,...,n.m

Podobnie jak w przypadku n = 1 wyciggamy stad wniosek, ze jesli przynajmnie]
jedna z liczb 6y, .. .,0, jest niewymierna, to istnieje nieskoficzenie wiele liczb
caltkowitych ¢ > 0 takich, ze

(7) @/"lqbi]| <1, dla i=1,...,n.

Zauwazmy, ze w przypadku n = 1 rezultat ten pokrywa sie z (3).

Istnieja jeszcze inne warianty jednorodnych aproksymacji wielowymiarowych,
ktérych typowym przykladem jest nastepujacy rezultat, wynikajacy z
twierdzenia Dirichleta.

TWIERDZENIE* 4.1.

Jesli liczby 1,61, ..., 0, sq lintowo niezaleine nad cialem liczb wymiernych, to
istnieje nieskoticzenie wiele uktaddw liczb catkowitych qu,. .., qn, p takich, ze
1 .
lg161 + -+ + gnbn — p| < prx gdzie g :=max{lqi, ..., |gnl}.

Bardzo trudnym zagadnieniem okazalo sie pytanie, czy wyktadniki liczby q

w tych dwéch ostatnich rezultatach sa najlepsze mozliwe. Juz w przypadku
n = 1 jest to pytanie, na ktére odpowiedzig bylo dopiero twierdzenie Rotha.
W. M. Schmidt udowodnit w 1970 roku, ze tak istotnie jest.

TWIERDZENIE* 4.2 (W. M. Schmidt, 1970).

Jesli liczby 0y, ..., 0, sq algebraiczne oraz liczby 1,0y, .. .,0, sq liniowo
niezalezne nad ciatem liczb wymiernych, to dla kazdej liczby = > 0 istnieje tylko
skoficzona liczba rozwigzan nierdwnosci

*e|letill <1, dla i=1,...,n,
w liczbach catkowitych pi, ..., pn,q, a takze tylko skoriczona liczba ukladdow liczb
q1, .-, qn, p spelniajgcych nierdwnosc

1
lg101 + -+ gnbn — p| < =y

gdzie ¢ := max{|qi|,...,|¢n|} > 0.

Kazde z tych stwierdzefi w przypadku n = 1 redukuje si¢ do twierdzenia
Rotha. Z tych rezultatéw Schmidt otrzymat juz tatwo uogdlnienie twierdzenia
Rotha na aproksymacje liczb algebraicznych liczbami algebraicznymi (zob.
twierdzenie* 3.3).

Na podstawie twierdzenia Dirichleta wiemy, ze jesli wérdd liczb rzeczywistych
6y,...,6, jest przynajmniej jedna liczba niewymierna, to uktad nierédwnosci (7)
ma nieskoniczenie wiele rozwigzan w liczbach caltkowitych ¢ > 0. Mnozac te
nieréwnoéci stronami otrzymujemy nieréwnos§é

_ qllgbsll - - -llgbnll < 1,
ktéra wobec tego takze ma nieskoriczenie wiele rozwiagzan w liczbach catkowitych
q > 0. Mozna sie spodziewac, ze by¢ moze niektére czynniki tego iloczynu sa
znacznie mniejsze od innych i wobec tego iloczyn jest zawsze znacznie mniejszy
niz 1, powiedzmy mniejszy niz 1/¢°, gdzie € > 0. Okazuje sie, ze tak nie jest.

TwIERDZENIE¥ 4.3 (W. M. Schmidt, 1970).
Jesli liczby algebraiczne 1,64, .. .,65 sq liniowo niezalezne nad ciatem liczb
wymiernych, to dla kazdego € > 0 istnieje tylko skoniczenie wiele liczb naturalnych
q takich, ze

¢+ llgbull - llabnll < 1.

Wykladnik 1 + ¢ jest najlepszym mozliwym wykladnikiem w tym sensie, ze
zastapienie go wykladnikiem 1 sprawia, iz twierdzenie przestaje by¢ prawdziwe.
W ten sposéb ustalony jest stopien doktadnosci réwnoczesnego aproksymowania
ukladu liczb rzeczywistych liczbami wymiernymi o wspdlnym mianowniku g.
Jednakze dokladniejsze przyjrzenie sie tej sytuacji prowadzi do wniosku, ze
twierdzenie* 4.3 nie méwi calej prawdy o najlepszym mozliwym réwnoczesnym
przyblizaniu liczb rzeczywistych liczbami wymiernymi o wspdlnym mianowniku.
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Whprawdzie wiemy, ze dla kazdego ¢ > 0 nieréwnosé
1
allgbull - -llafnll < —

ma tylko skoriczona liczbe rozwiazani w liczbach catkowitych ¢ > 0, ale byé moze
istnieje nieskonczenie wiele rozwigzan nieréwnodci

(8) qllgbsll - --llgfnll < £(a),

gdzie f jest funkcja, ktéra zmierza do zera wolniej niz ¢~ 7 Nie wiemy nawet
czy nieréwno$é (8) ma nieskonczenie wiele rozwiazan, gdy f jest jakgkolwick
funkcjg zmierzajaca do zera, gdy ¢ — co. Pozytywna odpowiedZ na to
pytanie stanowitaby rozstrzygniecie otwartej od kilkudziesieciu lat hipotezy
J. E. Littlewooda:

Niech 6y,...,0, beda liczbami rzeczywistymi; dla kazdego € > 0 istnieje liczba
naturalna ¢ taka, ze

qllgball - -[lgba]l <e.
Inaczej moéwiac, hipoteza Littlewoda przewiduje, ze
liminfq||gf:|] - - ||gbnl| = 0.
g—00

Hipoteze Littlewooda wystarczyloby udowodnié¢ dla n = 2, gdyz jest 1zecza
oczywista, ze jesli jest ona prawdziwa dla n = ng, to jest takze prawdziwa dla
kazdego n > nyg.

Nasze oméwienie aproksymacji wielowymiarowych akcentuje aproksymacje
jednorodne. Tymczasem zaréwno twierdzenie Kroneckera jak i problematyka
réwnomiernego rozkladu ciagéw maja swoje wielowymiarowe odpowiedniki.
Zainteresowanego Czytelnika odsytamy do monografii Koksmy i Casselsa.

5. Liczby przestepne
5.1. Od Eulera do Gelfonda

Euler (1744) wyrazil opinig, ze dla dodatnich liczb wymiernych a, b, jesli b nie
jest potega liczby a o wyktadniku wymiernym, to liczba log, b = (log b)/(log a)
jest nie tylko liczba niewymierng, ale wykracza poza mozliwoéci konstrukeji
algebraicznych. Innymi stowy, liczba ta nie moze byé pierwiastkiem wielomianu
o wspétezynnikach wymiernych, czyli jest przestepna. Dopiero jednak 100 lat
pééniej Liouville udowodnit, ze liczby przestepne w ogdle istnieja, a przestepnosé
takich liczb jak e lub 7 zostata udowodniona jeszcze po uplywie kilkudziesieciu
lat (Hermite, 1873, oraz Lindemann, 1882). Ciagle jednak problem postawiony
przez Eulera pozostawal otwarty.

)

W roku 1900 na kongresie w Paryzu D. Hilbert przedstawit 23 otwarte problemy
ktére w jego opinii stanowily najpowazniejsze wyzwanie dla matematyki wieku
dwudziestego. Wsrdd nich znajdowal sie problem siédmy bedacy zmodyfikowana
wersja problemu Eulera: udowodnic, ze jedli o i 3 sa liczbami algebraicznymi,

a # 0,1, oraz f nie jest liczba wymierna, to kazda wartoéé potegi o jest licaba
przestepna.

Warto tutaj zwréci¢ uwage na ogdlnoéé sformutowan. Liczby « i 3 sa dowolnymi
zespolonymi liczbami algebraicznymi, a zalozenie o liczbie 3 jest tylko takie,

ze § ¢ Q. Ponadto, zespolona funkcja potegowa jest funkeja wieloznaczna,
przewiduje si¢ wiee, ze kaZda wartoéé potegi o jest liczba przestepna. Jako
przyktad, Hilbert wymienia liczby 2V? oraz i~% = e™, ktére powinny byé
przestepne.

Pierwszy istotny krok w kierunku rozwigzania problemu Hilberta uczynil
A. O. Gelfond w 1929 roku. Udowodnil on, ze przypuszczenie Hilberta jest
prawdziwe, gdy ( jest nierzeczywista niewymiernoécia kwadratowa. A wiec,
na przykiad, @ = —2i jest nierzeczywista niewymiernoscia kwadratowa, i na
podstawie twierdzenia Gelfonda liczba

i—2i — e—2ilogi — e(—?i)(-—ivr/Z) S

Jest przestepna. Metody uzyte przez Gelfonda mialy jednak ograniczony zasieg.
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Do pelnego rozstrzygniecia siédmego problemu Hilberta niezbedne okazato si¢
nowe podejécie, ktére znalezli niezaleznie Gelfond i Th. Schneider w roku 1934.

TwierRDZENIE* 5.1 (A. O. Gelfond, Th. Schneider, 1934).
Jedli o i B sq liczbami algebraicznymi oraz o # 0,1 ¢ 3 nie jest liczbg wymierng,
to liczba of jest liczbg przestepng.

5.2. Od Gelfonda do Bakera: kombinacje liniowe logarytmoéw

Twierdzenie Gelfonda-Schneidera mozna wypowiedzie¢ nastepujaco:

TWIERDZENIE* 5.2.

Jesli o, ay sq niezerowymi liczbami algebraicznyma i liczby log a, log oy s¢
lintowo niezalezne nad ciatem Q liczb wymiernych, to loga, log oy sq liniowo
niezalezne nad ciatem A wszystkich liczb algebraicznych.

Przede wszystkim zauwazmy, ze jesli liczby log o, log a; sa liniowo niezalezne
nad Q (nad A), to « # 1 oraz ich iloraz log @1/ log @ nie nalezy do Q (do A).

Pokazemy najpierw, ze 5.1 = 5.2. Przypuéémy, ze iloraz § := log o/ log cv nie
jest liczba wymierna, ale jest liczba algebraiczna. Wtedy to na podstawie 5.1
liczba a7 = af jest przestepna, sprzecznosé. A wiec jesli § ¢ Q, to takze 5 ¢ A,
co dowodzi 5.2.

A teraz dowdd, ze 5.2 = 5.1. Zaldzmy wiec, ze o # 0, 1 oraz 3 sa liczbami
algebraicznymi oraz # ¢ Q. Polézmy oy = of . Gdyby liczba ay byla
algebraiczna, to na podstawie 5.2 byloby 8 = loga1/loga ¢ A, sprzecznosc.
A wiec liczba ay jest przestgpna, co dowodzi 5.1.

Widzimy teraz, ze twierdzenie Gelfonda-Schneidera w sformutowaniu 5.2
potwierdza opinie Eulera: jesli a i b s3 dodatnimi liczbami wymiernymi oraz
(log b)/(loga) nie jest liczba wymierna, to nie jest tez liczba algebraiczna.

Twierdzenie* 5.2 nasuwa natychmiast pytanie, czy podobny rezultat ma
miejsce dla logarytméw dowolnej skoniczonej liczby liczb algebraicznych
ai,...,0n. Metody Gelfonda i Schneidera nie przenosza si¢ automatycznie
na ten ogdlniejszy przypadek i dopiero po 30 latach udalo si¢ udowodnié
nastepujaca ogdlna wersje twierdzenia* 5.2.

TWIERDZENIE* 5.3 (A. Baker, 1966).

Jesliay, . .., an sg niezerowymi liczbami algebraicznymi oraz log ey, ..., loga, sq
liniowo niezalezne nad ciatem Q liczb wymiernych, to liczby 1,logay, ..., loga,
sq liniowo niczalezne nad ciatem A wszystkich liczb algebraicznych.

Twierdzenie Bakera pozwala znacznie rozszerzyé klase przyktaddw liczb
przestepnych. Oto wnioski z twierdzenia Bakera.

(a) Kazda niezerowa kombinacja liniowa 8y log ay + - - - + B log o, logarytmow
niezerowych liczb algebraicznych oy, ..., a, z algebraicznymi wspdtezynnikami
By, ..., B, jest liczba przestepna..

(b) Liczba eﬁ"a’f‘ c.afn gdzie oq,..., 00, 00,51, .., Bn sa niezerowymi
liczbami algebraicznymi, jest liczba przestepna.

. 8 . s . ; T :
(¢) Liczba of’ - .afr gdzie ay, ..., a, sa liczbami algebraicznymi réznymi od 0
iloraz 1,B,...,0n saliczbami algebraicznymi liniowo niezaleznymi nad ciatem
liczb wymiernych, jest przestepna.

Alan Baker otrzymal medal Fieldsa w Nicei w 1970 roku (pozostali laureaci:
Hironaka, Novikov, Thompson).
6. Zastosowania

Spoéréd licznych zastosowan aproksymacji diofantycznych wskazemy tylko
trzy najstynniejsze. Pierwszym jest twierdzenie Thuego o skoticzonoéci liczby
rozwiazan pewne] klasy réwnan diofantycznych.
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TwIERDZENIE* 6.1 (A. Thue, 1908).

Niech F(X,Y) = ap X" + a1 X" Y+ 4 a, ¥ bedzie formg dwdch zmiennych
stopnia n > 3 o wspdlezynnikach catkowitych, nierozktadalng nad ciatem liczb
wymiernych Q. Wiedy dla kazdej liczby catkowitej m réwnanie

(9) F(X,Y)=m

ma tylko skoticzong liczbe rozwigzant w liczbach catkowitych.

Idea dowodu tego twierdzenia jest dosé przejrzysta. Rozpatrujemy wielomian
f = f(X) = F(X,1) i dla uproszczenia zakladamy, ze ap = 1. Niech 6;,...,6,
beda pierwiastkami wielomianu f w ciele liczb zespolonych. Zatem wobec
tozsamosci F(X,Y) =Y" f(X/Y) dla kazdego rozwiazania z,y, y # 0 naszego
réwnania mamy ‘

2 _glelml

(10) |f(z/y)| = - =W

Zauwazmy, ze nierozkladalno$¢ formy F' nad ciatem liczb wymiernych pociaga za
soba to, ze pierwiastki wielomianu f sa jednokrotne. Zatem liczba

i T
Y L I i
Y

:==min{|0; — 6;

¢ :=min{|6; - ¢;|}

jest dodatnia liczba rzeczywista.

Przypuéémy teraz, ze réwnanie (9) ma nieskoficzenie wiele rozwiazaii w liczbach
catkowitych z,y. Wtedy z réwnosci (10) wynika, ze dla kazdego rozwiazania z,y,

gdzie y # 0, przynajmniej jeden z czynnikéw |z/y — 6;| jest bardzo mata liczba
rzeczywista (gdyz f(z/y) — 0, gdy |y| — 00). Wezmy rozwiazanie z, y réwnania

(9) takie, ze po ewentualnej zmianie numeracji pierwiastkéw 6y, . .., 8, zachodzi
nieréwnoéé

x 1
(11) - =0 < 3¢

Wtedy dla i > 1 mamy
> C l —_— l
2 c= C:

f-ai|=|e,--91-<f—91)|2rei—al|~
v, y 2

Poniewaz zalozyliémy, ze istnieje nieskoniczenie wiele rozwiazan 2,y réwnania
(9), wigc z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze dla pewnego pierwiastka 6;
wielomianu f nieréwno$¢ (11) jest spetniona przez nieskoficzenie wiele rozwiaza
z,y réwnania (9).

2 4
y

Dla z,y w tej serii rozwiazan mamy zatem

(%) <Ifte/a) = 2.

z_p

Istnieje wiec stata ¢; > 0 taka, ze nieréwnoéé

I _g
y
zachodzi dla nieskoriczenie wielu par liczb catkowitych z,y. Zauwazmy, ze liczba
61 musi by¢ liczbg rzeczywista, gdyz nierzeczywista liczba zespolona nie daje
si¢ aproksymowa¢ liczbami wymiernymi. Tymczasem jednak na podstawie
twierdzenia Thuego o aproksymacji liczb algebraicznych liczbami wymiernymi
istnieje taka stala co, ze

C1
< R e
ly|”

C2
‘ lyP/2+1+174
dla kazdych liczb catkowitych z,y. Stad wynika, ze
(12) |y*/2=5/% < ¢y /ca.
Poniewaz n > 3, wyktadnik n/2 — 5/4 jest liczba dodatnig, zatem nieréwnogé
(12) nie moze zachodzi¢ dla dostatecznie duzych wartosci |y|. Dowodzi to, ze

réwnanie F'(X,Y) = m nie moze mie¢ nieskoficzenie wielu rozwiazan w liczbach
catkowitych.

<

g
y

Jako drugi stynny przyktad przytoczymy rozwiazanie tak zwanego problemu
dziesiatego wyréznika w teorii form kwadratowych i algebraicznej teorii
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liczb. Problem ten pochodzi od samego Gaussa, ktéry w 1801 roku w swoich
znakomitych Disquisitiones Arithmeticae stworzyt podstawy glebokiej
arytmetycznej teorii form kwadratowych. Dla form binarnych z catkowitymi
wspélezynnikami 1 wyrdznikiem ujemnym Gauss znalazt tylko dziewied
wyréznikéw d o tej wlasnosci, ze kazde dwie formy o wyrézniku d sa
réwnowazne. Wyrazil tez przekonanie, ze wiecej takich ujemnych wyrdznikéw
nie ma. Pod koniec wieku dziewietnastego stwierdzono, ze problem Gaussa

ma réwnowazne sformulowanie w jezyku nierzeczywistych cial kwadratowych
Q(\/&) Okazuje sie, ze dla d < 0 kazde dwie binarne formy kwadratowe

o wyrézniku d sa réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy cialo kwadratowe
Q(\/E ) ma wlasno$¢ jednoznacznodci rozktadu liczb na czynniki nierozktadalne.
W jezyku cial liczbowych przypuszczenie Gaussa oznacza wigc, ze istnieje tylko
9 nierzeczywistych cial kwadratowych z wlasno$cia jednoznacznosci rozktadu.
W 1934 roku Heilbronn i Linfoot udowodnili, ze hipoteza Gaussa jest niemal
prawdziwa: istnieje co najwyzej 10 takich wyrdznikow.

Problem zostal w koricu rozstrzygniety w 1966 roku przez A. Bakera przy
pomocy znalezionych przez niego efektywnych oszacowan dla kombinacji
liniowych logarytméw liczb-algebraicznych. W tym samym roku inne rozwiazanie
tego problemu znalazl takze H. M. Stark. Rezultat jest wiec nastepujacy:

Jedynymi nierzeczywistymi ciatami kwadratowymi z wlasnoscig jednoznacznosci
rozkltadu na czynniki nierozkladalne sa nastepujace ciala:

Q(\/a), dlad=-1,-2,-3,-7,—-11,-19,-43, —67, —163.
Wreszcie wspomnijmy o ekspansji idei 1 technik aproksymacji diofantycznych -
na obszar geometrii algebraicznej. Wielkim sukcesem arytmetycznej geometrii
algebraicznej ostatnich lat jest znalezienie nowych dowodéw hipotezy Mordella
o skoniczonodci liczby punktéw catkowitych na krzywych rodzaju > 2 (Paul
Vojta, Gerd Faltings i Enrico Bombieri). Bazuja one w duzej mierze na technice
aproksymacji diofantycznych (aproksymacje diofantyczne na rozmaitoéciach
abelowych). Zainteresowanego Czytelnika odsylamy do Mathematical Reviews
93d:11065, 11066, gdzie znajduje sie $wietne omdwienie tej problematyki.
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