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1. Wstep

Algebra rodzita si¢ kilka razy, ale poczatkowo miata zbyt mato do zaoferowania,
aby skutecznie konkurowaé z geometrig. Pierwsza préba to Elementy Euklidesa,
jak tez inne dzieta, ktére je poprzedzaty (Elementy Kritona (—430), Elementy
Simmiasa z Teb (—400), dzieta Ksenokratesa (ok. —330) i inne). Tam algebra
pojawia si¢ w postaci nazwanej przez Neugebauera algebrg geometrycznqg. Druga
préba, tym razem skuteczniejsza, to Arytmetyka Diofantosa. Sktadala sie ona,
jak przystalo na dzielo klasyczne, z trzynastu ksiag (podobnie jak Elementy),

z ktérych znanych jest tylko sze§¢. Termin ksigga jest tu trochg na wyrost,
przynajmniej z naszego punktu widzenia. Ksiegi w owych czasach sktadaly sie

z kilkunastu waskich paskéw papirusu, zszytych lub sklejonych z boku, a cale
dzieta (tzn. zbidr ztozony z kilku ksiag) byty przechowywane w naczyniach
podobnych do wiader. Nieznane cztery ksiegi Arytmetyk: Diofantosa odkryt

w 1972 roku Gulchin Maani w bibliotece Meshedzkiej (rekopis nr 5466). Jest
niemal pewne, ze tekst arabski odkryty przez niego jest ttumaczeniem ze
starogreckiego komentarzy Hypatii, corki Teona, do dziela Diofantosa. Diofantos
bada réwnania i uklady réwnan o wspoétezynnikach catkowitych. Co prawda
unika jezyka geometrycznego, tak charakterystycznego dla matematyki

greckiej, ale jego rozwazania sa — w gruncie rzeczy — geometryczne. Pokazuje

na przykladach, ze jezeli krzywa stopnia 2 zadana réwnaniem F'(z,y) = 0 ma
punkt (z,y) o obu wspélrzednych wymiernych (tzw. punkt wymierny), to ma
ich nieskoficzenie wiele. Diofantos bada tez rozwiazania wymierne réwnania
F(z,y) = 0, gdzie F jest wielomianem stopnia 3 lub 4. Rozumowania Diofantosa
sa arytmetyczne, ale metoda — geometryczna. Diofantos prowadzi sieczng przez
dwa wymierne punkty krzywej (np. zad. IV,25; IV,26), albo styczna w punkcie
wymiernym, otrzymujac (na ogdt) punkt wymierny. Metoda ta, stosowana
pézniej przez Fermata w XVII wieku, zostata ostatecznie usankcjonowana przez
Poincarégo w 1901.

Nastepna préba, niemal udana, to dzieto Al dzabr wa-l-mukabala Muhammeda
ibn Musy al-Chorezmiego, urodzonego 1210 lat temu. Wystepuja tam juz
symbole algebraiczne, pojawia sie umiejetnosé przeksztatcania réwnan
algebraicznych 1 klasyfikacja réwnan stopnia dwa. Algebra do XVI stulecia, nie
liczac incydentalnych sytuacji, dotyczyta réwnan algebraicznych stopnia 11 2.
Te incydentalne sytuacje, to wspomniany juz Diofantos i prapoczatek geometrii
algebraiczne] w jego Arytmetyce oraz réwnania algebraiczne stopnia 3 1 4, ktére
pojawily sie u astronoméw arabskich w X wieku, a wezesniej u al-Chorezmiego.
Potrzeby rozwiazywania réwnan stopnia 3 braly sie stad, ze prébowano obliczaé
sin § znajac sin o.

Jednak wlasciwa historia algebry zaczyna sie w XVI wieku, bynajmniej

nie z powodu rozwiazania przez Cardano, Tartaglie i Ferrariego réwnai

stopnia 3 i 4 w sposdb algebraiczny, czyli jak dzi§ méwimy przez pierwiastniki
(tj. przez zredukowanie rozwiazania do rozwiazania skonczenie wielu réwnar
dwumiennych). Oczywiécie, nalezy chyli¢ czola przed ich osiagnieciem, ktére
zaczyna si¢ bardziej cenié, gdy sie uséwiadomi, ze nie bylo wtedy jakicjkolwick
symboliki algebraicznej, a rozwiazania zostaly znalezione za pomoca wymyslnej
konstrukeji podziatu szescianu na prostopadlosciany. Historia algebry zaczyna sie
w ciagu stulecia, od drugiej potowy XVI wieku. Wtedy to burzliwie zaczeta sie
rozwijaé symbolika algebraiczna i trwalo to okolo stu lat. Za czaséw Kartezjusza
proces ten jest juz niemal zakonczony. Newton (Aritmetica universalis) uzywa
prawie takiej samej symboliki, jakiej uzywamy wspdlczeénie, z wyjatkiem
nawiasu, ktéry zapisuje jako a + b. W ten sposéb powstal symbol v/a + b
oznaczajacy plerwiastek / z liczby w nawiasie, tj. z liczby a + b. Zapewne z tych
i podobnych powoddéw wiek XVII nazywany jest w historii matematyki wiekiem
odkryé. Nadchodzil wiek XVIII — wiek zastosowann.
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W XVIII wieku nie mozna jeszcze moéwié o podstawowych pojeciach algebry
abstrakcyjnej, choé implicite wiele wynikéw Eulera i Lagrange’a ma charakter
abstrakcyjny: w przeprowadzonych przez nich dowodach twierdzen uzywa sie
podstawowych wlasnosci grup i cial. Lagrange dal poczatek teorii grup. Grupy
u niego wystepujace to grupy permutacji zbioru skonczonego. Pojawienie sie ich
w pracach Lagrange’a bylo calkiem naturalne — wigzalo si¢ to z zagadnieniem
rozwigzywania réwnai algebraicznych w sposéb algebraiczny.

Méwiac jednak doktadniej, chodzito o zbadanie, ile réznych wartosci moze
przyjmowaé funkcja wymierna pierwiastkéw wielomianu, jezeli permutowac te
pierwiastki na wszystkie mozliwe sposoby.

Inny wazny przyklad grupy u Lagrange’a, to grupa binarnych form
kwadratowych z kompozycjq [La]. Lagrange rozwaza binarne formy kwadratowe
f(z,y) = az® + bay + cy?
ze wspSlezynnikami catkowitymi a, b, ¢ i wyréznikiem D = b? — 4ac. Forma
kwadratowa F'(z,y) o wyrézniku D jest kompozycjq form binarnych fig
o wyrdzniku D, gdy istnieja formy B; i B, dwuliniowe wzgledem 2,y 1 w, z,
takie, ze
f(z,y) - 9g(w,z) = F(Bi(z,y;w, z), Ba(z, y; w, 2)),

tzn. gdy Bi(z,y;w,z) = a;zw + bizz + ciyw + diyz, 1 = 1,2, gdzie
a;, b;,¢;,d; € Z. Dwie formy f 1 g sq réwnowazne, gdy istnieja «, 3,v,8 € Z,
takie ze ay — 86 = £1 i g(z,y) = f(az + vy, Bz + 6y). Na przyklad, jezeli
flz,y) =222+ 2zy+ 3y%, a F(X,Y) = X? +5Y2, to F jest kompozycja f z f,
bo

(227 + 22y + 3y%)(2vw® + 2wz + 32%) = (22w + 22 + yw + 3yz)? + 5(xz — yw)?.
Grupa binarnych form kwadratowych to zbidr klas réwnowaznosci binarnych form
kwadratowych o danym wyrézniku D z kompozycja jako dzialaniem grupowym.
Formalnym pojeciem grupy Lagrange jednak nie postugiwal sie. W pdzniejszym
okresie rozwdj teorii grup toczyl sic dwutorowo — z jednej strony byly to grupy
permutacji i ich zastosowania do teorii réwnan algebraicznych (Ruffini, Abel,
Galois, Betti, Jordan), z drugiej za$ strony pojawily sie rézne konkretne grupy
u Gaussa, Dirichleta i innych. Formalna aksjomatyzacja pojecia grupy (Cayley)
nie wniosla w istocie wiele nowego, byta raczej préba zwrécenia uwagi na to, ze
istota elementéw nie odgrywa wiekszej roli, a jedynie ich wlasnosci algebraiczne,
takie jak rzedy elementéw, generowanie itp. Poczatek wieku XX mozna uznaé za
koniec wstepnego okresu rozwoju teorii grup. W tym czasie uksztaltowane juz
byto zardwno samo pojecie grupy, jak tez pojecia pokrewne.

Podobny rozwdj mialty inne pojecia algebry: pojecie pierscienia, ciala,
przestrzeni liniowej. Zacznijmy na poczatek od tego ostatniego pojecia.

Pojecie to wyartykulowal, zreszta bardzo nieprecyzyjnie, Grassmann w 1844

i niezaleznie, jedynie dla przestrzeni skonczenie wymiarowych, podat je

Arthur Cayley o rok wczesniej.. Pojecie to pojawilo sie poniekad za wezesnie

— obaj nie umieli sobie z nim poradzi¢. Mimo to Grassmann sformutowal

wiele niebanalnych twierdzen tej teorii, np. rézne twierdzenia o wymiarze
przestrzeni [Wi 1]. Nie bardzo umiano poradzié sobie réwniez z pojeciem liniowej
niezaleznodci i dopiero Dedekind, stosujac je jedynie do cial, zbudowat elegancka
teorie liczb algebraicznych, a pojecie liniowej niezaleznosci, zastosowane do
automorfizméw ciata, pozwolito mu na uproszczenie teorii Galois. Trzeba jednak
bylo czekaé do lat dwudziestych XX wieku na to, aby tacy uczeni jak Emma
Noether, Emil Artin, czy tez van der Waerden docenili role abstrakcyjnego
pojecia przestrzeni liniowej. Podobnie rzecz sie miata z pojeciem ciata

1 pierécienia. Pojecia te, nazywane i nie nazywane, wystepuja juz u Kroneckera,
a pdzniej, w precyzyjniejszej formie, u Dedekinda. W uzyciu bylo juz pojecie
ciala liczbowego, w przeciwienstwie do cial Galois. Pierwsze definiowane bylo
jako podcialo ciata liczb zespolonych; drugie bylo do§é dziwnym, jak na owe
czasy, obiektem, zdefiniowanym przez Galois, ktérym zaczeto sie swobodniej
postugiwac dopiero na poczatku XX wieku (np. Dickson). Nie zmienia to faktu,
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ze pierwszym pierscieniem, poza pierScieniami wielomianéw i pierscieniami
liczbowymi, ktérych implicite uzywal juz Euler, byl pierécien Z, reszt modulo n,
de facto wprowadzony (choé nie nazwany) przez Gaussa w jego Disquisitiones
Arithmeticae z 1801 roku. Drugim waznym bodzcem w badaniu pierScieni

i cial, i to niekoniecznie przemiennych, bylo odkrycie kwaternionéw przez
Hamiltona. Zainteresowanie pierScieniami liczbowymi, a gtéwnie pierscieniami
generowanymi nad pierécieniem liczb calkowitych przez pierwiastki z jednosci
stopnia n, wiazalo sie z sukcesami Kummera wokél Wielkiego Twierdzenia
Fermata i nadziejami, ze stworzone przez niego metody pozwola na definitywne
rozwigzanie tego problemu. Jak bardzo to bylto ztudne wskazuje bledny

dowéd Lamé. Twierdzit on w 1844, ze Z[e,] (gdzie £, = cos 2Z + isin 2Z) jest
pierscieniem z jednoznacznoécia rozkladu, co w latwy sposéb pozwala juz
dowieéé prawdziwo$ci Wielkiego Twierdzenia Fermata dla wykladnika n, tzn.
dowie$é, ze réwnanie ™ + y™ = z” nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych
z,y,z (n > 2). Do wyniku Lamé przyznawal sie Liouville, az do chwili, gdy
okazalo sie, ze jest to wynik falszywy.

Algebra macierzy, zbudowana przez A. Cayleya (1858), badana pézniej przez
wielu innych, m.in. przez Sylvestra i kapitana artylerii Laguerre’a (1867),
dostarcza wielu przykladéw pierScieni nieprzemiennych. Pojawily sie nawet
proby budowania algebry uniwersalnej — proby takie podjeli: Sylvester w latach
osiemdziesiatych i nieco p6zniej] Whitehead. Wychodzac z réznych przeslanek,
mimo niezbyt precyzyjnego i konsekwentnego wylozenia swoich koncepcji, doszli
(niezaleznie) do tego samego wniosku, ze pozadanym byloby badanie obiektéw
— zbioréw wyposazonych w kilka dzialan, spetniajacych takie czy inne uklady
aksjomatdéw. Dla Sylvestra podstawowym przyktadem i wzorem do uogdlnien
byta algebra macierzy Cayleya, dla Whiteheada — niemal cata matematyka,

ale gléwnie algebry Boole’a (jeszcze tak nie nazwane) i pojecia algebraiczne
Grassmanna, ktdre zdolal nieco uscislié.

Sukces metody aksjomatycznej, jakim niewatpliwie byt wynik Hilberta w Die
Grundlagen der Geometrie (1899), skierowal wieksza uwage $wiata naukowego
na systemy aksjomatyczne. Co wiecej, dawal prawo przypuszczaé, ze wszystko
da si¢ zaksjomatyzowaé. Wiare te rozpowszechnial w jakimé stopniu sam
Hilbert, czego dobitnym dowodem moze by¢ jego II Problem, ogloszony na
Kongresie Matematycznym w Paryzu w roku 1900.

Nic wiec dziwnego, ze wielu matematykéw, szczegSlnie w Nowym Swiecie,
zaczeto ugruntowywaé podstawy algebry, a §cislej — budowaé precyzyjne
uklady aksjomatéw dla grup, cial, pierdcieni, algebr nad ciatami, algebr
Boole’a, przestrzeni liniowych itp. Prace na ten temat, gléwnie w Transactions
of the American Mathematical Society, zamknety okres ksztaltowania sie
podstawowych pojec algebry. Umownie, okres ten mozna uwazaé za zamkniety
przez pierwsza Wojne Swiatowq. W latach dwudziestych pojawila sie pierwsza
ksigzkowa préba aksjomatyzacji algebry — jest nia ksiazka Becka [Be]. Co prawda
klasyczny podrecznik Webera [Web 2] nie stroni od definicji, jednak dopiero
ksiazka Becka zawiera wyklad aksjomatyczny. Za ostateczne zamkniecie okresu
pionierskiego w algebrze uznac trzeba dzielo van der Waerdena (por. [Wi 3]).

W artykule naszkicujemy nieco dokladniej omdéwione tu pojecia, jak tez niektére
inne uwaruukowania rozwoju pojet algebry abstrakcyjnej.

2. Powstanie teorii grup

Za poczatkowy okres tworzenia teorii grup uznaé nalezy lata 1770-1846, tj.
okres od pierwszych wynikéw Lagrange’a dotyczacych grup permutacji, az do
ukazania si¢ Ezercises Cauchy’ego w 1844 roku [Cau 2]. W nastepnych dwéch
latach Cauchy opublikowal w Comptes Rendus Paryskiej Akademii Nauk dalsze
prace z teoril grup.

Cofnijmy sie jednak do okresu wczesniejszego. Gléwne wyniki Lagrange’a
zawarte sa w jego pracy ”Réflexions sur la résolution algébrique des equations”,
opublikowanej w sprawozdaniach Berliriskiej Akademii Nauk z 1770-1771.
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W pracy tej Lagrange zajmuje sie algebraicznym rozwiqzywaniem réwnasi, tzn.
pokazuje, jak rozwiazanie réwnania algebraicznego stopnia n mozna zredukowad
do rozwiazania kilku réwnan dwumiennych i réwnania stopnia n, nieco prostszej
postaci, anizeli rtéwnanie wyjsciowe, o ile n > 4. W pracy przeanalizowane

sa wyniki jego poprzednikéw: Ferrariego, Cardana, Tschirnhausena, Eulera.
Jednak przede wszystkim Lagrange bada liczbe wartosci, ktére moze przyjmowaé
funkcja wymierna, jezeli permutowac jej zmienne. Tym samym pojawia

sie w pracy grupa permutacji S,, oraz jej podstawowe wlasnosci. Explicite
stwierdzone jest twierdzenie orzekajace (we wspolczesnej terminologii), ze rzad
grupy tych permutacji g € Sy, dla ktérych w(Xy,..., Xn) = w(X 1), ..., Xy(n))
identycznosciowo (w — dana funkcja wymierna) jest dzielnikiem n!. W pracy
Lagrange konstruuje takze réwnanie pomocnicze do rozwigzania réwnania
algebraicznego stopnia n, zwane dzi§ rezolwentqg Lagrange’a (szczegdly moina
znalezé w [W1 2]).

Wyniki Lagrange’a przyswoil Ruffini, stosujac je do definitywnego
rozstrzygniecia zagadnienia, ktére bylo fundamentalne nie tylko w algebrze, ale
w calej matematyce. Stosujac podstawowe wlasnosci grup permutacji Ruffini
udowodnit w 1799 w ksiazce Teoria Generale della Equazioni, e ogdlne réwnanie
algebraiczne stopnia wigkszego niz 4 nie jest rozwiazalne algebraicznie, tzn. nie
mozna go zredukowaé do rozwiazania skonczenie wielu réwnan dwumiennych.
Mimo, ze podat pie¢ réznych dowodéw swego twierdzenia, jego wynik zostat
przyjety sceptycznie. Jedni nie wierzyli, ze niemozliwe jest to, co uwazali

za pewne, a jedynie nie udowodnione, inni mieli zastrzezenia co do dowodu
twierdzenia — dowéd byt dtugi, trudny i uzywal malo znanych pojeé, dla wielu
wreszcie byl lekarzem, a wigc w pewnym sensie profanem, zajmujacym sie
matematyka. Jego dowdd nierozwigzalnosci ogdlnego réwnania stopnia co
najmniej piatego sprowadzal si¢ do podstawowego faktu, ze grupa As permutacji
parzystych pieciu elementéw generowana jest przez cykle dtugosci trzy. Ponad
¢wier¢ wieku pézniej Abel, stosujac podobne metody, udowodnit twierdzenie
Ruffiniego, ale tylko dla réwnania stopnia 5. Dowdd Abela tez nie byt catkowicie
poprawny, jednak luka w jego dowodzie byta latwiejsza do przetkniecia przez
dwezesnych matematykow. Nieco wezesniej, bo w 1815 roku Cauchy badal dalsze
whasnoéci grup S, [Cau 1]. Nie mozna si¢ zgodzié z opinia Burnsa [Bu], ze
wspomniana praca Cauchy’ego byla mato wazna w rozwoju teorii grup.

Formalnie rzecz biorac termin grupa wystapit po raz pierwszy u Galois, jednak
racze] w znaczeniu zbioru, anizeli grupy, bowiem tego samego terminu uzywal
Galois na oznaczenie warstwy. W malym objetosciowo, lecz bogatym w treici
dorobku Galois znajdujemy nastepujace wazne fakty teorii grup:

1. Grupa As jest prosta grupa nieprzemienna.

2. Cze$¢ wspdlna dwéch podgrup S, jest jej podgrupa.

3. Jezeli liczba pierwsza dzieli rzad grupy, to zawiera ona podgrupe tego rzedu
(twierdzenie to znal juz Cauchy [Cau 1]).

Jednakze, mimo tych waznych przyczynkéw do teorii grup, za formalnego tworce
teorii grup uznat jednak nalezy Cauchy’ego. Podstawowe wyniki dotyczace grup
Sp, ich podgrup, tranzytywnosci, mozna znalezé w jego Exercises z 1844 roku
[Cau 2]. Jednakze prace Cauchy’ego zawieraja sporo bledéw, zaréwno natury
logicznej, jak 1 merytorycznej. Nieco wezesniej, bo juz w pracach Legendre’a,
Gaussa, a potem Dirichleta, wystapily inne grupy. Sa to m.in. wspomniana
wezesniej grupa klas binarnych form kwadratowych czy tez grupa jednostek ciata
liczb algebraicznych. Gauss w Disquisitiones Arithmeticae nie tylko dowodzi,

ze zbidr klas form jest grupa, ale takze wykazuje skoniczonoéé tej grupy. Fakt
ten znany byl juz Legendre’owi. Zaden z tych faktéw nie jest banalny i kazdy
wymaga precyzyjnego dowodu. Liczne twierdzenia w tym dziele to czesto
szczegdlne, lecz waine przypadki podstawowych twierdzen teorii grup.

Formalng definicje grupy podat po raz pierwszy Cayley [Cay 3-5]. Uscidlil ja
pozniej i przeformutowat w pracy [Cay 6] z 1878 roku. Cayley definiuje pojecie
grupy w cytowanych pracach, odwolujac si¢ do Galois, od ktérego, jak pisze,
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zapozyczy! termin grupa. Nastepnie wprowadza tabelki dziataii dla grup, zapis
w postaci: zbiér generatoréw i relacje pomiedzy generatorami. W pracy [Cay 5]
podany jest opis wszystkich nieizomorficznych grup rzedu 8. W pézniejszych
latach Cayley nadal pasjonowal si¢ opisem wszystkich nieizomorficznych grup
danego (skoniczonego) rzedu. Np. w 1889 podal opis wszystkich grup rzedu

nie wiekszego niz 12, w postaci tabelek dziatai dla tych grup [Cay 7). Cayley,
opréez grup opisanych za pomoca tabliczek, podaje tez przyklady z calej
matematyki: grupa klas binarnych form kwadratowych, n-wymiarowa grupa
liniowa, grupa kwaternionowa. Do aksjomatycznego pojecia grupy doszed! takze
Kronecker w roku 1870 [Wu].

W 1852 roku Betti usciélit wyniki Galois, w szczegdlnosci podal dalsze
wlasnoéci grup. Jednak jego praca nie byta doceniona przez wspéiczesnych mu
matematykéw (por. [Wi 2]) 1 dopiero traktat Jordana z 1870 o permutacjach

i rozwiazywaniu réwnari algebraicznych spelnil podwéjne zadanie — z jednej
strony upowszechnil teori¢ Galois, z drugiej za$, co nie mniej wazne — dal
poczatek nowoczesnej teorii grup. I cho¢ nie mozna tu nie wspomnie¢ o pracach
Liego, to jednak, jak sadze ich znaczenie lezy poza teoria grup.

Poczatkowy okres rozwoju teorii grup to okres rozwoju teorii grup skoriczonych.
Jak juz wspomniano na wstepie, mniej lub bardziej udane préby aksjomatyzacji
réznych dzialéw matematyki, objely tez pojecie grupy. Okres malo precyzyjnych
aksjomatéw, zapoczatkowany przez Cayleya w 1854 roku, mozna uznaé za
zamkniety na poczatku naszego stulecia, kiedy to tacy autorzy, jak Dickson,
Huntington czy tez Moore przedyskutowali i przeanalizowali rézne definicje
grupy. Ich prace (por. bibliografia) koricza wstepny okres rozwoju teorii grup.
Dopiero jednak ksiazka van der Waerdena Moderne Algebra ugruntowala
powszechnie do dzi§ uzywany uktad aksjomatow.

3. Przestrzenie liniowe i algebry macierzy

Trudno dokladnie powiedzieé, kiedy po raz pierwszy w precyzyjny sposéb
sformulowane zostalo pojecie przestrzeni liniowej. Z cala jednak pewnoscia

za pierwsza prébe okreélenia tego pojecia uznaé nalezy dwie prace: dzieto
Grassmanna [Gra] z 1844, ktdre zreszta tak zle sprzedawalo sig, ze jego
wydawca, Otto Wigand zdecydowal sie wycofaé ksiazke z rynku (dzieki czemu
wiele lat péniej egzemplarze antykwaryczne osiagaly zawrotne ceny), oraz
krétka praca Arthura Cayleya [Cay 1] z 1843 roku. Cayley ograniczyt sie do
definicji przestrzeni n-wymiarowej, podajac, po prostu, opis przestrzeni K",
gdzie K jest cialem. Drugie wydanie Ausdehnungslehre z 1862 podaje juz
precyzyjniejsza definicje przestrzeni liniowej — pozostawia ona jednak jeszcze
wiele do zyczenia. Grassmann definiuje ponadto rézne dziatania na wektorach,
ktére stang sie obiektem intensywnych badan wielu uczonych w XIX wieku:
iloczyn skalarny, iloczyn wektorowy; definiuje liniowa niezalezno$¢, a wreszcie
— wymiar (skoniczony) przestrzeni liniowej. Jednak skrzetnie unika postugiwania
sie tymi pojeciami, przechodzac szybko do dzialan na wektorach i zastosowan
geometrycznych zbudowanej teorii.

Pojecie macierzy oraz ogélne wlasnoéci algebry macierzy sa zastuga Cayleya.
Pojecie macierzy oraz mnozenie macierzy zdefiniowal w pracy z 1855 (por.

[Wi 1]), podajac od razu zastosowanie wprowadzonych poje¢ do rozwiazywania
ukladéw réwnai liniowych (wzory Cramera). Miedzy innymi we wspomnianej
pracy zdefiniowana zostala macierz odwrotna. W ciagu nastepnych 15 lat
Cayley doéé gruntownie przebadal algebre macierzy, oraz podal jej zastosowania.
Udowodnil m.in. dla macierzy 2 x 21 3 x 3 twierdzenie nazywane dzi$
twierdzeniem Hamiltona—Cayleya. Trzeba tu podkresli¢, ze miat on, czesto mimo
braku precyzji w formulowaniu swoich wynikéw, ogromny talent w budowaniu,
rozwijaniu i porzadkowaniu nowo powstalych dyscyplin. Tak bylo z teoria grup,
tak bylo z algebra macierzy, ktdra nie tylko stworzyl, ale usystematyzowal,
zdefiniowal wiekszo$¢ do dzi$ uzywanych pojeé, oraz wprowadzil terminy, ktére
takze wytrzymaly prébe czasu.
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Przez caly XIX wiek pojecie przestrzeni liniowej nie bylo doceniane — nie
byto w uzyciu z jednym chlubnym wyjatkiem: R. Dedekind w swoim stynnym
XI Suplemencie, jak tez w wykladach w Getyndze (1857/58) z teorii Galois,
traktujac skonczone rozszerzenie ciala liczbowego jako przestrzen liniowa nad
swoim podcialem, uzyskuje podstawowe twierdzenia teorii w sposéb elegancki
i zwiezly.

Bardziej udana préba zdefiniowania pojecia abstrakcyjnej przestrzeni liniowej
pochodzi od Whiteheada z 1898 [Wh]. Jest to niemal w pelni poprawna

(z dzisiejszego punktu widzenia) definicja przestrzeni liniowej — wszystko jest
jednak poprzedzone bardzo ogdlnymi rozwazaniami o algebrze uniwersalney,

a nawet rozwazaniami o charakterze filozoficznym. Jako ciekawostke mozna tu
odnotowaé fakt, ze Whitehead definiowal n-wymiarowa przestrzen afiniczna,
choé explicite nie zostato to w jego dziele nazwane.

Rozkwitajaca wkrétce po odkryciu kwaternionéw ogdlna teoria skoniczenie
wymiarowych algebr nad ciatami doczekala si¢ nie tylko intensywnego
rozwoju w pracach m.in. Peirce’a, Frobeniusa i innych, ale takze precyzyjnych
aksjomatéw na poczatku XX stulecia (Dickson, Huntington, Wedderburn).
Warto zwrécié uwage, ze whrew panujacym opiniom, nie w XX, ale juz
w potowie XIX wieku znane byly reprezentacje macierzowe algebr, a nawet cial:
Sylvester [Sy 1-2] zauwazyl juz w 1883 roku, ze kwaterniony mozna uwazaé

: . . . a b .
za macierze zespolone specjalnej postaci (—B E)' Podobne reprezentacje
znalazl dla liczb zespolonych 1 innych cial. Warto tez wspomnieé¢ w tym miejscu,
ze Sylvester zafascynowany by} stworzona przez Cayleya dyscyplina: algebra
macierzy. Nie tylko postugiwal sie czesto w swoich pracach algebra macierzy,
ale tez, nie bez stusznosci nadat jej charakter uniwersalny. Swiadezy o tym
praca [Sy 3] z 1884 roku. W pracy tej Sylvester podjal prébe precyzyjnego
zdefiniowania algebry macierzy oraz podat dowody podstawowych jej wlasnosci.

4. Rozwéj pojecia ciala i pierscienia

Jak juz bylo wspomniane we wstepie, pojecia ciata i pierScienia zaczely
ksztaltowac si¢ na przelomie XVIII i XIX wieku. Juz Euler w polowie

XVIII stulecia postugiwat sie liczbami postaci a + db, gdzie a, b sa liczbami
catkowitymi, a d jest pierwiastkiem z jednodci stopnia trzy. Jednakze dopiero
Legendre i Gauss zaczeli konsekwentnie uzywaé takich obiektéw. Byly to rézne
pierscienie i ciata ztozone z liczb zespolonych specjalnej postaci. Pierwszy
nieliczbowy przyktad, jakim postugiwal sie Gauss to pierécien Z, reszt

modulo n. W Disquisitiones Arithmeticae Gauss uzywal swobodnie takze
pierécieni wielomianéw, dowodzac wielu podstawowych twierdzeri, np. stynnego
Twierdzenia Gaussa. Pierécienn Z[d] liczb postaci a + 1b (a,b € Z) do dzié
nazywany jest pierScieniem Gaussa.

Postepujacy rozwdj matematyki dostarczyl nowych obiektéw: Galois
konstruowal swoje liczby zespolone, tj. zbudowal ciata Galois, a wiec skoniczone
rozszerzenia ciala IF, reszt modulo p (1829), a Hamilton - stynne kwaterniony
(Quaternions, Dublin 1853). Kummer, pracujac przez pét wieku nad Wielkim
Twierdzeniem Fermata, postugiwal sie ciatami cyklotomicznymi Q(s,,)

(en — n-ty pierwiastek z 1), lub tez pierécieniami liczbowymi Z[e,,]. Jednak

w zadnej ze swoich prac nie uzywa specjalnej nazwy dla obiektéw, ktérymi sie
postugiwal. Nazywat je po prostu: n-ten Einheitswurzeln gebildeten complezen
Zahlen w przypadku cial cyklotomicznych, nazywajac pierécienie Z[e,] nombres
entieres.

Kronecker, nasladujac w jakimsé stopniu konstrukcje Galois cial GF(p™),

podal ogélng konstrukeje ciata, w ktérym dany wielomian nieprzywiedlny f

o wspolezynnikach z ciala K ma pierwiastek, a nawet ciala, w ktérym leza
wszystkie pierwiastki tego wielomianu. Konstruuje mianowicie ciato K[X]/(f),

w ktérym wielomian f ma pierwiastek. Wczedniej na ten sam temat ukazata sie
praca Cauchy’ego [Cau 3]. Najwazniejszym rezultatem tej pracy byta konstrukcja
implicite liczb zespolonych jako piericienia ilorazowego R[X]/(X? + 1). Prowadzi
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to bezpoérednio do formalnej konstrukeji ciata liczb zespolonych jako przestrzeni
R? z odpowiednio okre$lonymi dziataniami, czyli do konstrukcji Hamiltona
z 1837 roku [Ham]. Hamilton definiuje w R* dwa dzialania:

odejmowanie
(b1,b2) = (a1, as) = (b1 — a1, ba — a2)
oraz mnozenie
(b1, bz)(al, az) = (b1a1 — boas, boay + blag),
dowodzac, ze otrzymujemy liczby zespolone. Cytuje w tym miejscu Cours
d’Analyse Cauchy’ego z 1821 roku (str. 176). Wstep [Ham] do dzieta
Quaternions jest dzi§ znacznie ciekawszy od samego dziela. Hamilton opisuje
tam kolejne préby zdefiniowania w logiczny sposéb, jak w R?, dziatan w R®
i uzasadnia, dlaczego to mu si¢ nie udato. Nastepnie przechodzi do R* i tu udaje
mu sie odpowiednia konstrukcja, znana dzi$ jako konstrukcja kwaternionéw.
Wiynika stad niezbicie, ze odkrycie kwaternionéw nie bylo przypadkiem, lecz
poprzedzone zostalo gruntownymi poszukiwaniami i prébami przeniesienia
znanych mu konstrukeji na przestrzenie wymiaru wiekszego niz 2. Odkrycie
kwaternionéw tak zafascynowalo Hamiltona, ze wydrapal na moscie w Dublinie
(Brougham Bridge) notatke o swoim odkryciu. Poniewaz ten fragment mostu nie
zachowal sie do dzi$, wiec wladze Dublina uczcily ten chuliganski wybryk tablica
nastepujacej treci:
Here as he walked by

on the 16th of October 1843

Sir William Rowan Hamilton

in a flash of genius discovered

the fundamental formula for

quaternion multiplication
i2:j2:k2:ijk:—1
& cut it in a stone on this bridge.

Jak juz wspomniano w poprzednim rozdziale, reprezentacje kwaternionow
w postaci odpowiednich macierzy zespolonych znalazt Sylvester [Sy 1]

w 1883, wbrew temu, co pisze Juszkiewicz w [Ma), ze odkrycia tego dokonal
Cayley [Cay 2] w 1858 (por. [Ma], str. 75). W ksiazce [Ma] sa tez inne bledy
historyczne.

Pojecie ciata uksztaltowalo si¢ w pracach Kummera, Kroneckera i Dedekinda.
Jedna z pierwszych prob zdefiniowania ciala mozna znalezé w ksiazce Hankla
[Han] z 1867; nie wywarla ona jednak wiekszego wplywu na dwezesnych
matematykéw. Pierwsza definicje ciala podal Dedekind z X Suplemencie do
wykladéw Dirichleta z teorii liczb (1871). Dedekind pisal tam: Unter einem
Korper wollen wir jedes System von unendlich vielen reellen oder komplexen
Zahlen verstehen, welches in sich so abgeschlossen und vollstandig ist, dafdie
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von je zwei dieser Zahlen
immer vieder eine Zahl desselben Systems hervorbringl.

Jak widaé, mimo pelnej precyzji, definicja ta jest do$é ograniczona.

W szczegdlnodei nie obejmuje ona obiektow juz znanych, takich, jak ciata Galois,
czy tez ciala funkeji wymiernych wielu zmiennych, ktérymi poshugiwal sie
Kronecker. Jest to catkowicie zrozumiale — Dedekind zajmowal sie w tym czasie
arytmetvka cial liczbowych. Réznica pomiedzy definicja ciata u Dedekinda

i Kroneckera polega na tym, ze Dedekind uzywa aksjomatéw, natomiast
Kronecker podaje postaé elementéw. Ponadto Kronecker postugiwal sie
réwnowaznym terminem Rationalitatsbereich. Poczatkowo Dedekind rozpatrywal
jedynie ciala przemienne. Péiniej, w 1885 dopuscit w definicji nieprzemiennoéé
mnozenia, rozwazajac skoniczenie wymiarowe algebry z dzieleniem nad danym
ciatem [Pu 1]. Tematyka ta zajmowal sie w tym czasie takze Frobenius.

W §163 X Suplementu podal Dedekind definicje idealu w pierscieniach liczb
algebraicznych catkowitych cial liczb algebraicznych. Dedekind i Weber uogdlnili
w 1882 pojecie ciata, ideatu, elementu caltkowitego nad pierscieniem itd.,
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przenoszac te pojecia na przypadek ciat funkeji algebraicznych. Wydaje sie,
ze prace Dedekinda nie miaty wielkiego wptywu na twérczoéé Kroneckera

w omawianej dziedzinie [Pu 1]. Kronecker unikal abstrakeji, o ile nie widziat
bezpoéredniego jej zastosowania. Np. w 1870 w pracy o liczbie klas ciata
liczb algebraicznych (Werke, Bd.1, 271-282) podat definicje skoficzone] grupy
abelowe] stosujac ja jedynie do grupy klas ideatéw [Wu].

Ogélna definicje ciala podal Weber w 1893 [Web 1]. W jego dziele [Web 2]
podana jest tez definicja grupy i pierdcienia w formie niewiele odbiegajacej od
definicji dzi$§ uzywanych. Hilbert w swoich pracach postuguje sie juz terminem
cialo (Korper), odnoszac go do ciat liczbowych 1 ciat funkcji algebraicanych.

Poczatek XX stulecia przynosi ostateczne sformutowanie abstrakcyjnego
pojecia ciala. Stworzona przez Sylvestra w latach osiemdziesiatych XIX w.
szkola algebraikéw w John Hopkins University, jak tez szkola Benjamina
Peirce’a w Harvardzie [Pa], prowadza badania w zakresie algebry. Wyniki tych
prac publikuja w nowo zalozonym czasopiémie Transactions of the American
Mathematical Society. Wymienmy tu tylko kilku wazniejszych autorédw: Dickson
([Di 1-3]), Huntington ([Hu 1-6]), Wedderburn [We].

Praca Steinitza [St] z 1910 zamyka okres ksztaltowania sie pojecia ciata. Praca
ta zawiera systematyczny wyktad teorii cial i do dzi§ nie stracita swojego
znaczenia.

Ksztaltowanie sie pojecia pierécienia zakonczone zostalo w latach dwudziestych
naszego stulecia, dzieki pracom Emmy Noether, van der Waerdena, Emila
Artina 1 innych. Ksiazka Becka [Be] z 1926 zawiera juz aksjomatyczny wyklad
algebry. Dopiero jednak Moderne Algebra van der Waerdena zamyka ostatecznie
okres ksztaltowania sie poje¢ aksjomatycznych w algebrze. Od tego czasu
algebra jest nauka aksjomatyczna.

5. Préby budowania algebry uniwersalnej

Druga potowa XIX w. oprécz intensywnego rozwoju poszczegdlnych dziatéw
algebry przynosi tez tendencje scalajace [No 2]. Praca Sylvestra [Sy 3] z 1884
po$wiecona jest, co prawda, tylko algebrze macierzy, formalnym definicjom
dziatan i wlasnosciom tych dzialan. Zawiera préez tego zarys ogélnej koncepcji
algebry uniwersalnej. Préby zbudowania algebry w nowy sposéb siegaja jeszcze
czaséw Newtona. Préba taka byla Arithmetica literalis. W XIX w. préby te
podjeli na nowo Peacock, Gregory i de Morgan. Charakteryzujac krétko punkt
widzenia Sylvestra mozna powiedzie¢, ze miat on koncepcje algebry uniwersalnej
Jjako teorii obejmujacej wszystkie znane mu systemy algebraiczne. Ograniczonoéé
Jjego punktu widzenia polegala na tym, ze rozpatrywal jedynie skonczenie
wymiarowe algebry nad cialami, tzw. liczby hiperzespolone. Aparatem tej

teorii byt jezyk macierzy. Jak juz bylo wspomniane, Sylvester zauwazyt po

raz pierwszy, ze rézne algebry hiperzespolone to po prostu pewne algebry
macierzowe [Sy 1]. Wszystko to sprawito, ze Sylvester cenil bardzo wyniki
Cayleya, jako twércy arytmetyki macierzy, nie doceniajac réwnoczeénie wynikéw
Grassmanna.

Znacznie dalej zaszedt Whitehead [Wh] w budowaniu ogdlnych koncepecji

w algebrze. Jego ksiazka, planowana na kilka toméw, doczekata sie tylko tomu
pierwszego. Ksiazka ta byla w jakims$ stopniu wprawka przed napisaniem
monumentalnego dzieta wspdlnie z B. Russelem Principia Mathematica (tomy
-1, 1910-1913). Poglady Whitheada na matematyke przedstawione sa

w obszernym wstepie do ksigzki [Wh]. Jezeli matematyka byta dotychczas
nauka o liczbach (ew. o innych wielkoSciach) i przestrzeni, ktére dane nam
byty poprzez doswiadczenie, to tylko dlatego, ze nie byly znane inne systemy
myélenia dedukcyjnego, ktére ilustrowalyby nasza koncepcje matematyki. Cel
swojej pracy widzi on w stworzeniu algebry uniwersalnej, ktéra dowiedzie
Jednoéci cale] matematyki. Ideatem matematyki bedzie stworzenie rachunku
algebraicznego, ktéry zagwarantuje poprawno$é procesu myslenia w dowolnej
dziedzinie. Podej$cie Whiteheada jest teoriomnogoéciowe. Jednakze w swoich
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rozwazaniach ogranicza si¢ on jedynie do algebr z dwoma binarnymi dzialaniami,
ktére nazywa odpowiednio dodawaniem i mnozeniem. Zatem jego algebry
uniwersalne nie obejmuja takiego pojecia, jak grupa, mimo, ze postugiwal si¢
tym pojeciem. W ramach jego koncepcji nie miedci si¢ tez pojecie ciata. Gléwna
podstawa konstrukeji i rozwazai Whiteheada byty prace Boole’a, Grassmanna

i Hamiltona. Kazdy system dedukcyjny uwazal za matematyke. We wstepie do
Algebry uniwersalnej pisal m.in.:

Mathematics in its widest signification is the development of all types of formal,
necessary, deductive reasoning.

The reasoning is formal in the sense that the meaning of propositions forms no
part of the investigation. The sole concern of mathematics in the inference of
proposition from proposition. The justification of the rules of inference in any
branch of mathematics is not properly part of mathematics: it is the business of
experience or of philosophy.

I dalej:

Thus no external verification of definitions is required in mathematics, as long as
it is concerned mearly as mathematics.

W tym samym duchu wyraza poglad na algebre:

Ordinary algebra in its modern developments is studied as being a large body of
propositions, inter-related by deductive reasoning, and based upon conventional
definitions which are generalizations of fundamental conceptions.

Za twércéw Algebry Uniwersalnej Whitehead uwazal Hamiltona i de Morgana,
gdyz oni jako pierwsi pokazali w przejrzysty sposdb ogdlne mozliwosci
symbolizmu algebraicznego.

Prace Sylvestra i Whiteheada o algebrze uniwersalnej doé¢ dobrze ukazuja
tendencje panujace w matematyce w ostatnich latach XIX wieku. Doktadniejsza
analiza rozwoju matematyki w tym okresie pozwala dojé¢ do wniosku, ze brak
bylo tendencji do scalania i uogdlniania poje¢ w celu tworzenia jednolitych,
ogdlnych teorii. Z tego punktu widzenia prace obu autoréw sa cenne i wazne,
gdyz byly préba takiej wlasnie unifikacji w zakresie algebry, a w przypadku
Whiteheada nie tylko algebry, ale niemal calej matematyki.

6. Omoéwienie

W artykule zostalo naszkicowane, i to zaledwie pobieznie, ksztaltowanie sie
podstawowych poje¢ algebry. Niektére zagadnienia zostaly tylko zasygnalizowane
(prace Boole’a, de Morgana, rozwdj teorii pierscieni — zwiazki z arytmetyka

i geometria algebraiczng), na inne brakto miejsca. Wiele zagadnien posiada juz
obszerna bibliografie, zeby wymienié tylko wieksze opracowania: [Da], [ENP],
[Ma], [No 1], [Pa].

Mamy jednak nadzieje, ze przedstawiony tu w zarysie rozwoj podstawowych
pojeé algebry pozwoli czytelnikowi wyrobi¢ sobie wlasciwy poglad zaréwno na
algebre, jak tez na jej rozwdj i role w matematyce.
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