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1. Wstep

XVI-ty problem Hilberta sktada si¢ z dwéch czeici. Pierwsza czes¢ dotyczy
rzeczywistej geometrii algebraicznej i pyta o topologiczne wlasnosci krzywych

i powierzchni algebraicznych. Druga cze¢sé zajmuje sig wielomianowymi ptaskimi
polami wektorowymi i pyta o liczbg i potozenie cykli granicznych.

Postep w rozwiazaniu pierwszej czefci problemu jest znaczny. Klasyfikacja
krzywych algebraicznych w plaszczyZnie zespolonej zostala przeprowadzona

dla stopni mniejszych od 8. Spoéréd ogdlnych wynikéw mozna odnotowaé
nieréwnoéé Harnacka, nieréwnosé Pietrowskiego i twierdzenie Rochlina.

Inne wyniki zostaty osiagnicte przez Newtona, Clebscha, Hilberta, Nikulina,
Charlamowa, Gudkowa, Arnolda, Wiro, Fidlera. Sg wielowymiarowe uogdlnienia:
teoria Chowariskiego, nieréwnoéci Pietrowskiego i Olejnik oraz inne.

W przeciwiefistwie do algebraiczne] czedci problemu postgp w rozwigzywaniu
drugiej czesci jest maty. W niniejszym artykule skoncentrujemy si¢ na drugiej
czeéci XVI-ego problemu Hilberta.

2. Podstawowe pojecia

Wprowadzimy je na przykltadach.

Przyklad 1. Kamien spadajacy pionowo na ziemi¢. Ruch kamienia jest opisany
przez réwnanie Newtona mz = —myg, gdzie m jest masa kamienia, z jest
wysokoécia polozenia kamienia nad ziemig, g jest przyspieszeniem ziemskim,
kropka zaé oznacza pochodng po czasie. Jego rozwiazanie jest oczywiste,
z(t) = 2o + vot — gt2/2, ale nie ono nas interesuje. Skomplikujmy ten przyklad.
Woprowadzajac funkcje y(t) = #(t) otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych
pierwszego rzedu na z i y:

=y, y=-o,
(lub pole wektorowe na plaszczyinie). Rozwiazania tego ukladu zakreslajg
pewne krzywe, nazywane krzywymi fazowymi, w ptaszczyinie zmiennych z
i y. Ich réwnania mozna uzyskaé eliminujac ¢ ze wzoréw na z(t) i y(t). Jest to
rodzina parabol y2/2 + gz = const. W ten sposéb otrzymalismy poriret fazowy
naszego ukladu.

Przyklad 2. Drgania kulki umieszczonej pomigdzy dwiema sprezynkami.
Zgodnie z prawem Hooke’a zmienna z wychylenia kulki ze stanu réwnowagi
opisuje si¢ réwnaniem & = —kz, (gdzie k jest stala), lub ukltadem
z= Y, y = —kz

w zmiennych fazowych z i y = z. Krzywe fazowe tego ukladu zadaja si¢
réwnaniami kz2 + y? =const i sg albo elipsami (reprezentujacymi rozwigzania
okresowe), albo pojedynczym punktem z = y = 0 (zwanym punkiem réwnowagi).
Przyklad 3. Rozwazmy uktad _

t=z(1-z2—y)+y, 9= —z+y(1-22—¢).
Jego krzywe fazowe daja si¢ opisa¢ wzorami, ale te formuly s skomplikowane.
My opiszemy jakoéciowo portret fazowy za pomoca przejscia do biegunowego
ukladu wspélrzednych r = /22 +y2, ¢ = arg(z + iy). Po przeliczeniach
dostajemy

F=r(l-r?), ¢é=-1

Zmienne sg rozdzielone i mozna badaé ich ruch oddzielnie. Zmienna ¢ zmienia
sie jednostajnie z czasem. Natomiast na pélprostej r > 0 mamy dwa polozenia
réwnowagi: r = 0 i r = 1. Na odcinku 0 < r < 1 zmienna r roénie od 0 przy
czasie t = —oo do 1 przy t = 0o. Na pélprostej r > 1 zmienna r maleje do 1
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przy t = co. Thumaczac to na zmienne kartezjafiskie otrzymujemy jeden punkt
réwnowagi z = y = 0, z ktdrego trajektorie odwijaja si¢ (niestabilne ognisko)

i trajektori¢ okresowg z% + y? = 1, na ktéra trajektorie nawijaja si¢. Zamknieta
krzywa fazowa z2 + y? = 1 jest izolowana wéréd trajektorii okresowych. Takie
krzywe nazywaja si¢ cyklami granicznymi. )

Druga cz¢s¢ XVI-tego problemu Hilberta formutuje si¢ nastepujaco.

Rozwazmy uklad réwnaii rézniczkowych postaci

(1) z=f(z,9), 9=9(z,p),
gdzie f,g s3 wielomianami stopnia < n. Okresli¢ liczbe i polozenie cykli
granicznych ukladu (1).

W szczegdlnodci dazy si¢ do ograniczenia N(n) dla liczby cykli granicznych
ukladéw stopni < n.

3. Historia pomytek

Interesujaca jest historia drugiej czedci XVI-ego problemu Hilberta.

Pierwszym zadaniem jest pokazanie skoriczonosci liczby cykli granicznych

dla indywidualnego pola wektorowego. Na poczatku lat 1920—tych Dulac
opublikowal monografi¢ [4], ktéra zawierata dowéd twierdzenia o skoficzonodci.
Wynik byt prawdziwy az do korica lat 1970-tych, kiedy to niektSrzy ludzie
zaczeli czytaé ksigzke Dulaca uwaznie i nie mogli zrozumieé niektérych jego
argumentéw. Wreszcie Iliaszenko w 1979 r. pokazat definitywnie, ze dowdd
Dulaca zawiera istotng luke.

Od tego momentu Iliaszenko zaczat pracowaé nad uzupelnieniem: dowodu
twierdzenia o skoriczonosci. To mu si¢ udalo. Pelny dowéd jest zawarty w jego
ksiazce [9], ale zasadnicze jego idee mozna znalezé w krétszej pracy [8].

Inny dowdd zostal zaanonsowany przez grupe francuskich matematykéw,
J. Ecalle’a, J. Martineta, R. Moussu, J.P. Ramisa w [5]. W tej notce podali oni
ogdlny schemat dowodu. Pééniej Ecalle opublikowat wiecej szczegdtow w [6])-

Tak wigc mamy dwa dowody. Jednakowoz jedynie dowdd Iliaszenki jest jasny
1 powszechnie uznany; pracowal nad jego redakeja od 1986 r. Francuski dowéd
jest duzo nizszej jakoci.

Obecnie specjaliéci pracujg nad lokalng skoticzonodcia, tzn. nad oszacowaniem
liczby cykli granicznych dla lokalnej rodziny Vy, A € (R, 0) uktadéw
wielomianowych. To daloby jednostajne oszacowanie N (n) < oo.

Wiele dramaturgii jest zwigzane z prébami oszacowania N (2) (przypadek
liniowy jest trywialny, N(1) = 0).

Prawdopodobnie pierwszy przyktad ukladu z cyklem granicznym zostat podany
w 1929 r. przez fizyka A. Sommerfelda w [12], gdzie otrzymal on dwa cykle na
raz. W 1939 r. N.N. Bautin [1] zaanonsowal, ze N(2) > 3, pelny dowéd pojawit
si¢ w 1952 1. w [2]. W 1955 r. I. Pietrowski i E. Landis [10] podali dowéd,

ze N(2) = 3. Péiniej zostal znaleziony blad w ich dowodzie (S.P. Nowikow)

i w 1967 r. wycofali si¢ z niego.

Niemniej jednak hipoteza N(2) = 3 pozostawala aktualna az do 1979 r. Wtedy
to chinski matematyk Shi Songling podal nastepujacy uklad kwadratowy
z czterema cyklami granicznymi [13]

@ ¢ =dz—y—1022 + (54 8)zy + ¢

y=z+z2+ (—25 + 8¢ — 96)zy,

gdzie § = —10713, & = —10~%2, X = —10-20 (!). Obecna hipoteza to N(2) = 4.
Nie ma zadnych rozsagdnych hipotez o liczbach N(n) dla dowolnych n. Co

prawda, Pietrowski i Landis w [11] podawali oszacowanie dla N (n), ale jego los
okazal si¢ taki sam jak tego z [10].
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Rys. 1

Rys. 2

W dalszej czesci tego artykulu przedstawimy pewne szczegdly przykladu Shi
oraz ogdlne idee dowodu twierdzenia o skonczonoéci.

4. Przyklad Shi

Rozwazmy najpierw sytuacje gdy A = € = § = 0. Naszkicujemy portret fazowy
uktadu (2) na plaszczyinie uzwarconej okregiem w nieskoficzonoéci, (patrz
Rysunek 1). Okazuje sig, ze jesli uktad jest wielomianowy, to jego portret fazowy
mozna w sposéb ciagly przedtuzyé do takiego uzwarcenia, zwanego uzwarceniem
Poincaré i reprezentowanego przez dysk dwuwymiarowy.

Uklad (2) ma prosta L : 1 + z — 25y = 0 bez stycznosci, (wszystkie trajektorie
przechodza przez nig w jednym kierunku). Okrag w nieskoriczonoéci jest
niezmienniczy dla tego uktadu. Mamy dwa skoriczone punkty réwnowagi (0, 1)
i (0,0) rozdzielone prosta L. Punkt (0, 1) jest silnym niestabilnym ogniskiem,
a punkt (0, 0) jest bardzo stabym stabilnym ogniskiem.

Po zaburzeniu w poblizu stabego ogniska (0, 0) pojawiaja si¢ dwa cykle
graniczne 7;,v2. Punkt (0, 1) pozostaje niestabilnym ogniskiem. Ponadto mamy
dwa obszary U; i U; w formie piericieni. U; jest ograniczony przez L, pélokrag
w nieskoriczonoSci i maty okrag wokét (0, 1). Us jest ograniczony przez L, drugi
polokrag w nieskonczonoéci i krzywa blisks wiekszemu z cykli 4y 3. Obszary

U; nie zawierajg punktéw réwnowagi i na ich brzegach trajektorie biegng albo
do wnetrza (Uy), albo na zewnatrz (Us). Takie sytuacje prowadzg do istnienia
dodatkowych cykli granicznych w U; (kryterium Bendixsona [3]).

5. Dowéd twierdzenia o skoniczonoéci

Na poczatku bedziemy postgpowaé droga wyznaczong przez Dulaca [4],
nastepnie zobaczymy jego blad i na koniec pokazemy, w jaki sposdb Iliaszenko
pokonatl trudnoéci.

Zalézmy, ze uklad (1) ma nieskoficzenie wiele cykli granicznych. Kazdy z tych
cykli ogranicza pewien obszar na plaszczyznie. Okazuje si¢, ze ten obszar

musi zawieraé co najmniej jeden punkt réwnowagi pola (1). Jest to wlasnoéé
topologiczna i wynika z faktu, ze indeks pola wektorowego wzdtuz cyklu (ile razy
wektor predkosci obréci si¢) réwna si¢ 1. Poniewasz liczba punktéw réwnowagi,
(albo rozwiazai uktadu f = g = 0), jest ograniczona (przez n?) musi istnieé
nieskoriczony cigg koncentrycznych cykli 4,,. Lezg one w zwartym dysku, modelu
Poincaré.

Rozwazmy zbiér graniczny dla {y,}. Nie moze on zawieraé orbity okresowej.
Rzeczywidcie, jesli 6 jest taka orbita, to mozemy zdefiniowaé przeksztalcenie
powrotu A;s : S — S odcinka S prostopadlego do § w siebie. Punkty state
tego przeksztalcenia reprezentuja trajektorie okresowe, izolowane zaé punkty
stale odpowiadajg cyklom granicznym. Z klasycznych twierdzen o réwnaniach
rézniczkowych wynika, ze Aj jest analityczne i nie moze mieé nieskoriczenie
wielu izolowanych i zbieznych punktéw stalych.

Mamy dwie mozliwoéci:

(i) limy, =T, zlozony cykl skladajacy si¢ z punktéw réwnowagi i oddzielajacych
krzywych fazowych laczacych je, (patrz Rysunek 2);

(i1) lim+, jest punktem réwnowagi, ktéry mozemy przyjaé za (0,0).

Lemat. Przypadek (ii) redukuje si¢ do przypadku (i).

Dowéd. Mamy f(0,0) = ¢(0,0) = 0 i we wspdlrzednych biegunowych (r, ¢)
uklad (1) zapisuje si¢ nastepujaco

#=r"*1F(r,¢), 6 =r'G(r,¢), G(0,-)#0.
Mozemy podzielié prawe strony tego uktadu przez r'; portret fazowy nie
zmieni si¢ po takiej operacji, zmieni si¢ tylko predkoéé wzdluz trajektorii.
Otrzymamy pole wektorowe w walcu z niezmienniczym okregiem r = 0.
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Okrag r = 0 moze zawiera¢ punkty réwnowagi, do ktérych stosujemy te¢ sama
procedure (rozdmuchania). Znowu dostaniemy niezmienniczy okrag z mozliwymi
osobliwosciami itd.

Znane twierdzenie Bendixsona-Seidenberga-van den Essena [3] méwi, ze ten
proces skonczy si¢ po skoficzonej liczbie krokéw. Otrzymamy pewien kontur I’
sktadajacy si¢ z elementarnych punktéw réwnowagi i laczacych je oddzielajacych
trajektorii.

Punkt réwnowagi £ = y = 0 nazywa si¢ elementarnym, jedli w pewnym liniowym
uktadzie wspétrzednych przyjmuje jedng z dwéch form:

z=Mz+..., y= Ay +..., (hiperboliczny);
¢ =az*t' +..., g = Ay +..., (zdegenerowany).
Oczywiscie po powyiszej serii rozdmuchai mamy limy, =T. =

W przypadku (i) rozdmuchujemy takie wszystkie nieelementarne punkty
réwnowagi pojawiajace si¢ w wierzchotkach I'. Mozemy zatem zalozyé, ze
limy, =T zawiera tylko elementarne punkty krytyczne.

Weimy odcinek S prostopadly do I' w jakim$ punkcie jednej z jego
oddzielajacych trajektorii. Trajektorie pola wektorowego definiuja
przeksztalcenie powrotu Ar : S — S. Punkty stale Ar odpowiadajg orbitom
okresowym, (cyklom granicznym, jesli izolowane). Mamy pokazaé, ze Ar nie ma
nieskoriczenie wielu izolowanych i skupiajacych sie punktéw statych.

Mozemy przedstawié Ar jako zlozenie przeksztalcen A, o0...0 A, gdzie kazde
A;: Si—1 — Si, (Si — odcinki prostopadle do T') jest albo przeksztalceniem
zdefiniowanym przez trajektorie biegnace wzdtuz krzywej oddzielajacej, albo
jest okreslone przez trajektorie biegnace w poblizu punktu krytycznego, (patrz
Rysunek 2). Przeksztalcenia pierwszego typu sa analityczne. Przeksztalcenia
drugiego typu posiadaja istotne osobliwoéci.
Rozwaimy uklad liniowy & = A1z, § = —Agy. Wtedy A;(z) = Czra/M,
Okazuje sig, ze dla nieliniowego hiperbolicznego punktu krytycznego dostaje si¢
asymptotyczny szereg Dulaca

Ai(z) = coz + Y 2" Pi(Inz), v; — oo,
gdzie P; s3 wielomianami.
Rozwazmy zdegenerowany punkt krytyczny = az*+!, y = —y. Wtedy
Ai(z) = Ce=o/(=") 2 >0,
Zatem kazde A; jest albo szeregiem Dulaca, albo przeksztalceniem plaskim
(wszystkie pochodne zerowe), albo przeksztalceniem odwrotnym do ptaskiego.
Stad wynika, ze Ar jest, albo przeksztalceniem plaskim, albo odwrotnym do

plaskiego, albo rozwija si¢ w szereg Dulaca. Aby zobaczyé ostatnia wtasnodé
przypatrzmy sie nastepujacemu przyktadowi

-1/ /1

Przeksztalcenia plaskie i odwrotne do ptaskich nie maja skupiajacych sig
punktéw stalych. Jedli szereg Dulaca jest zbiezny, wtedy on takze nie moze mieé
skupiajacych si¢ punktéw statych (Ar —id = dz#(Inz)*(1 +...) # 0 blisko 0).

Tutaj lezy blad popelniony przez Dulaca. Zalozy! on, Ze tylko szereg Dulaca
rzadzi zachowaniem si¢ Ar. Ale mamy taki oto przyktad

—Inzoz"(1 —a:“)oe‘l/’k = —ln:toe""/”k(l -—e“‘/"'k) =yz~k +Zl,e""'/’k.
J

Widzimy, ze — oprécz szeregu Dulaca — Ar moze zawieraé plaskie czlony nie do
uchwycenia za pomoca szeregu Dulaca.

Teraz musimy opusci¢ Dulaca i postepowaé droga Iliaszenki. Poniewasz jest ona
dluga, zawila i ciernista ograniczymy si¢ jedynie do paru ogdlnych idei.
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Wspdlczesne teorie aksjomatyczne maja jednak zgota inny charakter, niz
przytoczona przez Marka Kordosa, jako przyklad, aksjomatyka ptaszczyzny
euklidesowej. Ta ostatnia usilowala opisaé w istocie jeden obiekt. Tymczasem,
teorie najzywiej si¢ dzié rozwijajace zawdzigczaja swoje powodzenie wielkiej
réznorodnodci modeli. Prowadzi to do rozlicznych korzyéci. Po pierwsze,
rezygnacja z kategorycznoéci pozwala na badanie teorii o prostych ukladach
aksjomatéw. Na przyklad, znana wszystkim teoria grup opisana jest trzema
prostymi warunkami; podobnie jest z teoria przestrzeni metrycznych. Po drugie
(i wazniejsze), istnienie wielu modeli doprowadzilo do przetamania barier mig¢dzy
réinymi, dawniej autonomicznymi dziatami matematyki. Na przyklad, kazdy
matematyk zajmujacy si¢ powaznie teoria liczb musi si¢ orientowa¢ w metodach
geometrii algebraicznej i (zdefiniowanej topologicznie) algebraicznej K-teorii.

Wracajac na chwilg do geometrii — sadzg, Ze uczenie jej na uniwersytecie

w oparciu o kategoryczna aksjomatyke stanowi dzi§ dysonans ze wszystkimi
innymi teoriami matematycznymi, z jakimi zaznajamiamy studentéw. Wyklad
taki, choé nie pozbawiony elegancji, pozostawia geometri¢ w izolacji od innych
dzialéw i metod. Oparcie tego kursu na bazie algebry liniowej stanowi tu, moim
zdaniem, remedium.

Reasumujac: to matematycy sami sobie wymyslaja manowce, a potem po nich
bladza, ludzac si¢ w tym samym czasie, Ze uprawiaja matematyke.

W dzialalnoéci matematykéw kryje sie zreszta wiele innych niebezpieczenistw, ale
to jest oddzielny temat.

I jeszcze jedna uwaga: mam nadziejg ze wszyscy czytelnicy tekstu Marka
Kordosa domyélili sie, 7e eksponowana rola jaka w nim pelni moja osoba miala
wylacznie na celu sprowokowanie mnie do napisania powyzszych uwag.
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