Antynomia to para zdaf, z ktérych
kazde w réwnym stopniu zastuguje na
przyjecie, ale ktére s migdzy sobg
sprzeczne i dlatego nie mozna przyjaé
ich obu. Antynomie dzieli si¢ na logiczne
i semantyczne. Do antynomii logicznych,
zwanych tez teoriomnogoéciowymi,
nalezg na przyklad antynomia klas
niezwrotnych zwana tez antynomig
Russella, antynomia Cantora zbioru
wszystkich zbioréw czy antynomia
Buralli-Fortiego zbioru wszystkich liczb
porzadkowych. Przykladem antynomii
semantycznych sg: antynomia Grellinga,
antynomia Richarda i antynomia klamcy.

Czytelnika pragngcego zapoznaé si¢

% podstawowymi kierunkami w filozofii
matematyki odsylamy do ksigzek

R. Murawskiego: Filozofia matematyks.
Antologia tekstéw klasycanych,
Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu
im. A. Mickiewicza, Poznan 1986
(wydanie I), 1994 (wydanie II) oraz
Filozofia matematyks. Zarys dziejéw,
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa
(w druku).

Credo Kroneckera to stynne zdanie:
»Liczby naturalne stworzy! Pan Bég,
wszystko inne jest dzietem ludzkim.”

Definicje niepredykatywne to definicje,
w ktérych definiuje si¢ pewien obiekt
N przez odwotanie si¢ do pewnego
ogétu obiektéw E (na przyklad za
pomocg kwantyfikacji wzgledem E),
ktérego N jest jednym z elementéw.
Przykladem definicji niepredykatywnej
moze byé definicja nastegpujgca: zbiér
liczb naturalnych N jest to najmniejszy
zbiér zawierajacy liczbe 0 i zamknigty
ze wzgledu na operacj¢ nastgpnika.
Definiujemy tu bowiem nieznany obiekt
N przez odwotanie si¢ do ogétu obiektéw,
do ktérego to ogétu obiekt definiowany
nalezy jako element.

Program Hilberta — drogi i manowce
Roman MURAWSKI, Poznani

Jedna z reakcjji na kryzys w podstawach matematyki, ktéry ujawnil si¢ na
przelomie XIX i XX wieku, a ktéry zwigzany byl z wykryciem antynomii na
gruncie teorii zbioréw nieskoniczonych, byl program zaproponowany przez
matematyka niemieckiego Davida Hilberta (1862-1943). Nazywa si¢ go dzié
programem Hilberta, a kierunek w filozofii matematyki, ktéry powstat na jego
bazie nazywa si¢ formalizmem.

Celem Hilberta bylo ugruntowanie matematyki klasycznej, oparcie jej na
pewnym i solidnym fundamencie poprzez wykazanie, ze jest ona niesprzeczna

i moze byé uprawiana w sposdb bezpieczny i nie budzacy watpliwoéci.
Przeciwstawil si¢ on w ten sposdb prébom wyjécia z kryzysu polegajacym

na ograniczaniu matematyki poprzez eliminowanie z niej tych jej czeéci czy
elementéw, ktére prowadza (czy prowadzié¢ moga) do klopotéw w rodzaju
antynomii. A propozycje takie formulowano. Na przyklad Leopold Kronecker
(1823-1891) sugerowal, ze nalezy ograniczyé matematyke do liczb naturalnych.
Henri Poincaré (1854-1912) proponowal usunigcie z matematyki definicji
niepredykatywnych bedacych jego zdaniem 7rédtem antynomii, za§ matematyk
holenderski Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966) oglosil radykalny
program przebudowy calej matematyki zmierzajacy do oparcia jej na pierwotnej
intuicji liczby naturalnej (jego program dal poczatek kierunkowi w filozofii
matematyki zwanemu intuicjonizmem).

Hilbert bronil zdecydowanie integralnosci matematyki klasycznej i byl przeciwko
jakimkolwiek prébom jej ograniczania. Pisal: ,,Z raju, ktéry stworzyl nam
Cantor, nikt nie powinien méc nas wypedzié.”

W réinych swoich wykladach i artykutach (z lat 20-tych) zaproponowal pewien
program realizacji swoich idei. Program ten oparty byl na zalozeniach bliskich
filozofii Immanuela Kanta (1724-1804). Podstawowa zbieznoéé to koncepcja
nieskoiiczonodci. Idac za Kantem twierdzit mianowicie Hilbert, z¢ nieskoriczonosé
matematyczna jest idea czystego rozumu, tzn. jest pojeciern wewnetrznie
niesprzecznym, ktéremu jednak nic nie odpowiada w rzeczywistoéci poznawalnej
za pomocg zmystéw.

Hilbert wyraznie rozréznit w matematyce dwie czeéci, a mianowicie matematyke
finitystyczng i matematyke infinitystyczng. W matematyce finitystycznej

mamy do czynienia z tzw. zdaniami realnymi, ktére s3 w pei sensowne, bo
odwotluja si¢ tylko do konkretnych obiektéw danych nam jasno i wyrasnie ,,jako
bezposrednie przezycia, przed wszelkim myéleniem”. Ta czeéé matematyki

jest wiec bezpieczna i nie wymaga zadnego uzasadniania. Matematyka
infinitystyczna operuje nieskoficzonoécia oraz tzw. zdaniami idealnymi i jako
taka wymaga ugruntowania. Hilbert by}l przekonany, ze kazde prawdziwe

zdanie realne ma dowdd finitystyczny. Obiekty i metody infinitystyczne graja
tylko pomocnicza role. Pozwalaja one na budowanie prostszych, krétszych

i bardzie] eleganckich dowodéw — ale kazdy taki dowdd, mozna zastapi¢ dowodem
finitystycznym. By} tez przekonany, ze niesprzecznoéé implikuje istnienie i ze
kazdy dowdd istnienia nie podajacy konstrukeji postulowanych obiektéw jest

w istocie zapowiedzig takiej konstrukeji.

Aby zrealizowaé program ugruntowania matematyki infinitystycznej

Hilbert (wraz ze swymi uczniami) stworzy! nowa dziedzing zwana teoria
dowodu (Beweistheorie). Jej przedmiotem badah miaty byé wiaénie

dowody matematyczne, przy czym obiekty te nalezalo badaé¢ metodami
matematycznymi. W odniesieniu do gléwnego problemu nalezalo wykazaé,
ze dowody, w ktdrych stosuje si¢ elementy idealne w celu udowodnienia zdan
realnych zawsze prowadza do poprawnych wynikéw. Mozna tu wyrézni¢ dwa
aspekty, a mianowicie problem wykazania zachowawczoéci i problem dowodu
niesprzecznodci. Pierwszy z nich polega na pokazaniu, ze kazde zdanie realne,
ktére mozna udowodni¢ w matematyce infinitystycznej (a wigc uzywajac
nieskoriczonoéci aktualnej) moze byé w istocie dowiedzione w matematyce
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Zostala ona opublikowana w czasopismie
Monatshefte fiir Mathematik und Physik
38 (1931), 173-198.

Istnieje bogata literatura na ten temat.
Czytelnika pragnacego dokladniej
zapoznad si¢ z wynikami Gédla na

temat niezupelnoéci odsytamy na
przyklad do ksigzki R. Murawskiego
Funkcje rekurencyjne ¢ elementy
metamatematyks. Problemy zupetnosci,
rozstrzygalnoécs, twierdzenia Godla,
Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu im.
A. Mickiewicza, Poznat 1990 (wydanie I),
1991 (wydanie II).

finitystycznej, czyli ze —~ jak méwia logicy — matematyka infinitystyczna
jest zachowawczym rozszerzeniem matematyki finitystycznej wzgledem
zdan realnych. Wiecej, nalezato pokazaé, ze istnieje finitystyczna metoda
transformacji (tlumaczenia) infinitystycznych dowodéw zdar realnych na
ich dowody finitystyczne. Drugi za$ aspekt, czyli problem niesprzecznoéci,
polegal na wykazaniu (za pomocs érodkéw finitystycznych rzecz jasna), ze
cala matematyka infinitystyczna (a wigc cala matematyka klasyczna) jest
niesprzeczna.

Oba te problemy okazaly si¢ zreszta wzajemnie powigzane. Jak wykazal
G. Kreisel, rozwiazanie problemu niesprzecznoéci daje tez rozwigzanie problemu
zachowawczoéci.

Realizacja programu Hilberta miala przebiegaé w dwéch etapach. Etap
pierwszy polegal na formalizacji matematyki, tzn. rekonstrukeji matematyki
infinitystycznej jako duzego systemu sformalizowanego (zawierajacego takie
podstawowe dzialy jak logika klasyczna, teoria mnogoéci, arytmetyka liczb
naturalnych, analiza). Zabieg ten pozwalal na traktowanie twierdzen jako
formul, a wiec skoniczonych ciaggdw napiséw, czyli obiektéw konkretnych.
Dowody stawaly si¢ przy takiej rekonstrukeji skoficzonymi ciggami formut
zbudowanymi wedlug z géry okreslonych jasnych regut (odwolujacych sie tylko
do ksztaltu napiséw, a nie do ich tresci, sensu czy znaczenia). Stawaly si¢ wiec
skoriczonymi ciggami skonczonych ciaggéw napiséw, a wiec znéw obiektami
konkretnymi, ktére mozna badaé za pomoca metod finitystycznych. Formalizacja
powinna byé jednak tak przeprowadzona, by przyjete aksjomaty wystarczyly do
rozwigzania kazdego problemu, ktéry mezna sformutowaé w jezyku danej teorii
jako zdanie realne, tzn. by mozna bylo na ich podstawie rozstrzygnaé kazde
zdanie realne (logicy méwig tu o zupetnym ukladzie aksjomatéw).

Etap drugi polegal na wykazaniu zachowawczoéci matematyki wzgledem zdan
realnych oraz na dowodzie niesprzecznoéci. Zadanie to sprowadzalo si¢ do
badania dowodéw sformalizowanych, a wigc skoriczonych ciggéw napiséw. Mozna
to bylo robi¢ za pomocg bezpiecznych i pewnych metod finitystycznych — i to
wlasnie bylo gléwnym celem hilbertowskiej teorii dowodu.

Hilbert i jego uczniowie przystapili do realizacji tego programu odnoszac

pewne sukcesy. Ale oto w roku 1931 ukazala si¢ praca mlodego matematyka

i logika wiedenskiego Kurta Godla (1906-1978) pod tytulem ,,Uber formal
unentscheidbare Satze der ‘Principia Mathematica’ und verwandter Systeme.
I”. Znajduja si¢ w niej dwa stynne twierdzenia o niezupelnoéci, zwane dzi§
odpowiednio pierwszym i drugim twierdzeniem Gddla. Pierwsze twierdzenie
orzeka, ze kazdy niesprzeczny system aksjomatyczny zawierajacy w sobie
arytmetyke liczb naturalnych jest istotnie niezupelny, tzn. zawsze istnieé

beda w takim systemie zdania, ktérych nie mozna rozstrzygnaé w oparciu o
przyjete aksjomaty. Nic tu nie zmieni tez wzbogacenie aksjomatyki, gdyz wtedy
pojawig si¢ nowe zdania nierozstrzygalne (juz na gruncie tej bogatszej teorii).

I tak bedzie zawsze. Drugie twierdzenie Gédla méwi zas, ze w zadnej teorii
zawierajacej arytmetyke liczb naturalnych nie mozna dowiesé jej niesprzecznodci.

Oba te wyniki, nalezace dzi§ do najwazniejszych rezultatéw logiki
matematycznej i podstaw matematyki, podwazyly program Hilberta pokazujac,
e nie mozna go zrealizowaé zgodnie z zamiarami i planami autora. Czyzby wiec
program ten nie wytyczal drogi, a prowadzil jedynie na manowce?

Na szczeécie nie! W obliczu trudnosci wskazanych przez Godla postanowiono
zmodyfikowaé propozycje Hilberta. W efekcie powstaly tzw. uogdlniony
1 zrelatywizowany programy Hilberta.

Uogdlniony program Hilberta polega na dopuszczeniu przy budowaniu podstaw
matematyki i przy szukaniu ugruntowania dla matematyki klasycznej nie tylko
metod finitystycznych, ale ogdlnie metod konstruktywnych. W ramach tak
zmodyfikowanego programu uzyskano caly szereg bardzo interesujacych wynikéw
(Gentzen, Godel, Feferman).

Zrelatywizowany program Hilberta ma swe 7rédlo w nastepujacym
pytaniu: skoro nie mozna catej klasycznej matematyki infinitystycznej
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Jest to system sformalizowany pierwszego
rzedu wyrazony w jezyku zawierajacym
nastgpujgce symbole pozalogiczne:

stata 0 (liczba zero), symbol funkcyjny
1-argumentowy S (funkcja nastgpnika)
oraz symbol funkcyjny f dla kazdej
funkcji pierwotnie rekurencyjnej f.
Aksjomaty pozalogiczne PRA to
aksjomaty dotyczace liczebnikéw

0,50, 5S0,... (czyli nazw poszczegdlnych
liczb naturalnych 0, 1, 2, ...), réwnania
definicyjne dla funkcji pierwotnie
rekurencyjnych oraz schemat indukcji dla
formut bezkwantyfikatorowych. Teoria
PRA jest z pewnokcig finitystyczna (przy
dowolnym rozumieniu tego pojecia),

a z drugiej strony wystarczajgco silna,

by méc w niej sformalizowaé wszystkie
elementarne rozumowania o liczbach
naturalnych i o skoficzonych ciggach
symboli.

ugruntowaé na bazie matematyki finitystycznej, to nalez; wpytaé, dla

jakiej czefici tej matematyki jest to mozliwe? Innymi stowy: jaka czesé
matematyki infinitystycznej moze byé rozwinigta i zbudowana w systemach
sformalizowanych, ktére s3 zachowawcze w stosunku do matematyki
finitystycznej wzgledem zdaii realnych? Badania prowadzone w tym kierunku
uzyskaly w ostatnich latach silny impuls ze strony tzw. matematyki odwrotnej
(ang. reverse mathematics).

Zanim o tym dokladniej opowiemy musimy dokonaé pewnych uscislen. Otéz
przyjmujemy, ze ,finitystyczny” znaczy tyle, co dajacy sig sformalizowaé

w systemie PRA arytmetyki pierwotnie rekurencyjnej, zwanej tez arytmetyka
Skolema. Drugie kluczowe pojecie, pojecie zdania realnego, uscislamy w ten
sposéb, 7e zdania realne utoisamiaé bedziemy ze zdaniami klasy 9, czyli ze
zdaniami jezyka arytmetyki Peano PA postaci Vz (z), gdzie (z) jest formutg
zawierajaca formuly atomowe, spéjniki zdaniowe i ewentualnie kwantyfikatory
ograniczone.

Okazuje si¢, ze matematyke klasyczna mozna sformalizowaé nie tylko w teorii
mnogoéci, ale spore jej fragmenty (takie jak geometria, teoria liczb, analiza,
réwnania rézniczkowe, analiza zespolona itd.) mogg by¢ sformalizowane

w pewnym znacznie slabszym systemie A7 arytmetyki II rzedu (oznaczanym
tez czasem symbolem Z;). Wydaje si¢, ze jako pierwsi zauwazyli to D. Hilbert
i P. Bernays.

Arytmetyka IT rz¢du jest to system sformalizowany w jezyku pierwszego rzedu
(sic!) z dwoma rodzajami zmiennych: z,y, z,. . . (zmienne przebiegajace liczby
naturalne) oraz X,Y, Z, ... (zmienne przebiegajace zbiory liczb naturalnych).
Stale pozalogiczne jezyka L(A7) arytmetyki Ay to: 0,5, +, -, €. Aksjomaty
pozalogiczne A; s3 nastepujace:

1. aksjomaty arytmetyki Peano PA bez schematu indukeji,

2. (aksjomat ekstensjonalnodci) Ve(z € X =z €Y) — (X =Y),

3. (aksjomat indukeji) 0 € X & Vz (z € X — S(z) € X) — Vz (z € X),

4. (aksjomat wyrdinianis) IX Vz (z € X = ¢(z, .. .)), gdzie p(z, .. .) jest formula
jezyka L(A3) arytmetyki A7, w ktérej zmienna X nie jest wolna (jest to wiec
schemat nieskoriczenie wielu aksjomatéw; aksjomat ten nazywa si¢ tez czasem
aksjomatem istnienia zbiordw).

Modele teorii A5 to struktury postaci (X, M, €), gdzie M jest modelem

arytmetyki Peano PA, a X jest pewna rodzing podzbioréw universum M
modelu M.

Matematyka odwrotna to program badawczy sformutowany przez H. Friedmana
na Kongresie Matematykéw w Vancouver w 1974 roku. Jego celem jest badanie
roli aksjomatu wyréiniania, czyli aksjomatu istnienia zbioréw w matematyce.
Gléwne pytanie mozna sformulowaé nastepujaco: niech bedzie dane pewne
twierdzenie T, pytamy ile aksjomatu wyrézniania potrzeba, by dowiesé 77
Metode stosowana w matematyce odwrotnej przy badaniu takich kwestii mozna
opisaé tak: Zalézmy, z¢ w pewnym fragmencie S(r) arytmetyki Ay mozna
udowodnié zdanie 7. Pytamy, czy S(7) jest najstabszym fragmentem A3 o tej
wtasnoéci. Aby odpowiedzie¢ pozytywnie na to pytanie pokazuje sig, ze aksjomat
wyréiniania teorii S(r) jest réwnowainy (na gruncie pewnej stabszej teorii,
ktéra sama nie dowodzi 7) zdaniu 7. W tym dowodzie najtrudniejsza jest zwykle
implikacja: jezeli 7, to aksjomat wyrézniania teorii S(7). To wyjasnia tez nazwe
,matematyka odwrotna” — wyprowadzamy tu bowiem aksjomat z twierdzenia,
czyli postepujemy odwrotnie niz si¢ to zwyklo czyni¢ w matematyce.

W ramach matematyki odwrotnej wyodrebniono pewne konkretne fragmenty
arytmetyki II rzedu A i bada si¢ ich moc dowodows oraz znaczenie z punktu
widzenia matematyki klasycznej. W szczegélnoéci bada si¢ nastepujace teorie:
RCAo, WKLo, ACAq, ATRg, II} — CAy. Opiszemy tu doktadniej, ze wzgledu na
ich znaczenie dla naszych dalszych rozwazad, tylko pierwsze trzy z nich.

System RCAy jest to teoria w jezyku L(A3) oparta na nastgpujacych
aksjomatach pozalogicznych:

1. PA™, tzn. aksjomaty arytmetyki Peano PA bez schematu indukeji,
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2. schemat indukeji dla formut X2, czyli formut postaci 3z p(z), gdzie ¢ jest
formula mogacy zawieraé tylko formuly atomowe, spéjniki i ewentualnie
kwantyfikatory ograniczone:

#(0) & V2 [p(2) — ¢(S2)] — V2 p(2),
3. aksjomat ekstensjonalnosci,
4. (rekurencyjny aksjomat wyrézniania)

Vz [p(z) = ¥(2)] — X Vz [z € X = p(2)),
gdzie ¢ jest formulg X9 a ¢ formutg II3.

Angielska nazwa aksjomatu 4, najistotniejszego w tym fragmencie Ay —
recursive comprehension aziom — wyjasnia tez skrét RCA,.

Teoria WKLo, to teoria w jezyku L(A7) oparta na nast¢pujacych aksjomatach
pozalogicznych:

1. aksjomaty teorii RCAy,
2. slaby lemat Koniga, tzn. zdanie gloszace, ze kazde nieskoniczone drzewo
dwdjkowe ma galaZ nieskonczona.

Angielska nazwa aksjomatu 2 — weak Konig’s lemma — wyjasnia skrét WKLq.
Teoria WKLy jest silniejsza niz RCAg.

Teoria ACAy, to system w jezyku L(A7) oparty na nastepujacych aksjomatach
pozalogicznych:

1. aksjomaty PA™,
2. aksjomat ekstensjonalnosci,
3. aksjomat indukcji, tzn.

0eX &Vz[ze X - S(z) € X] — Vz(z € X)

4. arytmetyczny schemat wyrézniania, tzn. schemat wyréiniania dla wszystkich
formut arytmetycznych, czyli formut jezyka L(A7) nie zawierajacych
kwantyfikatoréw wiazacych zmienne zbiorowe.

Angielska nazwa aksjomatu 4 — arithmetic comprehension aziom — wyjasnia
skrét ACAg. Teoria ACAj jest istotnym rozszerzeniem teorii WKLg.

Wyréznione fragmenty arytmetyki II rzedu okazuja si¢ adekwatne w stosunku
do réznych czeéci matematyki klasycznej. I tak w szczegdlnosci w teorii RCAg
mozna skonstruowaé liczby rzeczywiste, zdefiniowaé pojecie zbieznosci ciagu,
pojecie funkgji ciaglej, calki Riemanna itp. oraz udowodnié szereg pozytywnych
wynikéw analizy rekurencyjnej i algebry rekurencyjnej. W szczegélnosci mozna
udowodnié, ze kazde cialo przeliczalne ma domknigcie algebraiczne, ze kaide
przeliczalne ciato uporzadkowane ma rozszerzenie do ciala domknigtego w sensie
rzeczywistym, jak réwniez twierdzenie o wartoci posredniej dla funkcji cigglych.

Teoria WKLg okazuje si¢ bardzo silna. Mozna w niej udowodnié w szczegélnosci
nastepujace twierdzenia:

- twierdzenie Heinego—Borela o pokryciu,

— kazda funkcja ciggla na przedziale [0,1] jest jednostajnie ciagla,

- kazda funkcja ciagla na przedziale [0,1] jest ograniczona,

— kaida funkcja ciagla na przedziale [0,1] ma supremum,

— kazda funkcja jednostajnie ciagla na [0,1] majaca supremum, osiaga je,
— twierdzenie Hahna—-Banacha,

— twierdzenie Cauchy’ego—Peano o istnieniu calki réwnania rézniczkowego,
— kazdy przeliczalny piericiei przemienny ma ideal pierwszy,

— kaide cialo przeliczalne formalnie rzeczywiste moze by¢ uporzadkowane,
— twierdzenie Godla o pelnodci dla rachunku predykatéw.

Co wiecej, jesli o jest jednym z wyze] wymienionych twierdze matematyki
klasycznej, to teoria RCAg + ¢ jest réwnowazna teorii WKLo, tzn. obie te
teorie majg taka sama moc dowodowa i dokladnie te same twierdzenia moga
byé¢ w nich udowodnione. Oznacza to, ze staby lemat Koniga jest konieczny
i jednoczeénie wystarcza do udowodnienia (na bazie teorii RCA) kazdego

z wyzej wymienionych twierdzeii. Z réwnowaznosci obu teorii wynika tez

w szczegllnoéci, ze (na bazie RCAq) z twierdzenia Hahna-Banacha mozna

24



wydedukowaé twierdzenie Peano i (podobnie dla innych wymienionych wyzej
twierdzen).

Teoria ACAp okazuje si¢ jeszcze silniejsza z punktu widzenia matematyki
klasycznej. Mozna w niej udowodnié nast¢pujace twierdzenia:

— twierdzenie Bolzano—Weierstrassa,

- kazdy ciag Cauchy’ego liczb rzeczywistych jest zbieiny,

- kazdy ciag ograniczony liczb rzeczywistych ma supremum,

- kazdy ograniczony i monotoniczny ciag liczb rzeczywistych jest zbiezny,
— lemat Arzeli-Ascoliego,

- kazda przeliczalna przestrzen liniowa ma baze, )

- kazdy przeliczalny pierécieri przemienny ma ideal maksymalny.

I znéw, tak jak to bylo w przypadku teorii WKLy, jezeli ¢ jest dowolnym

z wyzej wymienionych zdan, to teoria RCAg + ¢ jest rtéwnowazna teorii ACAg.
A zatem aksjomat wyrézniania dla formul arytmetycznych jest konieczny

i wystarczajacy (na bazie teorii RCAg) do udowodnienia kazdego z powyiszych
twierdzen. I dalej, skoro RCAp + ¢ jest réwnowazna ACAyp, to w szczegdlnodci
(na bazie teorii RCAg) mozna z twierdzenia Bolzano—~Weierstrassa wydedukowaé
na przyklad twierdzenie o istnieniu bazy przestrzeni liniowej (i podobnie dla
innych opisanych twierdzer).

Jakie sg zwiazki wynikéw uzyskanych w ramach matematyki odwrotnej z
(zrelatywizowanym) programem Hilberta? Aby wyjasni¢ te kwesti¢ musimy
prazytoczyé kilka twierdzeh. Otz na poczatku lat 80-tych L. Harrington i Z.
Ratajczyk wykazali zachowawczoéé teorii WKLg (zaden z nich nie opublikowal
swego wyniku). Udowodnili oni mianowicie nast¢pujace

Twierdzenie 1. Jezeli (X, M, €) jest przeliczalnym modelem teorii RCA,
oraz A € X, to istnieje rodzina Y C P(M)) taka, ze A€ Y oraz (Y, M, €) jest
modelem dla WKLq.

Stad wynika latwo nastepujacy

Whiosek 2. Teoria WKLy jest zachowawczym rozszerzeniem teorii RCA,
wzglgdem 2dati klasy I}, izn. kazde zdanie klasy I} dowodliwe w WKLo moze
byé tez udowodnione w stabszej teoris RCA,.

Klasa I} zdad, o ktérej tu mowa, to klasa zdan jezyka L(A7) arytmetyki

A7 postaci VX p(X), gdzie ¢ jest formula arytmetyczna, a wigc klasa zdan
zawierajacych tylko jeden duzy kwantyfikator wiazacy zmienna zbiorows oraz,
oprécz spéjnikéw, dowolng liczbe kwantyfikatoréw wiazacych zmienne liczbowe.

W roku 1977 H. Friedman uzyskal podobny wynik (nigdy go nie opublikowal).
Udowodnil on mianowicie nastepujace

Twierdzenie 3. Teoria WKL jest zachowawczym rozszerzeniem systemu
arytmetyki Skolema PRA wzgledem zdari T19.

Znéw wyjaénienie: zdania IIJ, to zdania jezyka arytmetyki Peano, ktére

majg postaé Vz Iy y(z, y), gdzie ¢ moze zawieraé formuty atomowe, spdjniki
i ewentualnie kwantyfikatory ograniczone. Dowdd Friedmana uzywal metod
teoriomodelowych. Twierdzenie 3 ulepszyt W. Sieg podajac jego alternatywny
dowéd za pomocg metod teoriodowodowych w stylu Gentzena oraz pokazujgc
pierwotnie rekurencyjng transformacj¢ dowodéw zdan II3 w teorii WKLo

w dowody tych zdai w teorii PRA.

Korzystajac teraz z twierdzenia 3 i jego wzmocnienia pochodzacego od Siega
oraz laczac te wyniki ze wskazanym wczesniej faktem, iz teoria WKL jest
teorig silng z punktu widzenia matematyki klasycznej, dochodzimy do wniosku,
ze duza i znaczgca cz¢§é matematyki klasycznej moze byé zredukowana
do teorii PRA, a wigc moze byé finitystycznie ugruntowana. Czeié ta
wyznaczona jest przez klas¢ II3 zdan. Zauwazmy jednak, ze bardzo wiele
twierdzen matematyki moze by¢ sformulowanych jako zdania II3. W ten sposéb
mozemy stwierdzié¢ ostatecznie, ze program Hilberta moze byé czeéciowo
zrealizowany!

25



