Kompletne, beznadziejne bezdroza

Marek KORDOS, Warszawa

Kiedy w lutym 1994 roku ustalaliémy temat XIII Szkoty Matematyki
Pogladowej, zwyciezyt poglad, ze numer jej - powszechnie uznany za pechowy
— musi znale¢ jakieé odbicie w tematyce Szkoty. I w ten sposdb zostal
zaproponowany, a nast¢pnie przyjety temat Drogi i manowce, zgloszony przez
Zdzistawa Pogode.

Podczas gdy podejmowaliémy t¢ (bardzo mi zreszta malo pasujaca) decyzje,
Zbyszek Marciniak przebywal w Kanadzie. Rzecz to wazna, bo jego stanowisko
w Radzie Programowej jest — w kwestiach dotyczacych matematyki-z reguly
decydujace. Doniostem mu, oczywicie, za pomoca E-mailu o podjetych
decyzjach. Poniewaz jednak, jako czlowiek staromodny, nie mam swojego konta,
wiec przy udzielaniu mi odpowiedzi przez Zbyszka Marciniaka mogly zajéé
réine komplikacje. A skoro mogly, to zaszly. List od Zbyszka dotarl do mnie
mocno niekompletny. I nie byto w nim obszernego fragmentu miotajacego
gromy na umieszczenie w tytule Szkoly zwigzane] z matematyka stowa
manowce. — W matematyce nie ma, ani byé nie moze manowcéw — grzmial
Zbyszek Marciniak. — To s poszukiwania, a w kazdym zakamarku tak realnej,
jak i wyimaginowane] rzeczywistoéci co§ znalezé mozna, i nigdy nie mozna
przesadzié, ze jakié kierunek badah byl jeno nieporozumieniem i przystowiowymi
malinami.

Gdyby list dotart wtedy, gdy zostal napisany, pewno poczuliby$my si¢ stusznie
skarceni (byty liczne ilustracje pogladéw naszego — chwilowo kanadyjskiego

— kolegi). I moze temat szkoty bylby inny. Ale ze sig wszystko pochrzanito
(moglo — to przeciez epistolografia, a nie matematyka), wiec zostalo tak, jak
poczatkowo zdecydowaliémy. Chcialbym jednak teraz, gdy juz jest po wszystkim,
podjaé si¢ obrony tezy, ze w matematyce manowce sg zjawiskiem bardzo czesto
spotykanym, kto wie nawet czy nie charakterystycznym.

Tekst ten ma za zadanie przekonaé Czytelnika, ze pojecie, ktére ufundowato
matematyke — t¢ uprawiana od Pitagorasa az do Marciniaka — mianowicie
pojecie teorii aksjomatycznej, jest kompletnym nieporozumieniem,
beznadziejnym bezdrozem i moze stuzyé za charakterystycznego reprezentanta
manowcow.

Najpierw skrét dokonari na ten temat tzw. fachowcéw, czyli matematykéw,
ktérzy za swoje powotanie uwazali badanie pojecia teoria aksjomatyczna.

Za wzér dla matematyki od Pitagorasa do Marciniaka — dalej bedg w skrécie
pisal P-M - uchodzg Elementy Euklidesa. Faktycznie jest to najwazniejsze
dzielo naukowe wszechczaséw, o czym zaswiadcza. . ., ale kto tego nie wie,
niech dalej nie fatyguje si¢ z czytaniem. Tam ostatecznie usankcjonowano
system dedukeyjny, czyli zasady pomnazania prawd juz uznanych tak, by nowe,
uzyskane na tej drodze prawdy nie byly mniej pewne od je poprzedzajacych.

System bezpieczenistwa, jaki jest tam przedstawiony, i jaki jest rezultatem
mniej wiecej trzy stulecia trwajacych prac nad jego uformowaniem, zawiera
doéé¢ nieliczne kanony. Po pierwsze — kaze, by wiedza pewna byta uformowana
w porcje (zwane twierdzeniami — ale to nie ma znaczenia), by miala strukture
dyskretna. Po drugie — kaze by wiedza pewna dotyczyla tylko abstraktéw,
uzyskanych na drodze jakich$ innych, niekoniecznie juz pewnych, rozwazaii. Po
trzecie — kaze by twierdzenia byly wypowiadane formalnie, to jest tak, aby nie
bylo mozliwosci dialektycznego rozmywania ich orzeczen. Po czwarte wreszcie
— kaze by kazde z twierdzen bylo zdaniem warunkowym. Dla warunkéw tych
nazwy dobrano réine, w zaleznoéci od ich miejsca w twierdzeniu: jesli dotycza
one tylko jednego twierdzenia, zwa si¢ wéwczas jego zalozeniami; jedli dotycza
grupy twierdzen — zwg, si¢ aksjomatami (wzgl¢dnie postulatami) takiej grupy.
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No i jest jeszcze — przyjeta na zasadzie zgody powszechnej (a péZniej na tejze
zasadzie powigkszana) — lista dopuszczalnych transformacji produkujacych

z zastanych nowe prawdy. Transformacje te s3 nazywane regutami wnioskowania.
Potrzeby okreslania pojecia teorii jako§ wonczas nie odczuwano.

Kazde usztywnienie daje fanatykéw upatrujacych sedna w sztywnoéci, a nie

w tym, co mianowicie jest mniej lub bardziej sztywne. Jeszcze przed Euklidesem
Platon wymyslit, wobec tego, co wyzej bylo nazwane po drugie, koniecznoéé
istnienia bytéw idealnych, dla ktdrych nasza realnoéé bylaby jeno imitacja o tyle
tylko wierng, by wywolywala w nas whasciwe skojarzenia — ot, taka $ciggawka do
produkeji prawidlowych abstraktow. Jest wazne, by zjawiska wykoslawiania, pod
pretekstem pelnienia strazy nad dochowaniem wiernosci, nie przeoczyé. W tej
historyjce jest to bodaj najwazniejszy skladnik.

Cala wlasciwie matematyka P-M jest zbudowana zgodnie z przytoczonymi wyiej
kanonami, a takie poglady, jak idealizm Platona czy inne -izmy powstajace

na jej poboczu oddawano zupelnie bezinteresownie na pasze dla filozoféw

(z wielkim obustronnym zadowoleniem). Dwa wszelako z wynalazkéw wymagaja
szczegdlnego potraktowania: logika i rachunek symboliczny. Poczatkowo

szlo o jedno — co ma zrobi¢ uczony (to jest napisane bez ironii: chodzi

np. o, powszechnie uznanego przez pogan, chrzecijan i muzulmanéw za
najwigkszego mysliciela w dziejach, Arystotelesa), dla ktérego matematyka jest
nieco zbyt trudna, a ktdry widzi, iz jest ona de facto jedyna naprawde pewna
wiedza? Oczywiscie powinien wymysli¢ co§ bez poréwnania latwiejszego, lecz
podporzadkowanego podobnym rygorom. I taka jest arystotelesowska teoria
sylogizméw. Jej stosunek do uprawianej éwczednie matematyki (Teajtetos,
Eudoksos) jest taki jak stosunek gry komputerowej do profesjonalnych
programéw obstugujacych nasza cywilizacje. W gruncie rzeczy to samo: i tu i tu
naciskamy klawisze, i tu i tu od naszej inwencji zalezy sukces bads porazka, i tu
1 tu wszystko dziala dokladnie wedle naszych Zadah. Nie mozna chyba inaczej
postrzegal teorii sylogizméw na tle wyprzedzajacych ja o kilkanascie lat teorii
liczb rzeczywistych i teorii miary. Logika zreszta szczeéliwie nie byla kojarzona
z matematyks bodaj przez dwa milenia.

Rachunek symboliczny wkroczyt do matematyki wraz z innymi nowinkami
Wschodu w Sredniowieczu. Pozornie Jest to tylko realizacja kanonu nazywanego
wyze]j po trzecie — dla zapewnienia jednoznacznoéci wymyslmy dla pojecia jakis
znaczek, np. +, v/ , albo J i pilnie przestrzegajmy, by mial zawsze to samo

i jedno znaczenie. W istocie jednak pomyst ten miat i inng zalete, ktéra uczynila
Jego uzywanie znacznie bardziej atrakcyjnym. Mniej wiecej w XVII wieku

ludy Europy przestaja porozumiewaé si¢ po lacinie, wchodza réwniez do nauki
Jjezyki narodowe i jedynym ratunkiem dla utrzymania caloéci i uniwersalnoéci
matematyki jest to, by postugiwala si¢ ona ideogramami — symbolami w kazdym
Jjezyku majacymi inne fonetyczne odczytanie, lecz to samo znaczenie. To byla
wartoéé, ktdrej nie sposéb bylo pomingé. A jej efekt byt taki, ze cata nowozytna
matematyka tworzona byta — choé zapewne nikt z jej twércéw tak tego nie
postrzegal — jako teoria przerabiania jednych napiséw na inne. Byly to klasyczne
mite ztego poczqtki. Ciagle jednak nikt si¢ problemem co to takiego jest teoria
matematyczna? nie zajmowal.

Odpowiedz na to pytanie stala si¢ potrzebna dopiero wtedy, gdy konstruowane
zgodnie z intuicjg ich twércéw pojecia okazywaly si¢ dla nich samych
zaskakujace. To mianowicie, co zaskakiwalo matematykéw, to fakt, ze
udowodnione zgodnie - jak im si¢ zdawalo — z regutami sztuki twierdzenia
okazywaly si¢ nie by¢ prawdziwe. Klasycznym przykladem moze tu byé
twierdzenie Cauchy’ego orzekajace, iz granica ciagu funkeji ciagtych jest funkcjz,
ciagla. Kolejne nieszczescie, sugerujace matematykom, ze trzeba mysleé o

same]j matematyce, a nie tylko przysparzaé jej twierdzen, byly twierdzenia

nie wyposazone w dowdd, gdyz nigdzie w matematyce nie bylo ,czegos
wezesniejszego” . Efektowny przyklad daje znéw twérczoéé Cauchy’ego — dowiedé,
ze ciag, ktérego dalekie wyrazy sa dowolnie bliskie musi byé zbiezny, w jego
czasach nie bylo mozna, gdyi brakowalo — jak kto woli — topologii, lub teorii
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Paradoks Bertranda to nastgpujace

trzy rozwigzania zadania: jakie jest
prawdopodobieristwo tego, ie losowo
wybrana sieczna okrggu okaze si¢ dluisza
od boku wpisanego w ten okrgg tréjkgta
réwnobocznego (czyli bedzie miata
dlugoéé wigkszg od promienia tego okregu
V/3 razy)?

Rozwigqzanie I. Poniewaz kazdy kierunek
siecznej jest jednakowo prawdopodobny, a
w kazdym — patrz rysunek -

polowa cigciw spelnia Zgdania, wigc

prawdopodobiefistwo jest réwne 7

Rozwigzanie II. Poniewaz kazdy punkt
przebicia okregu cigciwg jest jednakowo
prawdopodobny, a w kazdym — patrz
rysunek —

trzecia czesé cigciw spelnia zgdania, wige

prawdopodobienstwo jest réwne 3

Rozwiazanie II1. Poniewaz kazdy
punkt kola ograniczonego przez okrgg
z jednakowym prawdopodobiefistwem
moze byé érodkiem cigciwy, a — patrz
rysunek —

cigciwy spelniajgce 2gdania majg

érodki w koncentrycznym okregu

o promieniu o polowe mniejszym,

wigc prawdopodobieristwo jest réwne
stosunkowi pél kola ograniczonego danym
okregiem i kota mniejszego: jest wigc

réwne —.
4

liczb rzeczywistych. No i najbardziej istotne — w matematyce mozna bylo,
zgodnie z regutami gry (tak to przynajmniej wygladalo) rozwiazaé jedno
zadanie na kilka sposob6w i to dajacych rézne wyniki. Najbardziej znany jest
tu paradoks Bertranda. Wreszcie w matematyce pojawily si¢ nie tylko budzace
zgroz¢ obiekty (np. funkcja ciggla na odcinku i nigdzie nie rézniczkowalna), lecz
takze nie mniej stresujace teorie z teoria mnogoéci na czele.

Powodéw dosyé, by uniewinnié twéreéw dyscypliny zwanej podstawy
matematyki. Uniewinni¢, mimo iz wykazali, ze matematyka zadnych podstaw
nie ma i mie¢ nie bedzie. Ale po kolei.

W sytuacji, gdy jakies przedsigwziecie, jakas dyscyplina, jakaé struktura okazuje
si¢ catkowicie nie do przyjecia, i gdy widaé, ze nie bierze si¢ to z.drobnych
niedordbek, sigga si¢ zazwyczaj po poglady skrajne. Matematyka dysponowala,
wér6d swoich twércéw, jednym takim ekstremista. Leibniz mianowicie
proponowal (w potowie XVII wieku — patrz uwaga o jezykach narodowych)
stworzenie rachunku symbolicznego (lingua universalis), ktéry bylby jedynym

(i automatycznym — ale ten nurt zostawmy w spokoju) jezykiem matematyki,
jak zreszta i calej nauki (scientia generalis). O pozycji Lebniza w matematyce
nie sposdb watpi¢ — nie byl to jaki§ ,o8cienny” Arystoteles, a ta czesé symboliki
matematycznej, ktora si¢ praktycznie zajal (najbardziej znana tu jest symbolika
analizy matematycznej), okazala si¢ dwietna i obowigzuje po dzieri dzisiejszy.
Nic przeto dziwnego, ze prekursorzy podstaw matematyki wlasnie po rachunek
symboliczny siegneli.

Pierwszy znaczacy krok zostal dokonany przez niemieckiego geometre, Moritza
Pascha. Postanowit on siggnaé nie tylko do Leibniza, lecz takze do pierwszego
zrédta — do Elementow. Jego wglad w Elementy byl bardzo skrupulatny

i wnikliwy - jest pierwszym komentatorem tego dziela, ktéry dostrzegt w nim
istotne, a nie kosmetycane usterki. W szczegdlnoéci zauwazyl, ze pojecie
odcinka jest w Elementach potraktowane jedynie intuicyjnie. W zwigzku

z tym wprowadzil uzupelnienie, zwane dzi§ aksjomatem Pascha: prosta, nie
przechodzqca przez wierzcholek trijkgta i przecinajgca jeden z jego bokdw,
przecina jeszcze jeden bok (lub — réwnowaznie — zadna prosta nie przechodzgca
przez wierzchotek trdjkqta nie przecina wszystkich jego bokdw). Napisal tei dzielo
Grundlagen der Geometrie majace, jego zdaniem, byé poczatkiem nadawania
calosci matematyki precyzji i Scistodci wykluczajacej wszelkie anomalie. Dlatego
tez w swojej pracy umiescil ogdlne przepisy budowania teorii matematycznych —
W jego rozumieniu jedynej poprawnej formy istnienia matematyki.

Propozycje Pascha znamy pod nazwa programu Hilberta. Bierze si¢ to stad, ze
Dawid Hilbert uczynit z tych propozycji caloéciowy program badaweczy, znacznie
zreszty zaostrzajac i tak juz bardzo brutalne, podane przez Pascha warunki.

Teori¢ matematyczna buduje si¢ (nie wchodzac w szczegély) jako teorig napiséw.
Ustala si¢ wigc wstepnie alfabet (czyli wykaz dopuszczalnych symboli), do niego
dobiera si¢ gramatyke (czyli wykaz dopuszczalnych nastepstw w wypisywaniu
znakéw alfabetu) oraz wyrdznia si¢ napisy zwane zdaniami, co powinno zamykaé
syntakse. Ale tak nie jest. Dalej, pozostajac w obszarze istnienia jedynie
napiséw, okresla si¢ produkowanie z jednych napiséw innych. I kazdy zbiér zdan
zamkniety ze wzgledu na taka procedurg nazywa sig teorig. A kazdy zbidr zdan,
ktérego takie domknigcie jest dang teoria, nazywa si¢ aksjomatyka tej teorii. Bez
trudu mozna znalez¢ w tych przepisach nasladownictwo zasad budowy wiedzy
dedukcyjnej, ktdre sformulowali Starozytni.

Nie mozna jednak znalezé w tym ani odrobiny sensu. Dokladniej: semantyka

tak powstalego tworu jest czyms zupelnie z tym tworem — teoriag matematyczna
w sensie Pascha-Hilberta (dalej P-H) — nie majacym zwiazku. Sprawe polaczenia
pojgcia prawdy z teoria napiséw P-H udalo si¢ jednak zrealizowaé (i to
precyzyjnie) Alfredowi Tarskiemu w 1933 roku (za pomoca pojecia spelniania).
Pozwolilo to wigzaé z teoriami P-H obiekty (wzigte skadinad) zwane modelami

i stanowigce Swiaty, o ktorych teorie P-H orzekaja. Pytanie jednak, czy jest to
akurat matematyka P-M?
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Dla przypomnienia: paradoksalny rozktad
kuli to sugestywna folklorystyczna nazwa
twierdzenia

dowolne dwa ograniczone zbiory

o niepustym wngtrzu sq réwnowaine
przez rozktad skoviczony,

co oznacza, Ze mozna jeden z nich

pociaé na skoficzong liczbe czeéci
rozlgcznych, z ktérych da si¢ — przez
przemieszczenia izometryczne — uskladaé
drugi (doktadniej uzyskaé podzial
drugiego na czgéci rozlgczne).

Jedli w teorii mnogoéci dopuécimy
pewnik wyboru, wéwczas we wszystkich
przestrzeniach riemannowskich o statej
krzywignie — z wyjgtkiem plaszczyzny
euklidesowej ~ twierdzenie to bedzie
prawdziwe.

Doktladnie 80 lat zajglo matematykom przeprowadzenie dowodu, ze tak nie jest

- w 1962 roku Paul Cohen udowodnit ostatnie z twierdzeri, ktére wskazuja,

Ze zamierzenia twércéw podstaw matematyki nie sg, realizowalne — nie mozna

matematyki P-M opisaé w sposéb zadowalajacy za pomocy teorii P-H. Sposdb

zadowalajgcy byt bowiem okreflony od samego zarania istnienia teorii P-H.

Skladalo si¢ na niego pig¢ wymagari istotnych i troche (nie wiem juz ile)

nieistotnych. Te istotne to

~ elementarnoéé: zmienne nie mogg reprezentowaé zbioréw obiektéw
reprezentowanych przez inne zmienne;

— niesprzeczno$¢: z kaidej pary zdan przeciwnych (zbudowanych poprawnie
w jezyku danej teorii) do teorii ma nalezeé co najwyzej jedno;

— zupelnoé¢: z kazdej pary zdai przeciwnych (...) do teorii ma nalezeé co
najmniej jedno;

— rozstrzygalnoéé: dla kaidego zdania (...) ma istnieé procedura (algorytm)
pozwalajaca w skoriczonej liczbie krokéw stwierdzié, czy zdanie to nalezy do
teorii, czy tez nie;

— kategorycznosé: dowolne dwa obiekty opisywane przez teori¢ (jej modele) maja
by¢ izomorficzne.

Oczywiscie, istniejg ,piecioprzymiotnikowe” teorie. Zadna jednak z teorii,

jaka tyczy sie matematyki P-M, taka nie jest. Dla takich teorii elementarnoéé
jest sprzeczna z kategorycznoécig (Skolem i Lowenheim). Kazda teoria, ktéra
opisuje teori¢ co najmniej tak skomplikowang (to si¢ da sprecyzowaé) jak
arytmetyka liczb rzeczywistych, nie jest ponadto ani zupela, ani rozstrzygalna,
ani nawet nie mozna wykaza jej niesprzecznoéci (gtéwnie Godel). Rezygnacja z
elementarndéci (tak zwane teorie wyiszych rzedéw) moze daé kategorycznoéé, ale
w zasadzie wyklucza zupelnoéé. Ma tei jeszcze jedng wadg — dla teorii wyzszego
rz¢du teorig wezesniejszg (czyli taka, o ktdrej zaktadamy, ze wszystko wiemy)
Jest teoria mnogosci. Nadzieje na znalezienie porzadnego opisu typu P-H dla
teorii mnogoéci zostaly rozwiane dokumentnie przez wspomniane prace Cohena
orzekajace, iz kazdy uktad aksjomatéw, kazdy wybér teorii P-H dla teorii
mnogoéci prowadzi do paradokséw (np. w kazdej takiej teorii mnogoéci mamy
albo paradoksalny rozktad kuli, albo nieréwnowaznoéé definicji ciaggloéci Heinego
i Cauchy’ego).

Wydaje mi sig, Ze przypomniane wyzej fakty dostatecznie dowodza, ze
wynalazek teorii matematycanej P-H — acz powszechnie przyjety — prowadzi
matematykg na bezdroza. To, ze nie jest to poglad caltkowicie mylny, znajduje
wsparcie W ,,glosowaniu nogami” przez matematykéw: liczebnoéé populacji
podstawiarzy matematycznych zmniejszyla si¢ w ostatnim trzydziestoleciu
kilkunastokrotnie.

Nie znam opinii Pitagorasa na ten temat, ale znam opini¢ Marciniaka. Twierdzi
on, Ze zajmowanie si¢ podstawami matematyki moze wprawdzie przypominaé
gonitwe za wlasnym ogonem, ale uprawianie porzadnych teorii aksjomatycznych
Jest nie tylko mozliwe, ale nawet wskazane — nie nalesy si¢ tylko zajmowaé

teorig, jako obiektem badanym, lecz uzywaé jg za narzedzie do badania skadinad
wzigtych obiektéw.

Pozwolg sobie tutaj nie rozczulaé si¢ nad dwukrotnie uzytym wyzej zwrotem
skqdingd — zaprasza on przeciei do calej serii trudnych pytan. Istnieja bowiem
istotnie skadinad pochodzace obiekty — np. liczby, granice, przestrzes wreszcie.
W drugiej czgéci artykulu postaram si¢ wykazaé, ze nawet w takim przypadku
stosowanie teorii aksjomatycznej wiedzie prosto w maliny. Bede pisal, o majacej
oczywiste zrédta w tzw. realnym dwiecie, geometrii.

% . ok ke

Geometria ma aksjomatyke co najmniej od 2300 lat — jej aksjomatyka jest

w Elementach. Przytaczanie tu tych aksjomatéw wydaje sie zbyteczne — mozna
je znalez¢ w bardzo wielu miejscach. Nie wymaga tez chyba uzasadnienia, ze

z punktu widzenia teorii typu P-H nie jest to zadna aksjomatyka i nie ma zadnej
teorii P-H przez nig opisywanej. Jednak fakt, ze aksjomatyka ta uchodzita
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ponad 2000 lat za aksjomatyke calej matematyki, spowodowal, iz wydawalo

si¢ naturalne od nadania jej wymaganego przez kanony P-H ksztaltu rozpoczaé
yttumaczenie” calej matematyki na standard P-H. To bylo celem wymienionej
juz pracy Pascha. Cel by}, idea byla, ale wynik okazal si¢ zdecydowanie chybiony
— opis geometrii byt bardzo niezdarny i nie spelnial narzuconych przez samego
autora warunkéw.

Znacznie wigkszy rozglos zdobyla praca Hilberta z 1899 roku o tymze

tytule Grunglagen der Geometrie. Teoria miala bogaty alfabet (= duzo

pojeé pierwotnych): byly wigc punkty, proste, plaszczyzny, katy, incydencja

(a wlaciwie jej trzy odmiany), lezenie migdzy (= relacja opisujaca
przynaleznos¢ punktu do odcinka o danych koiicach), przystawanie (w dwéch
odmianach: dla odcinkéw i dla katéw). Byla teorig nieelementarna (ale jak
dalece — tego si¢ opisal nie da, gdyz zawierala aksjomat orzekajgcy o niej samej;
do tego za chwile wrécg). Aksjomatéw bylto 20. Stopien komplikacji aksjomatéw
moze zilustrowaé przyktad aksjomatu Iy (czwartego aksjomatu incydencji):

Dla dowolnych trzech punktow A, B, C, nie lezgcych na jednej i tej samej
prostej, istnieje plaszczyzna a, kiéra incyduje z kazdym z trzech punktéw A, B,
C. Dla dowolnej plaszczyzny zawsze isinieje incydujgcy z nig punkt.

(Daje stowo, ze wybratem aksjomat éredniego stopnia ztozonoéci — o wiele
dhuzszy jest np. I114, jak tez przytoczony nizej Va.)

Stopien beztroski w formulowaniu aksjomatéw zaprezentowaé moze aksjomat V5
(drugi aksjomat cigglosei):

Punkty prostej tworzg uktad, ktory przy zachowaniu porzgdku liniowego,
pierwszego aksjomaty przystawania i aksjomatuy Archimedesa (c2yli aksjomatiw
Ii_9, II1_4, II1, V1) nie dopuszcza zZadnego rozszerzenia, tzn. do tego uktadu
punktow nie mozna dolgczyé zadnego punktu w ten sposéb, aby w uktadzie
utworzonym przez poczgtkowe 1 dolgczone punkty byly spelnione wszystkie
wymienione aksjomaty.

Komentarz jest, oczywidcie, konieczny. Hilbert produkowal uktad pojeé
pierwotnych i aksjomatéw w pewnym sensie byle jak: mial ten system daé mu
rzeczywista aksjomatyke geometrii euklidesowej i mial byé punktem startu

do stworzenia dobrej aksjomatyki. Trzeba réwniez od razu powiedzieé, ze
Hilbert (w dalszych wydaniach Grundlagen) aksjomatyke poprawil — nie ma
np. takich dziwolagdw, jak V3, jednak to, co ostatecznie uzyskal nie byto

ani technicznie tadne, ani do konca poprawne, ani tez nie nadawalo si¢ do
wykladania geometrii. Przede wszystkim jednak nic nie wnosilo do uprawiania
geometrii — nie ma ani jednego faktu geometrycznego, ktérego autor skorzystal
z istnienia Grunlagen, aby go uzyskaé. Wartoé¢ zatem tej pracy byla taka, jak
prac z logiki: sankcjonowala ona to, co wszyscy (beztrosko, bo bez sankcji) robili

od 2000 lat.

Ale, jako si¢ rzeklo, mial to byé poczatek. Ulepszenia poszukano przede
wszystkim w ograniczeniu, jak tez zmianie uktadu pojeé pierwotnych. Lamigc
chronologi¢ powiem, ze to, na czym staneto (bo aktualnie stoi), pochodzi
duchowo od Grunlagen Hilberta, choé zostalo to dokoriczone starannie tylko
dla przypadku geometrii dwuwymiarowej. Chodzi mianowicie o system
zaproponowany przez Tarskiego w What is elementary geometry? napisanej

w latach wojny. Przez trzydzieSci powojennych lat zostal on znacznie ulepszony
przez samego Tarskiego, Wande Szmielew, Schwabhausera i paru innych, ale
tu przytocze go w poczatkowej — naprawde tylko dla specjalistéw gorszej

— postaci. Pomine aksjomat cigglodci, ktéry u Tarskiego — dla zachowania
elementarnosci — jest schematem (co tez jest subtelnoscig dla specjalistéw).
Aby juz przy pierwszym czytaniu bylo wiadomo o co chodzi, pozwole sobie na
wyjadnienia: zmienne s punktami, relacje B nalezy rozumieé tak, ze punkty
leza na prostej 1 w tej, jak w napisie, kolejnoici, relacje § za$ tak, ze odcinek
o konicach w pierwszych dwéch punktach przystaje do odcinka o koricach

w dwdch ostatnich. Oto aksjomatyka z What is:

A 1 Azy(B(zyz) — (=),

A 2 Azyzu (B(zyu) A B(yzu) — B(zyz)),
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A 3 Azyzu (B(zyz) A B(zyu) A (z # y) — B(zzu) V B(zuz)),
A 4 Azy(8(zyyz)),
A 5 \ayz (8(zyz2) — (2 = 1),
A 6 Azyzuvw (6(zyzu) A §(zyvw) — §(zuvw)),
A 7 Ntzyzu\ v (B(ztu) A B(yuz) — B(zvy) A B(2tv)),
A 8 Atzyzu\/ vw (B(zut) A B(yuz) A (z # u) — B(zz2v) A B(zyw) A B(viw)),
A 9 Azz'yy z2'ui’ (8(zyz'y’) A 6(yzy' 2') A §(zuz'v’) A 6(yuy' ')

AB(zyz) AB('y'2') A (z # y) — 6(zu2'v’)),
A10 Azyuv\ z(B(zyz) A é6(yzuv)),
A1l V zyz (-B(zyz) A -B(yzz) A -p(zzy)),
A12 A zyzuv (6(zuzv) A 6(yuyv) A 6(zuzv) A (u # v)

— B(zyz) V B(yzz) V B(zzy)).

Sadze, Ze nie trzeba byé (choéby w tym stopniu co ja) specjalistg od podstaw
geometrii, by dostrzec, ze z punktu widzenia teorii napiséw aksjomatyka ta ma
wiele wdzigku, a z punktu widzenia geometrii wyraza latwo dajace si¢ wystowié,
bardzo proste fakty. Troche trzeba juz mieé wyrobione oko by od razu dostrzec,
ze AT daje wymieniony wczesniej aksjomat Pascha, A8 — stynny piaty postulat
Euklidesa, a A12 ogranicza wymiar opisywanej przestrzeni z géry do 2. Trzeba
jednak by¢ juz zupelnie niezle wyksztalcony, by bez trudu wyprowadzié z tego
kilka znanych twierdzeri geometrii — np. twierdzenie Cevy czy Apoloniusza.
I w tym jest caly sens stwierdzenia, ze problematyka P-H to bezdroze. Jest co
robié, mozna wykazad si¢ sprawnoécia, nawet wdziekiem w tej pracy, ale nasza
znajomo$¢ przestrzeni od tego nie przyrasta — dowiodlo tego sto lat uprawiania
podstaw geometrii (a sto lat to nawet wedlug Marqueza jest duzo), podczas
ktdrego to czasu nie mial miejsca ani jeden przypadek éwiadczacy przeciwnie.
Nie sposéb tez uczyé geometrii jako takiej P-H teorii. Wiem, bo uczylem tak
w szkole (cztery réine klasy w réznych szkolach) i na uniwersytecie (tu nie mam
do powiedzenia nic, poza przepraszam), jestem nadto wspélautorem grubej
ksiagzki i paru artykuléw na temat tego, jak to robié. Tak wiec nie tylko teoria,
o ktérej pisalem w pierwszej czelci tego artykulu, jest balamutna — praktyka tez
nie wyglada lepiej.

Warto jeszcze pokazad, jak dalece réznorodne byly wysitki, by sensowng
aksjomatyke dla geometrii jednak uzyskaé.

Najpierw zaczng od sprawy pojeé pierwotnych. Jeden z ewentualnych powodéw
niemoznoAci znalezienia dobrej aksjomatyki dla geometrii euklidesowej
upatrywano w ztym doborze obiektéw, pojeé, o ktérych jest mowa w tejze
aksjomatyce. Wymyslano wiec inne uklady pojeé pierwotnych. Pierwsze
dzialania poszly w kierunku zmniejszania liczby pojeé pierwotnych. Zobaczmy
to szczegélowo na przykladzie systemu pojeé Tarskiego.

Aby w ogdle prébowaé ukladaé aksjomatyke geometrii dotyczaca jakiché pojeé

pierwotnych nalezy najpierw si¢ przekonaé, ze méwiac jedynie o nich da sie

jednak wszystko powiedzie¢. Skoro zatem Hilbert podal jaka$ asjomatyke

geometrii méwiac o jakichs pojeciach (zostaly one wyzej wyliczone), wigc cheac

si¢ przekonad, iz pewne trzy z nich calkowicie wystarcza, nalezy pozostale

za ich pomoca zdefiniowaé — dokladniej: sprawdzié, ze jest to mozliwe. Oto

definicje prowadzace do uzyskania brakujacych w aksjomatyce Tarskiego pojeé

pierwotnych Hilberta. Kolejno

wspélliniowosé Ly (abc) <= f(abe) V B(bea) V P(cabd);

pseudoprosta Lr(ab) := {¢: Ly(abc)}; .

proste to te pseudoproste, ktore sa okreslone dla a # b; punkt incyduje z taka
prosta, jesli do niej nalezy;

pseudoplaszczyzna Prp(ab) := {c : 6(acch)}

plaszczyzny to te pseudoplaszczyzny, ktére s3 wyznaczone przez a # b; punkt
incyduje z plaszczyzna, gdy do niej nalezy, prosta — gdy si¢ w niej zawiera.

Pozostala definicja przystawania katéw. Otéz Hilbert kat traktuje jak pare

prostych. Niech K, L, M, N beda prostymi, a | niech oznacza incydencje¢; oto

do wyboru dwie definicje przystawania katéw
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KL=MN =
& \/abea'd'c’ ((a # b # c) AablK Abe|L Aa't'|M Ab'C'|N A é(aba’b’) Ab(beb'c’)
A b(acd'c));
& Nabea't'c ((a # b# c) AablK Abe|LAa’t'|M AV |N A é(aba’d’) A 6(beb'c’)
— 6(aca’c’));
taka podwéjna definicja jest dobra, gdyz jedna (ktéra?) stuzy do sprawdzania,
ze przystawanie ma miejsce, a druga, Ze nie ma.

Jak latwo zauwazyé aksjomatyke dla systemu pojeé pierwotnych Tarskiego
mozna tatwo uzyskaé wpisujac powyzsze definicje do aksjomatyki Hilberta.
Nawet jednak znajac t¢ aksjomatyke jedynie z tego artykulu, nie trudno
zauwazyé, iz Tarski tak nie postapil — jego aksjomaty mialtyby w przeciwnym
przypadku monstrualne rozmiary. Zmienil nieco obiekt opisywany przez
aksjomatyke — z przestrzeni tréjwymiarowej na dwuwymiarows — i wymyslit
aksjomaty oraz sprawdzil, ze rzeczywiscie uzyskana teoria opisuje (migdzy
innymi) ptaszczyzng euklidesowa. Niestety, w przypadku pozostalych,
zaprezentowanych dalej uktadéw pojeé pierwotnych, tylko w jednym przypadku
stosowng aksjomatyke rozsadnej dlugodci udalo si¢ wyprodukowaé. A propozycje
byly atrakcyjne.

Oto sposéb, by system Tarskiego zredukowaé jedynie do punktéw i relacji 6

(Czytelnik jest proszony, by za kazdym razem sprawdzat, czy dobér definicji

jest wtadciwy). Trzeba wigc za pomocy relacji § wyrazic relacj¢ 8. Definiujemy

kolejno

wspétliniowoéé  L(abe) <= ((a = b) V A\ dd’ (6(daad’) A 6(dbbd’) — 6(dced’)))

(jesli symetralna jakiego§ odcinka — w przestrzeni ! — zawiera punkty a i b, to

zawiera réwniez punkt c);

kat prosty F (abc) <= ((a = b) vV \/ o’ (6(abba’) A 6(acca’) A (a # d')
AL(aba’)))

(kat prosty jest réwny praylegtemu do siebie);

i wreszcie  B(abc) <= (L(abc) A V¥ (F (abb’)A F (cbb)A & (ad'c)))

(w tréjkacie prostokatnym rzut prostokatny wierzchotka kata prostego na

przeciwprostokatna pada miedzy wierzchotkami) i juz.

Przyjrzenie si¢ uktadowi argumentéw w uzytych wyzej relacjach 6 pozwala
sprawnie wykazaé, ze mial racje Mario Pieri, gdy w 1903 roku stwierdzil, iz
uktadem pojeé pierwotnych geometrii euklidesowej moze by¢ relacja tréjkata
réwnoramiennego — m(abc) <= §(abbe).

Aby to udowodnié (= sprowadzi¢ do poprzedniego) zauwazmy, ze relacje L, i 8
juz za pomocy relacji = zdefiniowaliémy wyzej. Pozostaje jedynie zdefiniowanie
relacji é:

gérodek odcinka @p(abc) <= (B(abc) A w(abc));

§(abed) <= \/ ee’ (®p(aec) A ®p(bee’) A w(e'cd))

(Czytelniku, wykonaj rysunek).

Tu uwaga. Oczywiscie Pieri inaczej doszedt do tego, ze punkty i relacja =

to wystarczajacy uktad pojeé pierwotnych — podal mianowicie (ale bardzo
niezr¢czna) aksjomatyke. Druga uwaga. Wszystkie dotad podane uklady pojeé
pierwotnych — poza uktadem Hilberta — nadaja si¢ do opisywania tak geometrii
przestrzennej, jak tez i plaskiej. W ramach éwiczenia wlasnej wyobrazni
Czytelnik zechce sprawdzié, ze relacja tréjkata réwnobocznego -

n(abc) <= (w(abc) A w(bea)) — tworzy wraz z punktami ukltad pojeé pierwotnych
dla przestrzeni, a nie tworzy dla plaszczyzny.

Spoéréd wymienionych juz relacji zaréwno dla przestrzeni, jak i plaszczyzny
uklad pojeé pierwotnych tworzy wraz z punktami relacja - — pomyst Jenksa.
Oto (juz bez komentarzy) stosowne definicje
érodek odcinka @j(abc) <= \/ de(F (abd)A - (abe)A - (cbd)A - (cbe)

At (adc)A t (dee)A F (cea)A & (ead));
n(abe) <= \/ d(F (adb) A &s(adc)).

Oczywiscie nie kazdy uklad pojeé pierwotnych musi zawieraé punkty. Oto
pojecia zaproponowane przez Schwabhausera i Szczerbe: proste (jako zmienne),
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relacja % przecinania sie trzech prostych w jednym punkcie oraz relacja L
prostopadtosci prostych. Uktad Jenksa otrzymuje si¢ w ten sposéb, e punktami
s tu peki, a dokladniej:

pseudopeki p(KL) :={M : ¥ (KLM)};

punkty to pseudopeki okreSlone przez K # L;

F (abc) <=V KLMN (LLM Aa=p(KL)Ab=p(LM) Ac = p(MN)).

Ten uklad poje¢ dobry jest zaréwno dla plaszczyzny, jak i przestrzeni; jedynie
dla przestrzeni moze stuzy¢ uktad prostszy, w ktérym relacje % zastepujemy
relacjag x przecinania si¢ dwéch prostych.

Faktycznie jednak nows jakos¢ stanowi tzw. naturalny uklad pojeé pierwotnych
zaproponowany przez Tarskiego (1929), poprawiony pézniej przez Jaskowskiego,
a ostatecznie wyczyszczony przez Szczerbe. Pojeciami pierwotnymi sa w nim
kule i relacja zawierania si¢ jednej kuli w drugiej (przy braku punktéw nie jest
to relacja mnogosciowa !). A oto, jak z tych pojeé mozna uzyskaé uktad Jenksa:
punktem jest kazda kula A spelniajaca warunek A B (BCA—B=A);
gdy kule A i B nie s3 punktami, relacja AQOB<+= \/!C (CC AACC B)

oznacza (zewnetrzng) stycznoéé.
relacia aOpA<= (aQ0OA AV B(aQOBODAAB # a))

oznacza, ze punkt a lezy na brzegu kuli A;
operacja € » dana przez warunek
aPb =C<= (aOCAOCA-(VABD(s CAAbC BAAQODCOOB

AD C AAD CB)))

przyporzadkowuje dwém punktom kule, dla ktérej s3 one koricami érednicy;
na koniec F (abe) <= (6O (a(>c)).
Byloby bardzo mito w tak naturalnym ukladzie pojeé uprawiaé geometrie — tym
bardziej, ze (jak widaé) mozna. Jednak fakt, ze Zadnej rozsadnej aksjomatyki
dla zwyczajnej geometrii euklidesowej uzyskaé si¢ przez tysiaclecia nie dalo,
pokazuje, ze dedukcja to jedno, a teorie aksjomatyczne to drugie. Oraz ze
wszyscy, ulegajac propagandzie aksjomatyzacji, w maliny wpuscié si¢ dali. Co
wiecej, w nich tkwig.

Poszukuje si¢ realizacji aksjomatycznego uprawiania geometrii i na inne sposoby.
Inne, to znaczy takie, gdzie geometria jest poprzedzona innymi teoriami,
np. teorig liczb rzeczywistych lub zespolonych. Najbardziej naturalna wydaje sie
tu nastepujaca droga: do trzech aksjomatéw przestrzeni metrycznej, a wiec do
standardowych warunkéw jakie spetniaé musi kazdy sposéb mierzenia odlegtosci
dopisujemy jakies dodatkowe aksjomaty tak, by jedynym (z dokladnodcia, rzecz
jasna, do izomorfizmu) obiektem spelniajgcym te warunki byla przestrzen
euklidesowa. Nie zaskocze nikogo z Czytelnikéw, gdy napisze, ze warunki takie,
i to na kilka sposobéw, znaleié si¢ udalo (bo brzmi to prawdopodobnie) oraz
ze kazdy z tych sposobéw ani do wzbogacenia geometrii si¢ nie przyczynil,
ani do powszechnego jej nauczania si¢ nie nadaje (widzialem takie szkolne
realizacje). Niemniej jednak istnieje obszerna monografia Blumenfelda Metric
spaces i uczeni publikujacy stale jakies nowe wyniki w tej sprawie. Wyglada
wige na to, Ze naprawd¢ sugerowanie aksjomatycznego charakteru matematyki,
a w szczegllnodci geometrii, jest beznadziejnym bezdrozem. Tak jednak gleboko
w nie zabrneliSmy, ze wycofaé si¢ nie ma jak, ani gdzie.

* % *

Znéw trudno si¢ zorientowaé, jaki jest poglad na ten temat Pitagorasa. Ale
mozna przynajmniej Marciniaka o to zapytaé (bo skoro twierdzi, ze zadnych
bezdrozy nie ma...).

Ot6z po dwunastu latach (taka jest prawda) wyktadania geometrii na
Uniwersytecie Warszawskim udalo mi si¢ ten wyktad odstapié¢ wlasnie
Marciniakowi. Zadeklarowal on program bardzo klarowny — bedzie to
powtdrzenie, rozwinigcie i kontynuacja tego, co studenci nazywaja GAL, czyli
Algebry liniowej z geometrig (w tym przypadku patrz stosowny podrecznik
Bialynickiego). A wigc bedzie aksjomatycznie — powoli bedziemy budowali
przestrzein Banacha. Postanowilem na staro§é nauczyé sie, jak to trzeba robié
(czyli jak aksjomatycznie i dobrze zarazem uczyé geometrii) i chodzitem przez

17



pierwsze pdlt semestru na ten wyktad. I co? I nic. Zobaczytem coé bardzo
podobnego do wlasnego wyktadu — aksjomaty od jako tako ciekawych twierdzen
jednak te kilka godzin formalnej charéwki oddzielalo.

Dzis z kolei geometrie wyklada u nas Bednarczuk, ale on nie robi tego
aksjomatycznie (choé, rzecz jasna, jest to wiedza dedukcyjna).

* % *

Tak wiec pozwolg sobie pozostaé przy prze$wiadczeniu, ze w matematyce wiecej
jest bezdrozy niz autostrad. A te autostrady od siedzib ludzkich oddzielone sg
trudna i zagmatwang siecia drég ,trzeciej kolejnoéci odéniezania”, tak jak liche
tory oddzielaja miasta od CMK.

Tyle, ze wedréwka po bezdrozach ujmy nie przynosi, a moze przyniesé przygody
daleko bardziej godne polecenia niz te jakie spotkaé nas mogg na autostradzie.
No i przede wszystkim jest znacznie ciekawsza.
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