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Zainteresowany Czytelnik zechce
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jak dla caworokata, moze byé pewna
grupa generowana przez trzy symetrie
$§rodkowe.

Marek KORDOS, Warszawa

W jednej z ksiazek, ktére recenzowalem (na szczedcie przed jej wydaniem)
znalazlem informacje, ze w NRD sprzedawano mleko i §mietane w kartonowych
pojemnikach w ksztalcie czworokata foremnego — mialo to byé bardzo wygodne,
gdyz takie kartoniki bardzo ladnie i szczelnie wypelnialy kontenery, czyli,
jakby to uogdlnili matematycy, przestrzen. Dalej autor (nie moge, rzecz jasna,
zdradzié jego tozsamosci) wyciagal z podanej wyzej wlasnoéci czworoécianu
foremnego wiele ciekawych wnioskéw. Byloby fajnie (slowo to, gdy pisze sie

o NRD, przestaje by¢ zargonowe), gdyby nie fakt, ze czworoécian foremny
wlasnosci wypelniania przestrzeni nie ma. I nie trzeba wielkiego trudu, aby sie
o tym przekonaé: kat dwuscienny takiego czworoscianu jest réwny z bardzo
dobrym przyblizeniem prawie 70°32’, a takie katy nie chca sie uzupelniaé do
kata pelnego.

Ci jednak, ktérzy takie opakowania na mleko widzieli (w tym, zapewne, réwniez
autor recenzowanej ksiazki), nie sa sklonni traktowaé owych opakowan jako
prowokacji Stasi czy jakiej$ innej totalitarnej instytucji. Jak wiec to jest

z wypelniajacymi szczelnie przestrzeri czworoscianami? Istnieja czy tez nie
istnieja?

Pytanie takie zadawano sobie juz od dawna, choé¢ odpowiedZ na nie bardzo
dlugo nie byla znana. Pierwszy znalazl pozytywna odpowiedZ na to pytanie
Duncan Sommerville w 1923 roku. Podane przez niego cztery czworosciany

o tej wlasnosdci to te, ktére w zamieszczonej w dalszej czesci tego artykulu
tabelce nazywaja sie Hy (%), To, H2(§) i Ti2. O tym, ze nie jest to latwe
(oraz nie znajduje sie w centrum uwagi érodowiska matematycznego) $wiadczy
fakt, ze nastepna praca na ten temat (H.L. Davies) ukazala si¢ w 1965

(w Kopenhadze) i zawierala. ..trzy spoéréd czworoécianéw znalezionych

przez Sommerville’a. Co wiecej, nastepne prace (L. Baumgarten) zostaly
opublikowane w latach 1968 i 1971, a zawieraja one (lacznie!) opinie, ze
czworoécianéw szczelnie wypelniajacych przestrzen jest cztery i — o dziwo! —
nie sa to te same cztery czworoéciany, co u Sommerville’a: zamiast T2 jest

Ha(Z).

Zeby nie trzymaé Caytelnika w zbytnim napieciu napisze od razu, ze
czworo$cianéw o tej wlasnodci (a nawet troche lepszej) jest continuum.
Stwierdzil to w 1974 roku Goldberg i to z racji pracy nad zupelnie innym
tematem. Zanim jednak przedstawie jego rezultat, chcialbym zajac sie
wyjaénieniem kilku spraw: jakie zadanie rozwiazywali Sommerville, Davies
i Baumgarten? co to znaczy troche lepsza wlasno$é? jaki byl zupelnie inny
temat pracy Goldberga?

XVIII problem Hilberta dotyczy krystalografii. W szczegélnym, interesujacym
nas tutaj przypadku, chodzi o pytanie, czy dla danej podgrupy G grupy
izometrii przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej istnieje obszar domkniety
F (czyli bryla) o tej wlasnosci, ze suma obrazéw F w przeksztalceniach

tej grupy pokrywa cala przestrzen, a obrazy F w zadnych dwéch sposéréd
przeksztalced grupy G nie maja przecinajacych sie wnetrz. Jesli taka figura
F istnieje, to grupe G nazywa sie krystalograficzng, a F — jej obszarem
fundamentalnym. Mozna rozwiazywaé zadanie w pewnym sensie odwrotne:
prébowaé dobraé do danej figury taka grupe, by figura ta byla jej obszarem
fundamentalnym. Na przyklad na plaszczyinie dla kazdego tréjkata i dla
kazdego czworokata (nawet niewypuklego!) mozna taka grupe znalezé.
Sommerville i jego nastepcy (wiedzac, ze w przestrzeni nie kazdy czworodcian
moze byé obszarem fundamentalnym jakiej$ grupy krystalograficznej, bo juz
np. foremny sie nie nadaje) poszukiwali takich czworo$cianéw, ktére moga
obszarami fundamentalnymi jakiej$ grupy by¢.
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Max Dehn (1878, 1952).

Wynik po raz pierwszy zostal
opublikowany jako Uber

den Rauminhalt, Gottingen

Nachr. Math. Phys. (1900), 345-354.
Przykladem wielo§cianéw nie
spelniajacych warunku Dehna sa,

— majace jednakowe objetosci —
naroze szefcianu jednostkowego

i szeScian o krawedzi L.
2 € e

Niezmiennik Dehna réiny od zera dla
naroza sze§cianu to np. dany przez
funkcje¢ okreflona przez warunki:

dla kazdej liczby wymiernej w # 0
J(w - arccos ) = w,

oraz

J(z) = 0 dla wszelkich innych liczb
rzeczywistych.

Czytelnik zechce sprawdzié, ze tak

okreslona funkcja f jest funkcja Dehna.

Wilasciwie rozwiazywali troche trudniejsze (i troche bardziej zwiazane

z NRDowskim mlekiem) zadanie. W definicji grupy krystalograficznej nie ma
mowy o tym, czy przeksztalcenia z tej grupy zmieniaja orientacje bryly, cay
tez nie. A jakze byloby klopotliwe, gdyby pakujacy kartoniki z mlekiem mial
do dyspozycji ,lewe” i ,prawe” kartoniki i za kazdym razem musial odnales¢
wladciwy. Mozna wiec rozwiazywaé problem grupy fizycznie krystalograficzne;,
to jest zlozonej jedynie z ruchéw fizycznych, a wiec przeksztalcen nie
zmieniajacych orientacji. I wladnie to zadanie rozwiazywali Somerville i jego
nastepcy. Uszyskali, tak jak juz pisalem poprzednio, pieé¢ czworodcianéw, ktére
sa obszarami fundamentalnymi pewnych grup fizycznie krystalograficznych.

Dla odpowiedzi na ostatnie z zadanych pytan, czyli co wlasciwie badal Goldberg?
dogodnie jest zaczaé z zupelnie innej beczki i odpowiedzie¢ na pytanie, jakie to
wlasciwie czworo$ciany zawiera zamieszczona dalej tabelka.

Przyzwoite czworosSciany

III problem Hilberta to pytanie, czy dowolne dwa wieloéciany o takiej samej
objetosci sa réwnowazne przez rozklad, to znaczy czy mozna jeden z nich
podzieli¢ na takie (mniejsze) wielosciany, ze da sie z tych wielodcianéw ulozyé
drugi. Problem ten znalazl juz w kilka miesiecy po postawieniu rozwiazanie
negatywne — Dehn podal warunek konieczny réwnowaznoéci przez rozklad

i podal tez przyklad wieloscianéw nie spelniajacych tego warunku.

Wynik Dehna byl dla jego opiekuna naukowego — Hilberta — duzym
zaskoczeniem: na plaszczyinie dowolne dwa wielokaty o réwnych polach sa
réwnowazne przez rozklad (twierdzenie Farkasa Bolyaia i Paula Gerwiena
z 1800 roku).

Warunek Dehna mozna klarownie przedstawié¢ definiujac liczby D; nazwane
poiniej niezmienntkami Dehna. Najpierw okreéla sie funkcje Dehna: sa to
funkcje addytywne, przyjmujace dla argumentu 7 wartoéé 0, cayli spelniajace
dla dowolnych liczb rzeczywistych z i y warunki

flz+y) = f(z) + f(y), f(x) =o0.

Niezmiennik Dehna wielo$cianu W, to liczba
D, = Zlif(fi),

gdzie sumowanie rozciaga si¢ na dowolnie ponumerowane krawedzie wieloscianu,
l; to dlugos¢ i-tej krawedzi, &; za$ to kat dwuscienny przy niej. Niezmiennikéw
Dehna jest wigc tyle, ile jest funkcji Dehna, czyli (przynajmniej) continuum.
Twierdzenie Dehna brzmi:

Jesli dwa wielociany sq rdwnowazne przez rozklad, to majq wszystkie
niezmienntks Dy réwne.

Dla dowodu wiec, ze nie wszystkie wielodciany sa réwnowazne przez rozklad
wystarczy wskazaé jeden, ktéry ma choéby jeden niezmiennik Dehna rézny od
zera — sze$cian bowiem ma, w sposéb oczywisty, wszystkie niezmienniki Dehna
réwne 0.

Istota dowodu twierdzenia Dehna sprowadza sie do spostrzezenia, ze funkcje
addytywne maja dla dowolnych liczb wymiernych w;, w,,..., w, i dowolnych
liczb rzeczywistych z;, z2,..., z,, wlasnosé

flwizi +wezg + ...+ waz,) = wy f(z1) + wa f(22) + .o+ Wy f(za).

Powstajace przy pocieciu wielodcianu nowe wieloéciany maja krawedzie

(1°) albo bedace fragmentem ,starych” krawedzi, (2°) albo bedace odcinkami
lezacymi na $cianach ,starego” wieloscianu, (3°) albo bedace odcinkami
lezacymi w jego wnetrzu. Oznaczajac dlugoéé nowej krawedzi (wspélnej dla
jakich$§ m nowych wieloscianéw) przez I, a katy dwuscienne przy tej krawedzi
(w poszczegdlnych wieloscianach) przez a;, ag,..., a,, otrsymujemy

Uf(ar) +if(e2) +...+ Uf(am) =lf(cr+az+ ...+ am) =1y,
gdzie w pierwszym przypadku y = f(a) - tu « jest katem dwuéciennym
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George William Hill (1838,1914).

Wyniki pochodza z pracy

Determination of the volume of certain
species of tetrahedrons, Proc. London

Math. Soc. 27(1896), 39-52.

m

,,starego” wieloscianu, w drugim przypadku za$ mamy y = f(7) =0,a w
trzecim y = f(27) = 2f(x) = 0. Po zsumowaniu zostaja wiec tylko ,stare”
krawedzie pomnozone przez ,stare” katy dwuscienne; nic si¢ wigc w sumie
stanowiacej niezmiennik Dehna nie zmienia. I tyle (trzeba przyznaé jednak,
ze takie wyczyszczenie dowodu pochodzi dopiero z 1949 roku i jest autorstwa
Hadwigera).

To, ze Hilbert byl zaskoczony wynikiem Dehna, bierze si¢ z zaawansowanych

— jak sie wydawalo — prac zmierzajacych do uzyskania wyniku przeciwnego.
Wszystkie one dazyly do wykazania, ze kazdy wieloscian jest rbwnowasiny przez
rozklad pewnemu szeécianowi. Istotnie — gdyby wielosciany byly réwnowazne
przez rozklad, tak by tez bylo; gdyby kazdy byl réwnowainy przez rozklad
szeécianowi, to dowolne dwa o réwnych objetosciach bylyby tez réwnowazne.

,,Od zawsze” bylo wiadomo, ze z twierdzenia Bolyaia-Gerwiena wynika
(konstruktywnie), iz

dowolny graniastostup jest réwnowazny przez rozklad szescianowt
(istotnie, dowdd nie jest trudny — prosze sprébowac).

Pozostawalo zatem sprowadzenie dowolnego wieloscianu przez rozklad do
graniastostupa. I tu byly pewne sukcesy. Ich autorem byl Hill. Podal on od razu
nieskoriczona (mocy continuum) liste czworoscianéw, ktdre sa réwnowazne przez

rozklad graniastostlupom. Sa to umieszczone w tabelce czworoéciany H;(a).
Oczywidcie (wierzac, 7e kazdy wieloscian, a w szczegdlnosci kaidy czworogcian
jest réwnowazny przez rozklad graniastostupowi) Hill nie szukal warunkéw
ulatwiajacych sprawdzenie réwnowaznosci, lecz bezposrednio konstruowat
stosowny rozklad. Ponizej jest przedstawiony rozklad czworoscianu Hl(%).

Na dowdd, ze réwnowazne graniastostupom czworoéciany to nie tylko te H;, Hill
podal jeszcze jeden przyklad: T;. PoniewaZz juz w cztery lata p6Zniej okazalo sie
(Dehn), ze zamierzenie Hilla — stworzenie dostatecznie duzej listy czworoscianéw
réwnowaznych konstruktywnie graniastostupom, a nastepnie wykazanie, ze kazdy
wielo$cian mozna rozlozyé na takie czworosciany — jest niewykonalne, sprawa
przycichla.

Powrdcono do niej, gdy p‘ojawi}a sie nowa hipoteza badawcza: by¢ moze

warunek konieczny réwnowaznosci przez rozklad podany przez Dehna jest réwniez
warunkiem dostatecznym.

Autorem tej hipotezy (postawionej jeszcze podczas wojny) byl Jean-Paul
Sydler. Proponowana przez niego idea dowodu tez opierala sie na odpowiednio
sprytnym rozkladzie wieloécianu na czworosciany, co problematyke, ktdre
czworosciany sa porzadne (réwnowazne graniastostupom), a ktére nie,
reaktywowalo. Sydler zreszta udowodnil niezwykle pomocne w tej sprawie
twierdzenie

T. Jesl: wieloscian réwnowazny graniastosiupows rozbijemy na pewng liczbe
przystajacych wielosciandw, to kazdy z nich tez bedzie rédwnowazny przez rozkiad
graniastostupowtr.
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& b

Powstanie Hg

a

Powstanie Hj

Pozwala to np. natychmiast wykazad, ze czworoéciany Hilla sa przyzwoite.
WeZmy bowiem romboscian wyznaczony przez trzy (réwnej dlugosci) tworzace
Jjednakowe katy wektory. Ich wspélny poczatek oznaczmy przez a, a przeciwlegly
mu wierzcholek romboscianu przez c. Przecinajac romboscian plaszczyznami
(jest ich trzy) zawierajacymi ac i jeszcze jeden wierzcholek romboscianu
otrzymujemy szes¢ przystajacych czworoscianéw H,;. Poniewaz romboscian (jako
graniastoslup) jest réwnowazny graniastostupowi, wiec tak tez jest z kazdym
czworoscianem H, (a gdzie jest na obrazku kat 7).

Prosta laczaca $rodki krawedzi ac i bd jest osia symetrii otrzymanego
wieloscianu. Dlatego kazda plaszczyzna zawierajaca te prosta rozbija
czworoscian na dwa przystajace wielo$ciany réwnowazne (na mocy T)
graniastostupom. W szczegdlnosci, gdy zawiera ona krawedZ bd czworodcian
przeciety jest na dwa (oczywiscie przystajace) czworosciany H,. Podobnie, gdy
plaszczyzna zawiera ac otrzymujemy dwa czworosciany Hj.

Sydler podal tez nowe przyklady porzadnych czworoscianéw (T — Ty), a w élad
za nim dwa nowe podal w 1958 roku Goldberg (75 i T), a pie¢ nastepnych (T7 —
T11) w 1962 roku H.-C. Lenhard.

I tu sytuacja si¢ radykalnie zmienila. W 1965 roku ukazal sie¢ dowéd

Sydlera potwierdzajacy jego hipoteze (Conditions nécessaires et suffisantes
pour ’equivalence des polyédres de ’espace euclidien d trois dimensions,
Comment. Mat. Helv. 40(1965), 43-80). Stad lista porzadnych czworoscianéw
automatycznie (przez proste sprawdzenie) powigkszyla sie o T2 Somerville’a.

Pewne uogdlnienia twierdzenia T podal w 1974 roku Goldberg, co go
doprowadzilo do powiekszenia listy porzadnych czworoscianéw o T3 — Tas.

I - o ile mi wiadomo — od lat dwudziestu nikt juz listy nie powigkszyl, choé
trudno watpié, ze jest to mozliwe. Cala lista jest w tabelkach wypelniajacych
nastepne strony. Te wlasnie badania Goldberga sklonily go do zajecia sie
przyzwoitymi czworoscianami réwniez w kontekscie XVIII problemu Hilberta.

Pozostarimy jednak jeszcze na chwile przy dokonanym przez Goldberga
uogdlnieniu twierdzenia T. Wobec twierdzenia Sydlera o niezmiennikach
Dehna réwnowaznosé przez rozklad z graniastostupem i posiadanie wszystkich
niezmiennikéw Dehna réwnych zeru to jedna i ta sama wlasnosé, tylko
wyrazona w réznych jezykach. Skoro jednak wartosci niezmiennikéw Dehna
dla wieloscianéw powstajacych na skutek rozciecia jakiegos wieloscianu sa
addytywne, wiec, gdy z wieloscianu réwnowaznego graniastostupowi (czyli
takiego, ze dla kazdej dehnowskiej funkcji f jest D; = 0) wyjmiemy wielodcian
o tejze wlasnodci, to pozostalo$é bedzie tez miala te wlasnoéé (bo 0 — 0 = 0).
Innymi slowy mozemy teraz rozbijaé przyzwoite czworoéciany nie tylko

na czworosciany przystajace, lecz takze wyjmowad z nich inne przyzwoite
czworosciany: jesli tylko to, co pozostanie, bedzie czworodcianem, to bedzie to
czworoscian przyzwoity.

Oczywiscie wymaga to spostrzegawczosci. Oto poczatek rozumowania
Goldberga. Jesli przetniemy czworoscian Ty plaszczyzna zawierajaca krawedz
bd (patrz tabelka) i na dodatek prostopadla do éciany abc, to otrzymamy dwa
czworosciany. Oznaczmy ich trzeci (poza b i d) wspélny wierzcholek przez

e — czworoscian bcde jest typu T3. W mys]l uwag z poprzedniego akapitu
pozostalosé — caworoscian bade tez jest réwnowazny graniastostupowi i mozna
go wciagnad na liste jako T)3. Jesli mu sie jednak przyjrzeé, to mozna dostrzec,
ze ma on o$ symetrii — jest nia prosta laczaca érodek odcinka bc ze $rodkiem
odcinka de. Mozna wiec zastosowad teraz do T3 sposéb, jakiego uzyliémy

do uzyskania czworoscianéw H, i H3 z czworoécianu H;. Uzyskane w ten
spos6b czworosciany wciagamy na liste jako T4 i Ty5. Nastepny krok to znowu
odciecie od Ty4 czworoscianu Ty (jak, czyli z ktérej strony?) — otrzymamy nowy
typ czworoscianu réwnowaznego graniastostupowi — Ty¢. I tak dalej, az do
skompletowania tabelki. Zapewniam tez Czytelnikéw, ze uzyskanie dalszych,
nie uwzglednionych w tabelce, ale porzadnych czworoscianéw byloby wynikiem
publikowalnym.
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krawedzie dlugosci katy dwuscienne
Hy(a)
ab sin « a
ac V3cosa /3
ad 1 /2
be 1 /2
bd sin a T — 2a
cd sin a
Hg(a)
ab 2sin o a
ac V3cosa 7/3
ad 2 /2
be 5sina — 1| x — arccos((1/2)ctga)
bd 2sin a /2 —a
cd 5sina — 1 arccos((1/2)ctga)
Hj(c)
ab 2sin a
ac V12cosa /6
ad V2 +sin® a |7 — arccos((1/+/3) cos a)
be 2 /2
bd sin T —2a
cd V2 +sin® a |7 — arccos((1/v/3) cos a)
To
ab V3 7/3
ac V2 /2
ad 2 n/4
be 1 /2
bd V3 n/3
cd V2 /2
T,
ab z:=1/5/2 /2
ac 1/z /2
ad 1 /2
be V3 /3
bd V5y/z /5
cd V5/z 27 /5
T
ab V3 27 /3
ac V5\/z /5
ad \‘/gﬁ n/5
be V5/\/z 21 /5
bd Vv5/\z 27 /5
cd 2 /2

krawedzie dlugoéci katy dwuscienne
Ts
ab V5/z n/5
ac V3 x/3
ad 2 /2
be v5/\/z 3x/5
bd V3/z x/3
cd V5]V 2x/5
T,
ab V5V x/5
ac V3z x/3
ad 2 /2
be V5\/z x/5
bd V3 27/3
cd v5/\/z 3x/5
Ts
ab V5\/z 27 /5
ac V3 n/3
ad V3 n/3
be V5/\z 2x/5
bd v5/\z 2x/5
cd 2/z /2
Ts
ab \‘/g/ﬁ 4r/5
ac V5+/x x/5
ad V5/z /5
be V3 x/3
bd V3 n/3
cd 2z x/2
Ty
ab V5/z 3n/5
ac V3 /3
ad V5/\/z x/5
be V5/\/z x/5
bd V3 n/3
cd V5y/z 3x/5
T
ab V5z 3n/5
ac V3 n/6
ad V7/2 B :=arctg\/m
be \:/g/\/; n/5
bd V3/2 /3
cd V7/2 T—p

Uwaga: W tabelkach (tych i na nastepnych stronach) symbol a oznacza dowolna liczbg z przedzialu (0, m).

z, B, 7, 6, 6 ¢, n, 9, A u, v, p, ¥ sastalymi, ktérych wartodé podana jest przy pierwszym ich uiyciu.
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krawedzie dlugosci katy dwuscienne
T
ab 5/ 3n/5
ac V3 /3
ad V5/2\/z n/5
be V5/\/z 7/10
bd V7T+3z/2 v :=arctgV/9 — 2/5
cd V7T +3z/2 T—
Tio
ab ENES 37/10
ac V3 /3
ad VT—=3/z/2 | §:=arctgV/9+ 215
be V5/\/z n/5
bd V71-3/z/2 m—46
cd V5/z/2 3n/5
T,
ab \‘/5\/5 3r/10
ac V3 /6
ad 1 € := m—arctg2z?
be V5/vz /10
bd 1 ¢ := m—arctg2
cd 1 n:=2wr—e—¢
Ty
ab V3 /6
ac V3 /6
ad \/5/2 ¥ := m — arccos 2/3
be 2 n/4
bd V5/2 n—9/2
cd V5/2 T —9/2
Tis
ab V2+z 7/5
ac V6 — 3z n/3
ad 2/z /2
be 2/z 7/2
bd V6 — 3z /3
cd V18 — 11z 3r/5
T4
ab vV2+z n/5
ac 246 — 3z /3
ad 2v/5 -2 /2
be V7 + 3z/z? T—
bd VT + 3z /22 o
cd 2418 — 11z 37r/10
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krawedzie dlugosci katy dwuscienne
Tis
ab 2V2+z 7/10
ac 26 — 3z 7/3
ad V10 — 3z )
be 25 —2 /2
bd V10— 3z 6
cd V18 — 11z 3r/5
Tie
ab V2+=z x/5
ac x\/§ 1r/3
ad 2z /2
be V3 27 /3
bd Ttz 27 /5
cd 3—z /5
Ty
ab V2+z n/5
ac zv/3 n/3
ad 2 /2
be V3 n/3
bd 6 — 3z 2n/3
cd V3i—=z 2n/5
Tis
ab VT —4z n/5
ac 3—z x/5
ad V6 — 3z 21r/3
be V6 — 3z 27 /3
bd V3/z? x/3
cd 7T — 4z 7/5
Tio
ab 2V/3(z — 1) x/6
ac 2y3—z /5
ad V10 — 3z T—A
be 2v/3 2n/3
bd V10 — 3z A= arccos(zz/(Z\/g))
cd V2+z 1r/5
Tzo
ab 224z /10
ac 23—z x/5
ad V6 T— U
be 2V3 27/3
bd V6+z U= arccos(zs/z/(Z\‘/g))
cd V3(z — 1) x/3




krawedzie dlugosci katy dwuscienne krawedzie dlugosci katy dwuscienne
T21 T24
ab 3—=z n/5 ab V3 /6
ac V3 /3 ac 6 — 3z n/3
ad 3—z 3m/5 ad V11 —4z/2 T—
be 2+z 27 /5 be V3—=z /2
bd N /2 bd V11 —4z/2 | o := arccos(1/(2v/322))
cd V3(z —1) /3 cd VT —4z/2 3x/5
T2 T2
ab zv/3 /3 ab V6 — 3z 1 :=arctg/3/5
ac 2V3 /3 ac V3 /3
ad 2V2+z 27 /5 ad 22— 2z /2
be Vi—z T—V be V3—=z 3n/5
bd Vi—=z v :=arctgy/11 + 16z bd V6 — 3z 2n/3— ¢
cd 2V3—=z 3r/10 cd VT — 4z /5
T23 T26
ab V3 /3 ab V3 /3 — 9
ac V6 —3z /3 ac V3 )
ad 3—=z 27 /5 ad 3—=z 4 /5
be 3—1z 27 /5 be 2v/2 /2
bd V6 — 3z /3 bd 2+z 27 /5
cd 7 — 4z 3r/5 cd V3(z - 1) /3

Z powrotem do NRD

Pytanie, w jakich to czworodcianach wypelniajacych przestrzei mozna
sprzedawaé mleko (bo chyba brak NRD nie musi si¢ odbi¢ na spadku inwencji
handlowcéw), nabiera teraz — po wynikach Sydlera, a w szczegélnosci
przytoczonej jego konstrukcji wieloscianéw Hilla — nowego rozpedu.

Jest rzecza oczywista, ze uzyte przez Sydlera rombosciany stanowia obszar
fundamentalny grupy krystalogarficznej — kazdy umie wypelni¢ nimi przestrzen
(stosowna grupa jest tu grupa przesunigé o wektory — w oznaczeniach z rysunku
na stronie 44 — k-u+1-v + m-w). Nie wymaga to wielkiej spostrzegawczoéci,
by zauwaiy¢, ze podsielenie romboscianu na czworoéciany ktéregod z typéw

H; prowadzi do wniosku, iz kazdy z tych czworoécianéw tez jest obszarem
fundamentalnym jakiejé (latwej do znalezienia) grupy krystalograficznej.

Gdy jednak zastosujemy takie naturalne rozbicie (pokrojenie) przestrzeni na

te czworoéciany, to bez trudu — znéw widaé to na rysunkach ze strony 44 -
stwierdzimy, ze grupa ta zawiera miedzy innymi symetrie plaszczyznowe. Nie
jest wiec grupa fizycznie krystalograficzna.

Zatem NRDowscy mleczarze staneli przed perspektywa albo uzywania tylko
jednego z pieciu wczeéniej znalezionych ksztaltéw kartonika do mleka, albo

tez jakiego$ innego poukladania czworoécianéw H; w przestrzeni. Robote

te wykonal za nich (nie wywodzacy sie z NRD) Amerykanin Goldberg

w zacytowanej wyiej pracy. Wykazal on, ze mozna z kazdego z kartonikéw
H;(a) poukladaé w sposéb fizycznie krystalograficzny cala przestrzen szczelnie
ja wypelniajac. A wlasciwie, to wskazal sposéb ukladania. Co kazdy Czytelnik
moze sprébowaé zrobié na wlasna reke.
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Zasugeruje jednak pewien sposéb podejécia do tego rezultatu. Z16zmy
dwa czworosciany H) o tym samym kacie a écianami bed tak, by otrzymaé
graniastostup (prosze sprawdzié, ze jego przekréj plaszczyzna prostopadla
do ac jest tréjkatem réwnobocznym). Skladajac takie graniastoshupy
»W nieskonczonoéé” otrzymamy nieskoriczona rurke o przekroju tréjkatnym.
Takimi za$ rurkami wypelnia sie przestrzeni bez trudu - tak jak plaszczyzne
tréjkatami.

* Kk Kk Kk ok

Kaidy zdaje sobie sprawe, ze opowiadanie o kartonikach z mlekiem nie mose
by¢ potraktowane jako uzasadnienie sensownosci podejmowania opisanych

tu badan — ze niby maja one zastosowanie praktyczne. Trudno te: byloby
poszukiwaé w innych dzialach matematyki zastosowania dla uzyskanych tu
rezultatéw, badZ uzywania stosowanych dla ich uzyskania metod (bo, wlasciwie,
to co to za metody?). Powstaje zatem pytanie, czy tego rodzaju zatrudnienie
intelektualne to naprawde matematyka. Nie jest to pytanie wymyslone ad hoc,
by dokuczy¢ kolegom zajmujacym sie taka problematyka. Sa tacy, ktérzy zrobili
to bardziej jednoznacznie. W wydanej przez érodowisko amerykarskie waznej
pracy zbiorowej (i zbiorczej) o problemach Hilberta trzeci problem Hilberta
zostal w ogdle pominiety. Uznano sprawe za nie wzbogacajaca matematyki. Tak
jak Nobel uznal matematyke czy filozofie za dzialalnoéé nie shuzaca ludzkosci.
Inni jednak tego typu zajmowanie si¢ matematyka uznali za odrebna jej galaZ i
nazwali geometriq intuitywng. I dcbrze im z nia i ze soba nawzajem.

Matematyke w jej dziejach uprawiano z trzech réznych motywacji: jako
najogdlniejsza teorie wszechswiata (np. Pitagoras, Platon, Kepler, Newton),
jako powiekszanie zasobéw skrzynki z narzedziami dla innych nauk (Arystoteles,
Galileusz), badz tez jako najskuteczniejszy sposéb wyrabiania sprawnosdci 1
elastycznosci umystu (caly Wschéd). Kazdy z nas musi, Jak sadze dokona¢ dla
siebie wyboru. Odradzalbym jednak wybér za innych i odsadzanie od czci i
wiary tych, ktérzy wybrali odmiennie od nas ~ tak jak wymieniani wyzej nasi

koledzy.
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