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Zadanie o krzeslach — symetria rozwiazuje zadanie

Przy okraglym stole, przy ktérym stoi n krzesel, losowo zasiadlo k < n oséb.
Wsréd nich pan Jan. Jaka jest oczekiwana liczba p wolnych miejsc miedzy
panem Janem a jego sasiadem?

Zadanie jest symetryczne wzgledem obrotéw i zalezy jedynie od odstepéw
miedzy zajetymi krzestami. Oznaczmy krzeslo, na ktérym siedzi pan Jan,
numerem 1 i wybierzmy kierunek obrotu zgodny z ruchem wskazéwek zegara.
Niech X; oznacza liczbe wolnych miejsc miedzy osoba o numerze i a osoba

o numerze ¢ + 1 (pan Jan jest réwniez osoba o numerze k + 1). Z symetrii
wynika, ze X; maja ten sam rozklad. Oczywidcie, X; + Xo+...+ X =n—k,
stad n —k = E(X, + ...+ Xi) = kp. Oczekiwana liczba wolnych miejsc wynosi
zatem p = (n — k)/n.

W zadaniu tym symetria, bedaca synonimem losowosci, znakomicie

ulatwila rozwiazanie zadania. Nie zawsze jednak, jak pokazuje paradoks
Bertranda, mozna jednoznacznie wskazaé, co jest losowe. Okreslenie losowosci
wymaga podania grupy symetrii, wzgledem ktérej prawdopodobieristwo jest
niezmiennicze.

W fizyce statystycznej spotykamy sie z zagadnieniem rozmieszczenia czastek
w komérkach przestrzeni.

W przestrzeni podzielonej na n komdrek, znajduje sie k czasteczek; obliczy¢
prawdopodobiefistwo, ze utworza one ustalona konfiguracje A.

Fizycy wyrézniaja tu trzy modele:

e model Maxwella-Boltzmanna; kazdy uklad czasteczek jest jednakowo
prawdopodobny, czasteczki sa rozréznialne;

e model Bosego—Einsteina; kazdy uklad czasteczek jest jednakowo
prawdopodobny, czasteczki sa nierozréznialne;

e model Fermiego—Diraca; kazdy uklad czasteczek jest jednakowo
prawdopodobny, czasteczki sa nierozréznialne, dwie czasteczki nie moga by¢
umieszczone w tej samej komdrce.

Rozmieszczenia czasteczek w komdrkach mozna opisaé poprzez przeksztalcenie
ze zbioru k elementowego w zbiér n elementowy. Model Maxwella-Boltzmanna
jest symetryczny wzgledem grupy, skladajacej sie z przeksztalcenia
tozsamosciowego, model Bosego—Einsteina wzgledem grupy przeksztalcen
niezmienniczych na permutacje zmiennych, natomiast model Fermiego—Diraca
jest niezmienniczy wzgledem tych przeksztalceii réznowartosciowych, ktére sa
symetryczne na permutacje zmiennych. Eksperymenty pokazaly, ze do zadnych
znanych czastek nie da si¢ zastosowaé (cisle) modelu Maxwella-Boltzmanna.
Dla fotonéw, nukleonéw i atoméw, zawierajacych parzysta liczbe czastek
elementarnych stosuje si¢ model Bosego—Einsteina. Model Fermiego-Diraca
stosuje sie sie do elektronéw, protonéw i neutronéw.

Symetria moze pojawié si¢ réwniez wtedy, gdy rozwazamy ciag zmiennych
losowych. Zakladamy wtedy, ze rozklad tych zmiennych jest niezmienniczy
wizgledem permutacji wskaznikéw. Tak sie zdarzy, gdy zmienne sa niezalezne
a rozklady kazdej z tych zmiennych sa takie same. Najbardziej znanym

Moina sobie wyobrazié, ie w jednej przykladem skoriczonego ciagu o tej wlasnosci jest rozklad Bernoullego. Rozklad
jednostce czasu licznik zwigksza swoja  Bernoullego mozna traktowaé jako rozklad generatora liczb naturalnych:

warto$é o 1 z prawdopodobiernistwem 6, 5 & 5 licsbe: k éréd liczb {1.2 ol k 2
(prawdopodobiefistwo sukcesu), a wicc  MOWimy, ze wygenerowano liczbe k sposréd licz {1,2,...,n}, jedli uzyskano

0, oznacza tei, jak czesto licanik sukceséw w schemacie n préb Bernoullego z prawdopodobiefistwem sukcesu 6,,.
twicksza swoja wartoé¢. Liczba nf, Z kolei, gdy przyjmiemy zalozenie, ze wraz ze wzrostem n stabilizuje sie

jest wtedy oczekiwana liczba zmian

A Y — wielkoéé nf,, i zbliza sie ona do wartoéci A, to otrzymamy generator losowy liczb

naturalnych o wartosci oczekiwanej A, zwany rozkladem Poissona. Oba rozklady
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Prawdopodobiefistwo, ze otrzymamy
liczbe k, wynosi Ake-'\/k!; A mozna tu
interpretowaé jako przecigtna liczbe
zmian licznika w jednostce czasu.

Definicja: Zmienna losowe
X1,X3,...,Xn 8a symetrycznie zaleine
jeieli wszystkie permutacje tego ciagu
maja ten sam rozklad. Zmienne ciagu
nieskoficzonego {X,} sa symetrycznie
zaleine jefli X, X3,..., X, sa
symetrycznie zaleine dla kazdego n.

Wylosowanie kuli czarnej w chwili t
odpowiada zachorowaniu jednostki,
kuli bialej za§ temu, ze w tej chwili
nikt nie zachorowal; zachorowanie
jednostki oznacza zwiekszenie

szansy zachorowania w populacji,
niezachorowanie oznacza tendencje¢ do
wygasania choroby.

P{X1=1,X3=1} = 1/(n(n - 1)),
P{X,=1} =1/n,

Be = P{X; =1,X;,=1,... 1 Xipy =1} =
= (n—k)!/n!
Latwo przekona¢ sig, e zmienne te sa
zaleine: dla n = 2

P{X3=1|X,=1} =1, P{X3=1} = 0,5.

sa symetryczne wzgledem translacji na osi czasu: prawdopodobiefistwo zmiany
wskazai licznika jest takie samo w kazdym momencie i zdarzenia pzmieni si¢ czy
tez nie zmieni stan licznika?” sa niezalezne.

Zmienne losowe X; w rozkladzie Bernoullego maja wartoéci 0 i 1, sa niezalesne
1 maja jednakowy rozklad. Wtedy

PXi=1,X2=1,...,Xe =1,Xs41=0,Xp42=0,..., X, =0} = 6%(1-9)"*
Jest symetryczne wizgledem permutacji wskaznikéw. Prawdopodobieristwo
uzyskania k jedynek (k sukceséw) w ciagu n-elementowym wynosi P{S8, =k} =
= (:)0"(1 — 0)"~*, gdzie # jest prawdopodobiefistwem sukcesu.

Odrzuémy niezaleino$¢, pozostawiajac jedynie zalozenie o niezmienniczoéci
rozkladu zmiennych przy permutacji wskaznikéw. Takie zmienne nazywane
sa symetrycznie zaleznymi. Twierdzenie, udowodnione w latach 30-tych przez
de Finettiego pokazuje, ze niewiele tu odbiegniemy od rozkladu Bernoullego.

Dla nieskoriczonego ciagu zmiennych losowych {X,} symetrycaznie zaleznych,
o wartosciach 01 1,

P{X1=1,X2:1,...,Xk=1,Xk+1=0,Xk+2=0,...,Xn=O}=

= /ok(1 — )"~k dF(9),

P{.S,,= k} = (:) /0“(1—0)"‘de(0).

Twierdzenie de Finettiego pokazuje, ze zmienne symetrycznie zalezne mozna
uzyskaé wedlug schematu zblizonego do schematu Bernoullego: najpierw, wedlug
rozkladu F wybieramy (losujemy) prawdopodobiefistwo sukcesu 0, a nastepnie
wykonujemy zwykly schemat Bernoullego z takim prawdopodobienistwem
sukcesu.

Twierdzenie to ma ciekawg interpretacje w pewnym modelu epidemii:

W urnie jest n kul, ¢ czarnych i b bialych. Po wylosowaniu kuli z urny
wrzucamy ja z powrotem wraz z d kulami tego samego koloru. X: = 1 oznacza,
ze w chwili ¢t wylosowano kule czarna. Zmienne losowe X: sa w sposéb
oczywisty zaleine; sa one tez symetrycznie zaleine. Twierdzenie de Finettiego
orzeka iz prawdopodobieiistwo tego, ze do chwili ¢ bedzie k zachorowan

jest réwne prawdopodobienistwu k sukceséw w ¢ prébach Bernoullego

z prawdopodobienstwem sukcesu (zachorowania) wylosowanym z pewnego
rozkladu (rozkladu beta), ktérego wartoéé oczekiwana wynosi c¢/(c + b), a wiec
jest réwna szansie zachorowania w chwili 0. Réznica tej sytuacji i swyklego
schematu Bernoullego polega na tym, ze w nim prawdopodobienistwo sukcesu
Jest z géry znane, a w przypadku zmiennych symetrycznie zaleznych nalezy je
wylosowaé.

Twierdzenie nie jest prawdziwe dla zaleinych i symetrycznie zaleznych
zmiennych losowych, jesli jest ich skoiczona liczba.

Przyklad (zadanie o kapeluszach)

W szatni wisi n kapeluszy. Z prayjecia wyszli ich wlaciciele i losowo wlozyli
kapelusze na glowe. X,, = 1, gdy n-ta osoba zaloiy wlaéciwy kapelusz.

Zmienne te sa zalezne symetrycznie i nie sa niezalezne. Mosna jednak wykaza¢,
ze nie odpowiada im twierdzenie de Finettiego.

Miara Lebesgue’a, jako niezmiennicza wzgledem grupy obrotéw i przesunieé,
jest dobrym modelem losowosdci w przestrzeniach euklidesowych. Niestety, nie
mozna okresli¢, zgodnie z aksjomatyka Kolmogorowa, miary probabilistycznej,
Jesli zbiér zdarzesi elementarnych ma nieskoficzona miare Lebesgue’a. Mozna
jednak podaé taki system aksjomatéw, uogdlniajacy aksjomatyke przestrzeni
probabilistycznej Kolmogorowa, e w kazdym zbiorze B o skoriczonej

mierze Lebesgue’a da sie okresli¢ warunkowy rozktad jednostajny wzorem
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Definicja ta dotyczy réwniez dowolnej
miary, na przyklad miary liczacej.
Definicje te podal wegierski matematyk
Alfred Renyi w 1955 roku.

Oznacza to, ze zdarzenie dotyczace
ukladu punktéw zaleiy tylko od ich
wzajemnego polozenia.

W tym réwnaniu réiniczkowym

P rozpatrujemy jako funkcje v —
miary wszystkich mozliwych zbioréw,
powstalych z D przez wybrane przez
nas przeksztalcenie jednoparametrowe,
zmieniajace miar¢ tych zbioréw.
Zazwyczaj wybiera sie rodzine
podobiefistw.

Wystarczy zauwazyé, ze réwnanie ma
postaé (v2P)' = 2u.

Chcac otrzymaé przecietna liczbe
punktéw w obszarze naleiy gesto$é X
pomnozyé przez A.

E(D) = [afp(z)d=

P(A|B) = |An B|/|B|, bedacy modelem losowosci. Definicja ta idealnie
pasuje do sytuacji, kiedy mamy do czynienia z losowymi ukladami obiektéw
geometrycznych (punkty, proste, obroty itp.).

Dla skoriczonego zbioru N punktéw w przestrzeni p-wymiarowej mozemy
okreéli¢ warunkowy rozklad jednostajny opierajac si¢ na Np-wymiarowej mierze
Lebesgue’a. Ciekawym i bardzo uzytecznym, choé malo uzywanym wynikiem
jest twierdzenie Croftona z 1885 roku:

Losowo rozmieszczamy N punktéw w p-wymiarowym, ograniczonym

i domknietym obszarze D. Niech zdarzenie A opisane bedzie przez podzbiér
przestrzeni RVP symetryczny wzgledem ponumerowania punktéw.

Wtedy dP/dv = N(P;, — P)/v, gdzie v jest miara obszaru D, P - poszukiwanym
prawdopodobiefistwem, ie zajdzie zdarzenie A pod warunkiem, ze (N — 1)
punktéw lezy w obszarze D, a jeden z nich lezy na brzegu D.

Przyklad

Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, ze dwa punkty, rozmieszczone losowo
w odcinku o dlugosci a, sa odlegle nie wiecej niz o u (u < a)?

Tu N =2, p = 1. Rozwazamy rodzine odcinkéw podobnych o skali
podobienistwa A. Wtedy v = A, P, jest prawdopodobieristwem, ze odlegloéé
dwéch punktéw jest mniejsza od u, gdy jeden z nich jest na brzegu. Wynosi
ono u/v. Naleiy rozwiazaé réwnanie P' = 2(u/v — P)/v. Rozwiazanie ma
postaé P = 2uv~! + cv™2, gdzie c jest stala. Stala ¢ wyznaczamy z warunku:
P=1gdy v=u,cayli c = —u?, stad P =2uv~! — u?v™2, Podstawiajac A =1

uzyskamy odpowieds: P = 2ua~! — u%a~2.

Méwili$my dotad o losowych konfiguracjach skoniczonej liczby punktéw. Czesto
jednak spotykamy sie z sytuacja, kiedy méwi si¢ o losowym ukladzie punktéw

i nie jest okreslona ich liczba. Takim problemem jest oszacowanie gestodci
losowych punktéw na plaszczyZnie, na przyklad gestosci rolin czy drzew na
danym obszarze.

Bedziemy méwié, ze punkty sa rozmieszczone losowo na plaszczyZnie, gdy
w kazdym obszarze o mierze Lebesgue’a A ich liczba ma rozklad Poissona
o $redniej AA. Parametr A nazywany jest gestodcia punktéw na plaszczyinie.

Niech O bedzie dowolnym, ustalonym punktem na plaszczyZnie. Bedziemy
obserwowaé zachowanie sie zmiennej D, okreslajacej odleglo$é do najblizszego,
losowego punktu plaszczyzny. Zdarzenie {D > z} oznacza, ze w kole o srodku
O i promieniu z nie ma zadnego punktu losowego. Prawdopodobieristwo tego
zdarzenia wynosi

{D > z} = A(z)% 42 Jo1 = e~ 4(=)
gdzie A(I) = /\('lr:l:z) 1 ) jest gestoscia punktéw na plaszczyinie.

A wiec dystrybuanta D ma postaé Fp(z) = P{D<z}=1- e 4(2) | 3 jej gestosé

fo(z) = 2 Arze~4(%) | Przecietna odlegloéé od losowego punktu wynosi 1/(2\/X)

Wynika stad metoda oszacowania gestoéci losowych punktéw na plaszcayZnie:

— wybierz punkt obserwacyjny i zmierz odleglo$¢ od tego punktu do najblizszego
punktu losowego,

— powtérz te operacje wielokrotnie, wybierajac za kazdym razem inny punkt
obserwacyjny,

— oblicz érednia odlegloé¢ D,

— oszacowaniem A bedzie (2D)~2%, bo A = (2E(D))~2.

Zasada niezmienniczosci i reguly decyzyjne
w statystyce

Statystyka jest narzedziem w opracowywaniu wynikéw eksperymentéw. Celem
badania statystycznego jest badZ oszacowanie parametréw w populacji na
podstawie prébki, bad# rozstrzygniecie, ktéra z postawionych hipotez jest
prawdziwa.

39



p) jest Srednia wartoscia ci$nienia
w grupie leczonych nowym lekiem,
2 jest §rednia wartoécia ci$nienia
w grupie leczonych starym lekiem.

Prawdziwo$§é hipotezy H oznacza, ie
nowy lek jest nie gorszy od starego,
gdyi przecigtne ci§nienie w grupie
leczonych tym lekiem jest nizsze.

Ny (k) jest zbiorem parametréw
w populacji spelniajacych warunek
wyrazony w tredci hipotezy H (K).

Funkcje T nazywamy maksymalnym
niezmiennikiem wzgledem grupy G

gdy jest ona stala na orbitach kazdego
punktu w przestrzeni prébek i ré6zna na
réznych orbitach.

Ranga obserwacji z; nazywamy liczbe
obserwacji w prébce nie wiekszych
od niej.

To znaczy, gdy zaobserwujemy

wielkodci z,,z3,...,zp
przyporzadkowujemy im taki wektor
[1(1),2(7), TEL) z(,,,)], ze z() < T(2) <
e < T(n)-

Na przyklad, poréwnujemy nowy lek na obnizenie ci$nienia ze starym.
Obserwujemy dwie grupy chorych i w kazdej grupie podajemy inny lek. Chorzy
sa tak wybrani, aby ich stan zdrowia byl podobny, a jedyne zréznicowanie
wynikalo z ich osobistych (genetycznych), nie podlegajacych analizie cech.

O skutecznosci leku §wiadczyé wiec moga srednie wartodci ciénienia Wi po
zakoriczeniu kuracji w calej populacji chorych. Interesuje nas, ktéry lek po
zakoriczeniu kuracji jest skuteczniejszy.

Nalezy zdecydowaé, czy hipoteza

H: py < po,
Jest prawdziwa, czy tez prawdziwa jest hipoteza konkurencyjna

K: py> p.
Decyzje podejmiemy na podstawie dwéch prébek { X1y, X12,. .., X1n}
i {X21, X22,...,X2,}. O tym, ktéra hipoteze bezpieczniej wybraé, powinna
rozstrzygaé funkcja decyzyjna o argumentach zaleinych od obserwacji
w prébkach. Hipotezy sa symetryczne (niezmiennicze) wzgledem wszystkich
przeksztalcen rosnacych i ciaglych w dziedzinie parametru u. Symetrii tej
odpowiada analogiczna symetria w przestrzeni prébek: kazda rosnaca i ciagla
funkcja nalozona na obserwacje ci$nienia w obu grupach chorych nie powinna
zmieniaé naszej decyzji o tym, ktéry lek wybraé jako skuteczniejszy. Funkcja
decyzyjna winna by¢ wiec niezmiennicza wzgledem tej rodziny funkcji.
Uwzglednienie specyficznej dla danego problemu symetrii pozwala zredukowaé
liczbe mozliwych funkcji decyzyjnych, co ma niebagatelne znaczenie praktyczne.

Ogélnie, gdy mamy do rozstrzygniecia hipotezy
H: 0eny
K: 0eng
na podstawie prébki X,

to prawdziwe sa nastepujace fakty:

e kazdemu przeksztalceniu g réznowartosciowemu i ,na” w przestrzeni prébek
odpowiada indukowane przez g przeksztalcenie g* w 2y U2y ; Ny Jjest
niezmiennicze wzgledem g, gdy ¢* 2y = Ny;

¢ niech G bedzie najmniejsza klasa przeksztalcen 1-1 przestrzeni prébek, taka ze
sa one niezmiennicze w 2y 1 {2k, zamknieta wzgledem superpozycji i brania
odwrotnosci; wtedy klasa indukowanych przez nia przeksztalced g* w 25U
jest grupa homomorficzna z grupa G.

Interesujace bedzie teraz wyznaczenie maksymalnych niezmiennikéw grupy G.
Powiedza one bowiem, na jakie cechy prébki wystarcay zwrécié uwage, aby
rozstrzygnad, ktéra hipoteza jest prawdziwa.

W naszym przykladzie maksymalnym niezmiennikiem jest zbiér rang obserwacji

w prébcee.

e Dla grupy permutacji, to znaczy gdy hipotezy sa symetryczne wzgledem
ponumerowania obserwacji, maksymalnym niezmiennikiem jest zbiér
uporzadkowanych wspélrzednych dla obserwacji.

e Dla grupy przesunie¢é na prostej (hipotezy nie zaleza od ustalenia poczatku
skali) maksymalnym niezmiennikiem dla prébki {z;, z,,..., z,} jest
{22 —z1,..., 20 — 71}.

e Dla grupy przeksztalcen ortogonalnych (obrotéw) maksymalny niezmiennik
Jest odlegloscia tych punktéw od poczatku ukladu wspélrzednych.
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