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Wiadomo$ci na temat liczb zespolonych
i ich wlasnoéci mozna znalefé np.

w ksiazkach M. Bryfiskiego [1], F. Leji
[2] oraz B. W. Szabata [6].

Uzasadnienie tego faktu mozna znalesé
np. w ksiaice B. W. Szabata [6].

Podstawowe wiadomoéci dotyczace
teorii Galois i jej zastosowari sa
dostepne np. w ksiazkach [1] oraz [5].

Interpretacja punktéw krytycznych
wielomianu jako punktéw réwnowagi
pewnego pola sil znajduje si¢ np.

w ksiazce M. Mardena [3].

Wielomiany, ich pochodne i ich zera
Janusz DRONKA, Rzeszow

Wyobrazmy sobie bardzo duzy staw, z ktérego dna wytryska kilka Zrédel.
Przypuéémy dalej, ze przeplyw wody w tym stawie jest na tyle regularny,
e mozna go uznaé za plaski i stacjonarny, tzn. kierunek i sila pradu wody
w danym punkcie sa poziome, nie zaleza od glebokoici i nie zmieniaja sie
W czasie.

Wiadomo, ze dla takiego przeplywu musza istnie¢ tzw. punkty réwnowagi,
to znaczy miejsca, w ktérych woda nie porusza si¢. Powstaje pytanie: w jaki
spos6b szukaé takich punktéw?

Moina robié to do$wiadczalnie, na przyklad rzucajac na powierzchnie stawu
drobne, plywajace przedmioty i obserwujac, ktére z nich poruszaja sie,

a ktére nie. Jest to jednak metoda doé¢ zawodna (trudnosci ze znalezieniem
nieruchomego punktu odniesienia) i bardzo pracochlonna. Okazuje si¢, ze
poszukiwane punkty réwnowagi mozna znaleié, praynajmniej teoretycznie,
wykorzystujac nastepujaca konstrukcje.

Zaléimy, ze wszystkie frédla sa mniej wiecej réwnej mocy i leza tak daleko od
brzegéw, ze moina przyjaé powierzchnie stawu za nieskoriczona plaszczyzne.
Ustalmy pewien prostokatny uklad wspélrzednych na tej plaszcayinie, i kazdemu
punktowi o wspélrzednych (z,y) przyporzadkujmy liczbe zespolona postaci

z = z + 1y. Kolejnym #rédlom beda przy tym odpowiadaé liczby 21, z2,. .., zn.

Rozwazmy teraz wielomian (dokladniej — funkcje wielomianowa) postaci
fz)=(z—21) ... (2 — 2za)
oraz jego pochodna
f,(z) = n'(z—gl) ""'(z—gn—l)‘
Punkty zi, ..., 2, bedziemy nazywaé zerami (lub pierwiastkami) wielomianu f,
za$ zera (pierwiastki) pochodnej — punktami krytycznymi wielomianu.

Okazuje sie, ze miejsca na powierzchni stawu, ktére odpowiadaja liczbom
¢1,- -+, ¢n_1, czyli zerom pochodnej, sa to szukane punkty réwnowagi przeplywu.

Wydawaloby sie, ze problem zostal rozwiazany, ale niestety tak nie

jest. Dla n > 6 stopiefi pochodnej wynosi co najmniej 5, wiec, zgodnie

z teoria Galois, nie istnieja wzory pozwalajace wyznaczyé pierwiastki f',

w zaleznodci od wspélczynnikéw f, za pomoca czterech dzialaii algebraicznych
i pierwiastkowania. W przypadku funkcji zmiennej zespolonej nie ma réwniez

tak prostych i skutecznych metod przyblizonego rozwiazywania réwnan jak np.
metody siecznych i stycznych dla funkcji zmiennej rzeczywiste).

Stajemy wiec wobec problemu lokalizacji zer pochodnej wielomianu. Pojawia
sie on w sposéb naturalny nie tylko w hydrodynamice, ale réwniez w wielu
innych zagadnieniach fizyki i matematyki. Tradycyjne metody rozwiazania tego
problemu, czysto teoretyczne i czesto malo dokladne, w dobie szybko liczacych
komputeréw z pewnoécia nie maja takiego znaczenia jak dawniej, niemniej
jednak wydaja sie warte przedstawienia.

Na poczatek sprébujmy zlokalizowal zera pochodnej wielomianéw stopni
najnizszych — drugiego i trzeciego.

Zalézmy najpierw, ze rozwazany wielomian jest stopnia drugiego i ma zera
21, 22. Mamy wtedy
flz) =(z—2)(z—22) = 2% — (21 + 2z2)z + 2122
(bez straty ogélnosci mozna przyjac, ze wspdlczynnik przy 22 jest réwny 1), oraz
f'(z) =22 — (21 + 22),
a wiec jedynym miejscem zerowym pochodnej jest punkt

1
¢ = 5(21 + z2) — érodek odcinka o koricach z; i 2.
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Rys. 1.

Argumentem liczby zespolonej z =

=z + iy # 0 nazywamy liczbe
rzeczywista p, okreflona réwnaniami

z . Yy

_ sinp = —,

|2l |2l

gdzie |z| = 1/2? + y2. Argument liczby
z # 0 oznaczamy arg z; jest on miara
kata nachylenia wektora 0z do osi
rzeczywistej.

cosp =

y

arg z\

0 x

Kaida liczba z # 0 ma nieskoiiczenie
wiele argumentdéw; ten sposréd nich,
ktéry spelnia nieré6wnoéé —m < argz <
< # nazywamy argumentem gléwnym
liczby z i oznaczamy przez Argz.
Bedziemy korzystac z nastepujacej
wlasnodci argumentu

z
argz — argw = arg (——) .
w

W przypadku wielomianéw stopnia trzeciego sprawa nie jest tak prosta. Niech
f(2) = (2 — 21) (2 — 22) (2 — 23)-
Wtedy
f'(z2)=3-(2- ¢1)(z = ¢2)-
Wykazemy, ze zera pochodnej
§1,$2

sa ogniskami elipsy stycznej do bokéw tréjkata o wierzchotkach 21, 22, 23, oraz e
punkty stycznosci dziela boki na polowy (rys. 1).

Narysujmy elipse E o ogniskach ¢, ¢z, styczna do prostej przechodzacej przez
punkty z; i z2. Wykazemy, ze prosta wyznaczona przez 2z, i z3 jest réwniez
styczna do E. Skorzystamy przy tym ze znanego twierdzenia, ktére méwi, ze
proste laczace ogniska dowolnej elipsy E z punktem z; lezacym na elipsie lub
poza nia, tworza réwne katy ze stycznymi do E poprowadzonymi z punktu 2;.

Niech
(1)

Mamy

23 — 27
v = Arg ,
1— 21

§=Apg 3oL,

22 — 2

(2)
oraz
(3) fi(2) = (z = 22)(z — z8) + (2 — 21) (2 — z) + (2 — 21) (= — 22).
Podstawiajac z; w miejsce z do wzoréw (2) i (3) oraz poréwnujac je stronami
otrzymujemy réwnanie
3 (21 — ¢1)(21 — ¢2) = (21 — 22) (21 — 23).

Dalej, korzystajac z (1), dostajemy

23 — — - —z

'7—6=arg( 2T, % zl) = arg (zs—zl—zz——i) =arg3 =0.

f1—21 22— 21 {1—21 §2—21
Stad, na mocy wspomnianego wyzej twierdzenia wynika, ze prosta wyznaczona
przez z; i z3 jest réwnies styczna do rozpatrywanej elipsy.

flz) =38 (z—¢1)(z )

Dowéd, ze trzeci bok tréjkata z; 2223 jest styczny do E przeprowadzamy
analogicznie.

Wykazemy teraz, ze punkt stycznosci elipsy E z bokiem z;z; dzieli ten bok na
polowy.

Oznaczmy przez w $rodek boku z;2;. Mamy zatem
1
w = 5(21 + 22).

Podobnie jak poprzednio, podstawmy w w miejsce z do wzoréw (2)1(3). Po
poréwnaniu stronami otrzymamy

(w—21)(w — 23) = 3(w — 1) (w — 62)-
Jesli, tak jak na rysunku, oznaczymy

a=Arg 2=, ﬂ=Arg§2—w,
1 —w 29 — W
to
a_ﬁzarg(ﬂ:ﬂ:iz_—i>:arg(zl‘w.ﬁ‘w)zmgg:o,
g1—WwW 22—W Q—w 22—W

Stad, podobnie jak poprzednio, wynika, ze w jest punktem stycznosci elipsy E
z prosta 2z123.

Dowéd dla pozostalych bokéw tréjkata z)zz23 mozina przeprowadzié
analogicznie.

Na tym zakoriczymy badanie polozenia punktéw krytycznych wielomianéw
najnizszych stopni i przejdziemy do wynikéw ogélnych, dotyczacych
wielomianéw dowolnego stopnia n, dla n > 2.
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Rys. 2

Jedli z; = z + 1y jest pierwiastkiem
wielomianu rzeczywistego f(z) to liczba
sprzeiona z nia 23 = z — 1y jest réwnies
pierwiastkiem f(z), i to tej samej

krotnodci.

e

T

Rys. 3

Rys. 4

Za pierwsze twierdzenie dotyczace rozwazanego problemu mozna uznaé
zasadnicze twierdzenie algebry. Orzeka ono, ze kazdy wielomian o
wspblczynnikach zespolonych ma co najmniej jeden pierwiastek w zbiorze liczb
zespolonych. Pochodna wielomianu, sama bedac wielomianem, réwniez musi
mieé pierwiastki — tak wiec przedmiot rozwazan istnieje! Zasadnicze twierdzenie
algebry sformulowal Jean d’Alembert w roku 1746, za$ pierwszy dowdd podal
Carl F. Gauss w 1799 r. Z jego nazwiskiem zwiazane jest réwniez nastepujace
twierdzenie, udowodnione przez F. Lucasa w roku 1874.

Twierdzenie (Gauss—Lucas). Wszystkie zera pochodnes f'(2) leza
w najmniejszym wieloboku wypuklym obeymujgcym zera wielomianu f(z) (rys. 2).

Jesli wszystkie zera f(z) leza na jednej prostej, to najmniejszy wielobok
wypukly, ktéry je obejmuje, redukuje sie do odcinka.

Dowéd twierdzenia Gaussa-Lucasa, jak i innych ktére za chwile przedstawimy,
mozna znalezé np. w ksiazkach A. Turowicza [7] oraz M. Mardena [3].

Inna lokalizacje punktéw krytycznych wielomianu daje nastepujace twierdzenie
pochodzace od J. L. W. Jensena (1913), a udowodnione przez J. L. Walsha

w roku 1920. Dotyczy ono wielomianéw rzeczywistych, tzn. takich wielomianéw
zmiennej zespolonej, ktérych wszystkie wspélczynniki sa liczbami rzeczywistymi.

Mozna udowodnié, ze zera wielomianu rzeczywistego sa polozone symetrycznie
(liczac wraz z krotnogciami) wzgledem osi Oz.

Kolem Jensena dla wielomianu rzeczywistego f(z) nazywamy kolo, ktérego
érednica jest odcinek z;z; prostopadly do osi rzeczywistej, i ktérego korice zy, 22
sa zerami wielomianu f(z), nierzeczywistymi i sprzezonymi.

Dla wielomianu f(z) istnieje wiec tyle k6l Jensena, ile jest réznych par,
sprzezonych nierzeczywistych zer f(z).

Twierdzenie (Jensen). Kazde zero pochodnes wielomianu rzeczywistego, kidre
nie jest liczbq rzeczywistq, lezy wewngtrz lub na okregu jednego z kél Jensena tego
wielomianu (rys. 3)

Twierdzenie to daje inna lokalizacje punktéw krytycznych wielomianu, czesto
lepsza niz twierdzenie Gaussa—Lucasa.

Nalezy jednak pamietad, e odnosi sie ono tylko do wielomianéw rzeczywistych
i nie méwi niczego o polozeniu zer rzeczywistych pochodnej, ani tez nie
przesadza o istnieniu zer nierzeczywistych.

Obydwa wspomniane wyizej twierdzenia opisuja lokalizacje wszystkich punktéw
krytycznych wielomianu w stosunku do wszystkich jego zer. Powstaje zatem
pytanie: co mozna powiedzie¢ o polozeniu zer pochodnej, jezeli znanych jest
tylko kilka (niekoniecznie wszystkie) zer wielomianu?

Zalézmy, na przyklad, ze dane sa dwa zera 2, z; wielomianu stopnia n # 0.
Gdzie leza punkty krytyczne tego wielomianu?

Przytoczymy kilka twierdzen dotyczacych tej wlasnie sytuacji. Pierwszym

z nich jest znane z kursu szkoly éredniej twierdzenie Rolle’a. Orzeka ono, ze
jesli wielomian f(z) jest rzeczywisty, to odcinek laczacy dwa jego rzeczywiste
zera musi zawieraé co najmniej jedno zero pochodnej. W ogélnym przypadku
jedna z moiliwych odpowiedzi na zadane pytanie daje twierdzenie udowodnione
niezaleznie przez J. H. Grace’a (1902) i P. J. Heawooda (1907).

Twierdzenie (Grace-Heawood). Jezeli z1, z2 sq zerami wielomianu f(2), to
przynajmniej jedno zero pochodnej f'(z) lezy w kole o $rodku w punkcie

%(zl + 23) 1 0 promieniu % |2y — 22| -ctg T (rys. 4).

Twierdzenie to daje niezla lokalizacje dla jednego z punktéw krytycznych
wielomianu, gdy n nie jest zbyt wielkie. Na przyklad, dla n < 10, mamy

ctg = < 3,08, a wiec drednica kola jest najwyzej 3,08 razy wieksza od odleglosci
|21 = ZzI.
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Rys. &

Rys. 6.

Jako wnioski z twierdzenia Grace’a-Heawooda mozna uzyskaé nastepujace
rezultaty, z ktérych pierwszy udowodniony zostal w roku 1915 przez
J. W. Alexandera.

Twierdzenie (Alexander). Jezeli dwa zera wielomianu lezq w kole domknietym
o promieniu R, to przynajmniej jedno zero jego pochodnej znajduje sie we
wspéisrodkowym kole o promieniu R/ sin -2

Twierdzenie. Jezeli z) 1 z; sq zerami wielomianu zespolonego f(z), to w kazdey
z poiptaszczyzn domknietych, na ktdre dzieli plaszczyzne symetralna odcinka z,2,,
znajduje si¢ co najmniej jeden punkt krytyczny tego wielomianu (rys. 5).

Mozina zapytaé dalej: Co bedzie w przypadku, gdy znamy tylko jedno zero
wielomianu?

Oczywiscie, gdy nie ma zadnych innych danych, to o polozeniu zer pochodnej

w takiej sytuacji nie da sie nic powiedzie¢. Jedli natomiast zalozymy dodatkowo,
ze wszystkie zera wielomianu leza w pewnym kole, to préba odpowiedzi na
postawione pytanie jest hipoteza przedstawiona przez B. Sendowa w roku 1962,
w czasie Kongresu Matematycznego w Sztokholmie.

Hipoteza (Sendow). Jezeli wszystkie zera z;, 23,. .., z, wielomianu zespolonego
leza w pewnym kole o promieniu R, to kazde z kél o srodku z; i promieniu R,
gdzie 7 = 1,2,...,n, zawiera co najmniej jedno zero pochodnej tego wielomianu
(rys. 6).

Wiecej informacji na temat tej hipotezy, zwanej czasem hipoteza Iliewa lub
lliewa—-Sendowa, mozna znaleié np. w artykule M. Mardena [4].

Na zakoriczenie odnotujmy tylko, ze jej stuszno$é sprawdzono, jak dotad, dla
wielomianéw stopnia < 5, oraz dla wielomianéw wyzszych stopni w kilku
szczegblnych przypadkach. Nie znaleziono réwniez (takze przy uzyciu
komputeréw) zadnych kontrprzykladéw. Tak wiec problem ten pozostaje nadal
nierozstrzygniety.
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