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Automorfizmy grup
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1. Grupa automorfizmoéow

Co to jest automorfizm? Przede wszystkim nalezy ustalié obiekt, na ktérym
ma dzialaé¢ automorfizm. Obiektem tym moze by¢ zbidr, grupa, cialo,
przestrzei liniowa, przestrzef euklidesowa, przestrzen topologiczna, lub
ogélnie, obiekt dowolnej kategorit. W kategorii, do ktérej nalezy nasz obiekt,
jest okreslone pojecie izomorfizmu obiektéw. A wiec beda to wzajemnie
jednoznaczne odwzorowania zbioréw (w kategorii zbioréw), izomorfizmy grup,
cial i przestrzeni liniowych (w kategoriach grup, cial i przestrzeni liniowych,
odpowiednio), izometrie (w kategorii rzeczywistych przestrzeni liniowych

z iloczynem skalarnym), czy tez homeomorfizmy w kategorii przestrzeni
topologicznych.

Kazdy 1zomorfizm
c: X—-X

obiektu X na siebie nazywamy automorfizmem obiektu X. Latwo sprawdza sie,
ze zbiér AutX wszystkich automorfizméw obiektu X tworzy grupe ze wzgledu
na skladanie automorfizméw (skladzanie morfizméw w kategorii, do ktérej nalezy
obiekt X).

Automorfizmy obiektu X mozna traktowaé jako swoiste symetrie obiektu X,
a grupe automorfizméw AutX mozna traktowal jako miare symetrycznosci
obiektu X. Jeséli grupa AutX jest trywialna, to znaczy jej jedynym elementem
jest automorfizm tozsamosciowy idx, to obiekt X jest bardzo niesymetryczny.

Rozpatrzymy teraz kilka standardowych przykladéw grup automorfizméw.

Przyklad 1.1. Niech X bedzie zbiorem. Wtedy grupa AutX automorfizméw
zbioru X jest grupa wszystkich bijekcji zbioru X na siebie. Nazywa sie¢ ja
zwykle grupq symetryczng zbioru X i oznacza S(X). Zbiory sa wiec kraficowo
symetryczne: kazda bijekcja jest automorfizmem.

Przyklad 1.2. Niech X bedzie cialem. W grupie automorfizméw AutX ciala
X rozpatruje sie zwykle podgrupe zlozona z wszystkich automorfizméw, ktére
pozostawiaja na miejscu kazdy element pewnego wybranego podciala K ciala X.
Te podgrupe oznacza si¢ Gal X/ K 1 nazywa sie ja grupa Galois rozszerzenia X
ciala K. Teoria Galois pokazuje, jak kapitalne znaczenie dla struktury obiektu
X moze mieé struktura grupy automorfizméw obiektu X. Na przyklad, krata
podcial ciala X zawierajacych cialo K jest calkowicie zdeterminowana przez
krate podgrup grupy Gal X/K.

Przyklad 1.8. Niech X bedzie n-wymiarowa przestrzenia euklidesowa lintowq.
Automorfizmami przestrzeni euklidesowej X sa automorfizmy przestrzeni
liniowej X, ktére zachowuja iloczyn skalarny. Nazywamy je izometriami
przestrzeni euklidesowej, a grupe AutX nazywa sie grupa izometrii przestrzeni
euklidesowej liniowej X lub grupa ortogonalna i oznacza si¢ ja O(X) lub O(n).
Przestrzen euklidesowa jest bardzo symetryczna: dla kazdych dwéch wektoréw
z 1y o tej samej dlugodci, istnieje automorfizm przestrzeni euklidesowe;j
przeprowadzajacy wektor z na wektor y. W grupie O(n) wyréznia sie podgrupe
obrotdw skladajaca sie z tych automorfizméw przestrzeni euklidesowej, ktére
maja wyznacznik réwny 1. Oznacza sie ja SO(n). Klasycznym rezultatem jest
wyznaczenie wszystkich podgrup skoficzonych grupy obrotéw SO(3). Okazuje
sie, ze sa to jedynie grupy cykliczne, czyli grupy obrotéw n-katéw foremnych

w ich plaszczyznach, grupy diedralne, czyli grupy obrotéw n-katéw foremnych
w przestrzeni, i trzy grupy symetrii pieciu bryl platoniskich (te ostatnie maja
rzedy 12, 24 i 60 i sa izomorficzne z grupami permutacji A4 [czworoécian|, S,
[szeécian i oémioscian] i As [dwunastoscian i dwudziestoécian|, zob. Armstrong,
str. 105, lub Kostrykin, str. 270).
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Mozemy takze rozpatrywaé n-wymiarowa przestrzen euklidesowa afiniczna,
ktéra zwykle oznacza si¢ E™. Grupa Aut E™ jest grupa wszystkich izometrii
przestrzeni E™. Jej strukture mozna opisaé jako iloczyn pélprosty podgrupy
translacji i podgrupy obrotéw (zob. §5).

Przyklad 1.4. Niech X bedzie grupa. A wiec X = (G, -, 1), gdzie G jest
gbiorem, - jest dzialaniem grupowym oraz 1 jest elementem neutralnym, czyli
jedynka grupy X. Jak zwykle grupe X oznaczamy i nazywamy nazwa zbioru G.
W dalszym ciagu zajmowa¢ sie¢ bedziemy wylacznie automorfizmami grup, czyli
wzajemnie jednoznacznymi odwzorowaniami (bijekcjami) o zbioru G, ktére
zachowuja dzialanie w grupie:

o(ab) = o(a) - o(b)
dla kaidych a,b € G. Automorfizm o zachowuje wszelkie relacje pomiedzy
elementami grupy G. Jedli, na przyklad, dla a;,...,ar € G mamy

ap'---apt =1
dla pewnych liczb calkowitych ny, ..., ng, to mamy takze
o(ag)™ ---o(a,)™ = 1.

Poniewaz o(1) = 1 dla kaidego automorfizmu o grupy G, wiec grupy jedno-

i dwu-elementowe maja tylko jeden automorfizm, mianowicie identycznosciowy
idi. Okazuje sie, ze sa to jedyne grupy, ktére sa calkowicie niesymetryczne
(zob. twierdzenie 2.1).

2. Przyklady automorfizméw grup

Wskazemy teraz trzy najprostsze przyklady nietrywialnych automorfizméw
grup. Umawiamy si¢ najpierw, ze w grupach abelowych stosowadé bedziemy
terminologie addytywna, a wiec dzialanie grupowe nazywamy dodawaniem

i oznaczamy +, a element neutralny 0. Jest rzecza celowa podzieli¢ grupy
abelowe na dwie klasy. Pierwsza sklada si¢ z tak zwanych elementarnych
2—grup, a wiec grup G o wlasnosci 2z = 0 dla kazdego z € G. Taka grupe
mozna w sposéb naturalny traktowaé jako przestrzen liniowa nad cialem
2—elementowym F3. Druga klasa sklada sie z grup abelowych, w ktérych 2z # 0
przynajmniej dla jednego elementu z € G. Wtedy takie z # —z.

Przyklad 2.1. Niech G bedzie elementarna 2—grupa, ktérej rzad Jjest
przynajmniej 4. Wtedy G jest co najmniej 2—wymiarowa przestrzenia liniowa
nad cialem F3, i mozemy wziaé automorfizm tej przestrzeni liniowej, ktéry
w dowolnie wybranej bazie tej przestrzeni liniowej permutuje dwa wektory
bazowe, pozostawiajac pozostale wektory bazowe na miejscu. W ten sposéb
otrzymujemy nietoisamoséciowy automorfizm o, ktéry ma w grupie AutG rzad
dwa: ¢? = idg.
Przyklad 2.2. Jeéli G jest grupa abelowa, ale nie jest elementarna 2—grupa, to
operacja brania elementu przeciwnego:
T =z
jest nietrywialnym automorfizmem grupy G. Takie ten automorfizm ma
w grupie AutG rzad 2.
Przyklad 2.8. Niech teraz G bedzie grupa nieabelowa. Oznacza to, ze centrum
Z(G) grupy G, czyli podgrupa okreélona nastepujaco
Z(G):={a€G:az=1za Vz€G},
nie pokrywa sie z cala grupa G. Obieramy wiec element a € G, ktéry nie nalezy
do centrum grupy G i rozpatrujemy odwzorowanie
1:G— G, 14(9) = aga™l.
Latwo sprawdza sie, ze 7, jest nietrywialnym automorfizmem grupy G.
Automorfizm 1, nazywamy automorfizmem wewnetrznym grupy G.

Sumujac rezultaty naszych trzech przykladéw otrzymujemy wiec nastepujace
twierdzenie.
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Twierdzenie 2.1. Kazda grupa G rzedu wickszego niz dwa ma nietrywialny
automorfizm.

A wigc grupy sa doéé¢ symetryczne! Tylko grupa 2-elementowa jest nietrywialna
1 niesymetryczna.

3. Grupa automorfizméw grupy

Dla dowolnej grupy G jej grupa automorfizméw AutG moze byé traktowana
jako pewna podgrupa grupy symetrycznej zbioru G* := G\ {1}, gdyi

kazdy automorfizm pozostawia na miejscu jedynke 1 grupy G. Dokladniej,
przyporzadkowanie

(1) AutG — S(G*), o+ ol|g.

jest monomorfizmem grup, wiec jego obraz jest podgrupa grupy symetrycsnej
S(G*) izomorficzna z grupa AutG. Wynika stad w szczegélnodci, ze dla grupy
skoficzonej G mamy nastepujacy zwiazek pomiedzy rzedem grupy G i rzedem
grupy AutG :

(2) Jedli |G| = n, to |AutG| jest dzielnikiem (n — 1)!.

Grupa G jest niewatpliwie maksymalnie symetryczna, gdy monomorfizm (1)
jest epimorfizmem, to znaczy, gdy jest on izomorfizmem grup: AutG = S(G*).
Przykladem grupy, ktéra ma te wlasnoéé jest grupa cawérkowa Kleina

Vi = Z3 X Zy, ktéra jest elementarna 2—grupa. Latwo sprawdzié, ze kazda
permutacja jej niezerowych elementéw wyznacza automorfizm tej grupy, a wiec
mamy izomorfizm

AlltuV4 = Sg = S(V:)
Twierdzenie 8.1. Grupa czwdrkowa Kleina G = Vy jest jedynqg grupe G rzedu

co naymniej 4, ktdrey grupa automorfizméw AutG sklada si¢ z wszystkich bijekcys
zbtoru G pozostawiajqcych jedynke grupy G na miejscu.

Dowéd. Jedli |G| > 4 oraz a,b,ab,c sa czterema réznymi elementami sbioru G*,
to istnieje bijekcja zbioru G* na siebie taka, ze
ara, b= b, ab—

Taka bijekcja zbioru G* na siebie nie moze by¢ zacieénieniem do G* zadnego
automorfizmu grupy G. Jedli natomiast |G| = 4 i grupa G nie jest grupa
czwérkowa Kleina, to jest grupa cykliczna Z4 i ma 2—elementowa grupe
automorfizméw. B

A wigc nieréwnoé¢ |AutG| < (n — 1)! dla grupy G rzedu n, wynikajaca z (2)
realizuje sie jako réwnoéé tylko dla n < 4, przy czym dla n = 4 tylko dla G = V.
Mozna udowodni¢ calkiem elementarnie nastepujace silniejsze ograniczenie dla
rzedu grupy AutG.

Twierdzenie 3.2. Niech G bedzie grupq rzedu n > 2 ¢ niech k = [log, n). Wtedy

k-1
|AuwtG| < [ (n - 29).

1=0

Dowdéd. Niech k bedzie najmniejsza liczba elementéw grupy G tworzacych
uklad generatoréw grupy G. Kazdy taki k—elementowy uklad generatoréw
{91,---,9x} grupy G ma nastepujaca wlasnoéé: dla kaidegoi=1,...,k—1,
element g;;; nie nalezy do podgrupy G; generowanej przez elementy
d1,---,9i- Wynika stad, ze podgrupa G; zawiera przynajmniej 2* elementéw,
w szczegblnosci wiec

n= 6] = |G| 2 2"
Jeéli o jest dowolnym automorfizmem grupy G, to {o(g1),...,0(gk)} jest
takze zbiorem generator6w grupy G. Liczba automorfizméw grupy G nie
przekracza wiec liczby zbioréw generatoré6w majacych po k elementéw. Ile jest
k—elementowych zbioréw generatoré6w w grupie G? Aby skonstruowaé taki
zbiér, obieramy dowolny element g, grupy, rézny od jedynki: daje to n —1
mozliwodci wyboru. Nastepny element g2 w naszym zbiorze musi by¢é réiny
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od 1iod g, mamy wiec n — 2 mozliwoéci wyboru. Kolejny element musi
by¢ rézny od czterech elementéw 1, gy, g2, 9192. Kontynuujac to postepowanie

» & . k—1 : , ¢ . & ®
otrzymamy co najwyzej [, (n — 2*) ukladéw generatoréw, skad wynika jus
nasze twierdzenie.

Zauwazmy jeszcze, ze gdybySmy szacowali liczbe k—elementowych ukladéw
generatoréw grupy G znacznie mniej dokladnie, oceniajac, ze kazdy generator
g mozna wybraé na nie wiecej niz n sposobéw, to otrzymaliby$my nastepujace
oszacowanie dla rzedu grupy AutG :

|AutG| < n* < nlogam,

Z drugiej strony rezultatu twierdzenia 3.2 nie mozna ulepszy¢, gdyz dla
elementarnych 2—grup abelowych, czyli dla grup

Z5 =2y x - x Zy,

rzedu n = 2¥, rzad grupy automorfizméw jest réwny H::OI (n—2%) (zob. Zbidr...
122(a), 325(b)).

Dla opisania struktury grupy jest rzecza niezbedna poznanie jej podgrup. Gdy
G )est grupa nieabelowa, najwazniejsza podgrupa grupy AutG jest z pewnoécia
grupa automorfizméw wewnetrznych InnG. Jest to istotnie podgrupa, gdyz dla
dowolnych automorfizméw wewnetrznych , oraz ¢, mamy

=1g-1.

. . e -_1
La O = tgby, 1,

Jest rzecza naturalna rozwazyé odwzorowanie

f:G —InnG, f(a)=1,4
1 zauwazy¢, ze jest ono homomorfizmem grup. Ponadto, jadro tego
homomorfizmu sklada si¢ z elementéw a € G, takich, ie i, = idg, to znaczy
aza~! = z dla kaidego z € G. Zatem jadrem homomorfizmu f jest centrum
Z(G) grupy G i otrzymujemy nastepujacy opis grupy InnG :
(3) InnG = G/Z(G).
Warto tez zauwaiy¢, ze InnG jest podgrupa normalng w grupie AutG, gdyi
(4) goigoo = 14{a)
jak wynika z nastepujacego rachunku:

(¢ 0ta00™")(9) = o(ac™(g)a™") = o(a)go(a™)

-1 .
= o(a)ga(a)™" =1o(a)(9),
dla dowolnych o € AutG, a,g € G.

Mozna zatem rozpatrywaé grupe ilorazowa
OutG := AutG/InnG,

ktéra nazywa si¢ grupa automorfizméw zewnetrznych grupy G, chociai jej
elementy nie sa automorfizmami (lecz zbiorami automorfizméw) grupy G.
Kazdy automorfizm grupy G, ktéry nie jest automorfizmem wewnetrznym (jesli
taki istnieje) nazywa sie automorfizmem zewnetrznym grupy G. Grupa abelowa
G ma wylacznie automorfizmy zewnetrzne, natomiast istnieja grupy nieabelowe,
ktére w ogéle nie maja automorfizméw zewnetrznych (zob. §6).

Wyznaczenie grupy automorfizméw danej grupy jest na ogél doé¢ trudne. Jesli
grupa ta ma strukture iloczynu prostego grup, to przydatna jest snajomos¢ grup
automorfizméw czynnikéw tego iloczynu. Mamy bowiem dla dowolnych grup

G, H monomorfizm grup

AutG x AutH — Aut(G x H),

ktéry parze automorfizméw (o, p) przyporzadkowuje automorfizm o x p,
okreslony nastepujaco:

(0 x p)(g, ) = (o(9), p(R)).
Jesli grupy G i H sa skoficzone i ich rzedy sa waglednie pierwsze to ten
monomorfizm jest izomorfizmem grup (zob. Zbidr... 385). A wiec w tym
przypadku struktura grupy Aut(G x H) jest calkowicie okreslona przez strukture
grup AutG i AutH.
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Metoda ta moze by¢ uzyta do opisu grup automorfizméw skoriczonych grup
abelowych, gdyz jak wiadomo, kazda skoiiczona grupa abelowa G rzedu
n=p}'---pp*, gdzie p1,..., px sa réznymi liczcbami pierwszymi, jest suma
prosta abelowych p-grup:

G=Gy, ® - @Gy,

ktérych rzedy sa odpowiednio réwne p7*, ..., p.*. Skladniki proste tego rozkladu
maja wiec rzedy parami wzglednie pierwsze, skad wynika, ze

AutG = AutG,, & - @ AutG),.

W ten sposéb problem zostal zredukowany do opisu grup automorfizméw
p-grup abelowych. Jak wiadomo, kazda skoliczona p-grupa abelowa jest suma
prosta cyklicznych p-grup, ale tu juz struktura produktowa nie przenosi sie
na grupe automorfizméw. Natomiast dla wyznaczenia grupy automorfizméw
mozna tutaj prébowaé postuzyé sie¢ metoda, ktéra zastosowaliSmy do dowodu
twierdzenia 3.2.

Podamy terasz liste grup automorfizméw wszystkich grup rzedu nie wickszego
niz 15. Lista ta zostala sporzadzona na podstawie Zbioru zadarn z teorss grup
(rozdzial 3), gdzie mozna znalefé dalsze informacje o automorfizmach grup oras
o grupach wystepujacych w tej klasyfikacji.

Stosujemy tu nastepujace standardowe oznaczenia:

Z,, grupa cykliczna rzedu n,

S, grupa symetryczna zbioru n-elementowego,

A, grupa alternujaca permutacji parzystych zbioru n-elementowego,
D,, grupa izometrii n-kata foremnego (grupa diedralna),

Q2,, uogdélniona grupa kwaternionéw rzedu 4n,

GL(n, Z,) grupa macierzy odwracalnych nad cialem Z,,

Af(n, Z,,) grupa afiniczna stopnia n nad pierscieniem Z,y,.

G G| AutG |AutG|
Z, 2 1 1
Zs 3 Z, 2
Z, 4 Z, 2
22 X Zo 4 Sg 6
Zs 5 Z, 4
Zg 6 Z, 2
Ss3 6 Ss3 6
Z, 7 Zg 6
Zg 8 Z; x Z2 4
Z4 X 22 8 D4 8
ZQ X ZQ X Zo 8 GL(3, ZQ) 168
Dy 8 Dy 8
Q. 8 Ss 24
Zy 9 Zg 6
Z3 X Z3 9 GL(Z, Z3) 48
Z 10 Z, 4
Ds 10 Af(1,2s) 20
2, 11 Zo 10
Z,, 12 Z, x Zy 4
Ze X Z, 12 Z, % Ss 12
De 12 De 12
Qe 12 Af(1,Z6) 12
A4 12 S4 24
Zs 13 Z,; 12
Z,, 14 Zg 6
Dy 14 Af(1,Z7) 42
Z15 15 Z4 X ZQ 8
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4. Poréwnanie wlasnosci grup G i AutG

Przede wszystkim mozna zapytad jakie wlasnosci grupy G przenosza sie na jej
grupe automorfizméw AutG. Jedna z niewielu rzeczy, ktére si¢ zachowuja, jest
brak centrum:

Twierdzenie 4.1. Z(G) =1 = Z(AutG)=1.

Dowéd. Jedli Z(G) =1, to Z(InnG) = Z(G/Z(G)) = Z(G) = 1. Stad wynika, ze
takze Z(AutG) = 1. Jesli bowiem o jest dowolnym automorfizmem grupy G i o
jest przemienny z kazdym automorfizmem wewnetrznym :, grupy G, to mamy

a =U°ia°U_1 Va € G.
A wiec na podstawie (4) mamy 1, = 1,(,) dla kazdego a € G. Stad wobec

réznowartoéciowoéci homomorfizmu f : G — InnG, f(a) = ¢, wynika, ze
o(a) = a dla kazdego a € G. A wiec 0 = id¢; oraz Z(AutG) =1. W

Inna wlasnoécia, ktéra zachowuje sie w pewnym stopniu przy przej$ciu od
grupy G do grupy AutG jest podzielnoé¢ rzedu grupy przez liczby pierwsze.
Wprawdzie nie zawsze jest prawda, ze jesli liczba pierwsza p dzieli rzad grupy
G, to dzieli takze rzad grupy AutG, ale okazuje sie, ze jesli rzad grupy dzieli
sie przez dostatecznie wysoka potege liczby pierwszej p, to nie pozostaje to bez
wplywu na rzad grupy AutG.

Twierdzenie 4.2. Niech G bedzie grupq skoticzong t niech p bedzie liczbg
prerwszq. Jedli p? dzieli rzad grupy G, to p dzieli rzad grupy AutG.

Dowéd. Najpierw rozwazymy przypadek, gdy grupa G jest abelowa. Jedli

p? | |G|, to grupa G ma p-prymarny skladnik prosty G, rzedu p®, gdzie a > 2. Sa
tu dwa istotnie rézne przypadki. Pierwszy, gdy G, jest elementarna p-grupa, to
znaczy, gdy rzedy wszystkich niezerowych elementéw w G, sa réwne p. Wtedy
G, jest przestrzenia liniowa nad cialem prostym F,, i jej grupa automorfizméw
jest izomorficzna z grupa macierzy odwracalnych GL(a, F,) (zob. Zbidr. ..
325(b)), ktérej rzad jest réwny

(" = 1)(p* = p) - (p* — p*7)
(zob. Zbidr... 122(a)). Liczba ta jest podzielna przez p, jesli tylko o > 2.
Drugi przypadek mamy gdy grupa G, nie jest elementarna p-grupa. Wtedy
rozkladamy grupe G, na sume prosta p-grup cyklicznych i wéréd nich musi byé
skladnik prosty izomorficzny z Z,¢, gdzie £ > 2. Mamy wtedy

AutZ,. = 2,
gdzie Z;l jest grupa elementéw odwracalnych piericienia Z,: (zob. Zbidr. ..
322(b)). Jednakie wiadomo, ze rzad grupy Z7, jest réwny p“(p—1) (zob.
Zbidr... 870(c)), jest zatem podzielny przez p.

A wiec w kazdym przypadku grupa abelowa G ma skladnik prosty, ktérego
grupa automorfizméw ma rzad podzielny przez p. Poniewaz jednak grupa
automorfizméw skladnika prostego grupy G zanurza sie réznowartosciowo

w grupe automorfizméw grupy G (zob. §3), wiec wynika stad, ze |AutG| dzieli
sie przez p.

Zalézmy teraz, ze grupa G jest nieabelowa. Tutaj takze sa dwa istotnie rézne
przypadki, w zaleznosdci od tego, czy liczba pierwsza p dzieli rzad grupy
ilorazowej G/Z(G), czy tez nie. Jedli p | |G/Z(G)|, to na podstawie (3) liczba
p dzieli rzad grupy InnG i wobec tego takie rzad grupy AutG.

Bedziemy wiec odtad zakladaé, ze liczba pierwsza p nie dzieli rzedu grupy
p® || n oznacza, ie p dzieli n oraz G/Z(G). Oznacza to, ze jesli p* || |G|, to takze p" || |Z(G)|- Niech S bedzie
p>*! nie daieli n. p-podgrupa Sylowa grupy Z(G). A wiec |S| = p* i wobec tego S jest takze
p-podgrupa Sylowa grupy G. Poniewaz kazde dwie p-podgrupy Sylowa grupy
G sa sprzezone, sa wiec one wszystkie rdwne S. Na podstawie pierwszej czesci
dowodu wiemy juz, ze rzad grupy AutS dzieli si¢ przez p. Wystarczy wiec

udowodnié, ze

(5) Grupa S jest skladnikiem prostym grupy G.
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Najpierw uzasadnimy nastepujace kryterium przynaleznosci elementu g grupy G
do grupy S:

(6) gES & ¢ =1

Poniewaz p® jest rzedem grupy S, kazdy element grupy S ma rzad bedacy
dzielnikiem liczby p®, a wiec ¢ = 1. Na odwrét, jeéli g € G oraz g =1, to
podgrupa cykliczna (g) jest p-grupa, zawiera sie wiec w pewnej p-podgrupie
Sylowa grupy G. Jak juz stwierdziliSmy wyzej, grupa S jest jedyna p-podgrupa
Sylowa grupy G, zatem (g) C S, skad wynika, ze g € S. Dowodzi to (6).
Mozemy teraz przejé¢ do dowodu (5). Zalézmy, ze |G| = p* - m. Wtedy m jest

niepodzielna przez p liczba naturalna i wobec tego istnieja takie liczby calkowite
a,b, ze p®a+ mb = 1. A wiec dla dowolnego elementu ¢ € G mamy

g= g,p"a . gm.b‘
Tutaj drugi czynnik nalezy na podstawie (6) do grupy S, gdyz
(g™ =1,
natomiast pierwszy czynnik nalezy do podzbioru R grupy G szlozonego z
wszystkich poteg elementéw grupy G o wykladniku p®a. Udowodnimy, ze zbiér

R jest podgrupa grupy G. Niech g,h € G. Wtedy obok powyzszego rozkladu
elementu g mamy takze

h= hp“'a . hmb’
gh = (gh)?"® - (gh)™.
Z drugiej strony, uwzgledniajac, ze S jest podgrupa centrum grupy G mamy
gh=g"" . g™ hPO R = g% pp%a . (gh)™D,
Poréwnujac te dwa wyrazenia dla iloczynu gh widzimy, ze zbiér R jest

zamkniety ze wzgledu na mnozenie 1, jako podzbiér grupy skoriczonej, jest
podgrupa grupy G. Zauwazmy jeszcze, ze

RNnS=1,
gdyz kaidy element ¢g”"® € R ma rzad bedacy dzielnikiem liczby m, podczas
gdy S jest p-grupa oraz p nie dzieli m. Ponadto, rs = sr dla kazdych r € R oraz
s € S, gdyz S jest podgrupa centrum grupy G. Sumujac stwierdzamy, ze

G=R&S,
co dowodzi (5), i koriczy dowéd twierdzenia. B
Warto zauwazyé, ze udowodnione przez nas twierdzenie jest szczegélnym
przypadkiem ogélniejszego rezultatu Ledermana i Neumanna, ktérzy wykazali,
ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieje funkcja
fot N—=N
taka, ze dla kazdej grupy skoriczonej G i dla kazdej liczby naturalnej n,
Jedli p/»(") | |G|, to p" | |AutG].
Green wykazal, ze

foln) < gn(n+3) +1.

Gdybysmy chcieli z tych rezultatéw uzyskaé pewnoéé, ze p | |AutG|, to
musieliby$my zakladaé, ze rzad grupy G dzieli sie przez p®, gdyz wedlug Greena,
fr(1) < 3.

Wlasnosci grupy G nie przenosza sie jednak na ogél na grupe AutG. A oto
typowe przyklady braku wspélnych wlasnoéci grup G i1 AutG.

Grupa automorfizméw grupy abelowej moze byé nieabelowa, np. AutVy = Sj.

Grupa automorfizméw grupy nieabelowej moze by¢ abelowa, chociaz tutaj
znacznie trudniej wskazaé jaki$ prosty przyklad.

Latwo natomiast stwierdzié, ze dla grupy nieabelowej G, grupa AutG nie mosze
byé grupa cykliczna. Gdyby bowiem grupa AutG byla cykliczna, to cykliczna
bylaby takze jej podgrupa InnG, podczas gdy InnG jest izomorficzna s G/Z(G),
a o tej grupie udowodnimy, ze nie jest cykliczna.
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Twierdzenie 4.3. Jesli grupa G jest nieabelowa, to grupa ilorazowa G /Z(G) nie
jest cykliczna.

Dowéd. Niech G/Z(G) = (aZ(G)) i niech b,c € G. Wtedy b = a*z;,c = b'z,,
gdzie z;, 22 € Z(G) oraz k,l € Z. Wtedy bc = a**'z,2, = cb. A wiec cyklicznosé
G/Z(G) pociaga, ze G jest abelowa, sprzecznosé. B

Jesli grupa G jest nieskoficzona, to jej moc moze byé rézna od mocy grupy
AutG. Tak wiec, na przyklad, grupa automorfizméw grupy nieskoriczonej Z
liczb calkowitych, jest grupa 2—elementowa Z,.

Moze sie¢ takze zdarzyé, ze grupa przeliczalna ma nieprzeliczalna grupe
automorfizméw. Na przyklad, multyplikatywna grupa liczb wymiernych
dodatnich Q% ma nieprzeliczalna grupe automorfizméw AutQ™, gdyz kazda
bijekcja zbioru liczb pierwszych na siebie wyznacza automorfizm grupy Q7.

Latwo stwierdzié, ze grupy izomorficzne maja izomorficzne grupy
automorfizméw. W zwiazku z tym mozna rozpatrywaé przyporzadkowanie,
ktére kazda grupe (klase grup izomorficznych) przeprowadza na jej grupe (klase
izomorficznych grup) automorfizméw:

G — AutG.

To odwzorowanie nie jest injektywne (réznowartosciowe), gdyz grupy
automorfizméw nieizomorficznych grup moga by¢ izomorficzne. Na przyklad

Z i Z3 maja te sama (z dokladnoscia do izomorfizmu) grupe automorfizméw Z,.
Okazuje sie, ze odwzorowanie to nie jest tez surjektywne, gdyz nie kazda grupa
moze byé grupa automorfizméw grupy.

Twierdzenie 4.4. Grupy cykliczne rzedéw nieparzystych > 1, nie sq
grupami automorfizmdw grup. Dokladniey, Zadna grupa cykliczna nie jest
grupq automorfizmdw grupy nieabelowey, oraz, zadna grupa skoriczona rzedu
nieparzystego > 1 nie jest grupq automorfizmdw grupy abelowey.

Dowdéd. Dla grupy nieabelowej G, grupa InnG nie jest cykliczna, wiec takze
grupa AutG nie moze by¢ cykliczna. Natomiast, jesli grupa G jest abelowa,
to na podstawie przykladéw 2.11i 2.2 grupa G ma automorfizm rzedu 2. Jesli
zatem grupa AutG jest skoniczona, to ma rzad parzysty. B

Istnieja tez nieabelowe grupy skornczone, ktére nie sa grupami automorfizméw
wewnetrznych zadnej grupy (zob. Zbidr... 287, 330).

Widzimy wiec, ze grupy automorfizméw grup nie wyczerpuja klasy wszystkich
grup. W zwiazku z tym powstaje watpliwo$é, czy traktowanie grup jako miary
symetrii réznych obiektéw jest sluszne. Gdyby okazalo sie, ze istnieja grupy,
ktére nie sa grupami automorfizméw zadnych obiektéw, to powiedzenie,

ze ”liczby mierza wielkosci, a grupy mierza symetrie” nie byloby calkiem
uprawnione. Okazuje sie jednak, ze grupy bardzo dobrze pelnia swoja

role miernika symetrii. Mozna bowiem udowodnié, ze kazda grupa jest

grupa automorfizméw pewnej algebry uniwersalnej, a nawet pewnej kraty
dystrybutywnej (G. Birkhoff, 1946) [zob. Plotkin, str. 117]. Ponadto:

Kazda grupa jest grupg wszystkich automorfizmdw pewnego pierscienia
(J. de Groot, 1958) [zob. Plotkin, str. 118].

Kazda grupa jest grupq wszystkich automorfizmdéw pewnego grafu
(G. Sabidussi, 1957) [zob. Plotkin, str. 118|.
5. Holomorf grupy

Niech A bedzie podgrupa normalna grupy G. Wtedy
gAg ' =A

dla kazdego g € G. Wynika stad, ze automorfizm wewnetrzny ¢, grupy G,
zacieéniony do podgrupy A, jest automorfizmem (ale juz niekoniecznie
wewnetrznym) grupy A. Nasuwa sie pytanie, czy dla kazdej grupy A istnieje
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grupa G zawierajaca A jako podgrupe normalna i taka, ze kazdy automorfizm
grupy A jest zacie$nieniem do A pewnego automorfizmu wewnetrznego grupy G.

Aby odpowiedzieé na to pytanie, trzeba najpierw uzmyslowié sobie w jaki
spos6b ulokowana w grupie G moze by¢ jej podgrupa normalna A. Pierwszym
pomystem jest niewatpliwie rozwazenie przypadku, gdy grupa A jest czynnikiem
prostym grupy G. Oznacza to, ze obok podgrupy normalnej A mamy druga
podgrupe normalna B w grupie G oraz

G=A B={a-b: a€A beB}, ANB=1.
Wtedy kazdy element a € A jest przemienny z kazdym elementem b € B, gdyz
aba™'b" ' =a-ba"'b"1 € A
=aba"!-b"! € B.

A wiec komutator aba”'b"! € AN B = 1, skad wynika, ze ab = ba, dla kazdych
a € A, b € B. Wobec tego jedli g = ab € G jest dowolnym elementem grupy G, to
dla kazdego z € A mamy

ig(z) = tap(z) = abzb~la"! = aza?,

gdyz z € A jest przemienny z elementem b € B. Wynika stad jednak, ze 1, dziala
na podgrupie A dokladnie tak samo jak automorfizm wewnetrzny grupy A
wyznaczony przez a € A. Jesli grupa A ma automorfizm zewnetrzny, to nie jest
on zacie$nieniem do A automorfizmu wewnetrznego grupy G. Stwierdzamy wiec,
ze gdy A jest czynnikiem prostym grupy G, to grupa G nie rozwiazuje naszego
problemu.

Przeprowadzamy wiec nastepny eksperyment polegajacy na oslabieniu warunkéw
narzuconych na A i B w pierwszym, nieudanym eksperymencie. A wiec
zakladamy, ze

G=AB, A<G, B<G, AnB=1.

Zrezygnowaliémy wiec z zalozenia, ze B jest podgrupa normalna. W tej sytuacji
grupa G jest iloczynem pdiprostym podgrupy normalnej A i podgrupy B. Istnieja
liczne przyklady grup, ktére rozkladaja sie na iloczyn pélprosty, ale nie maja
rozkladu na iloczyn prosty nietrywialnych podgrup normalnych. A wiec, na
przyklad,

D, = Obr(n) - Odb(n),
Sn = Ap - {1,(12)},
O(n) = §0(n) - {1,7},
IzomE™ = TranE™ - ObrE™,
Af(n, K) = TAf(n, K) - CAf(n, K).

Tutaj uzyliémy nastepujacych oznaczefi: Obr(n) oznacza n-elementowa
podgrupe obrotéw i Odb(n) jakakolwiek 2—elementowa podgrupe zawierajaca
odbicie n-kata foremnego, 7 oznacza jakakolwiek nietrywialna symetrie
wzgledem hiperplaszczyzny w przestrzeni euklidesowej, Tran i Obr oznaczaja
odpowiednio podgrupe translacji i podgrupe obrotéw w grupie izometrii
przestrzeni euklidesowej afinicznej, TAf i CAf oznaczaja podgrupe translacji

i podgrupe §rodkowo-afiniczna w grupie przeksztalceri afinicznych n-wymiarowej
przestrzeni liniowej nad cialem K. W kazdym rozkladzie pierwszy czynnik

jest podgrupa normalna, natomiast drugi nie jest podgrupa normalna

w rozpatrywanej grupie.

Powracamy teraz do iloczynu pélprostego G = AB. Tutaj takze kazdy element
g grupy G ma jednoznaczne przedstawienie w postaci iloczynu g = ab, gdzie
a € A, b € B. Jeéli takze g; = a,b;, gdzie a; € A, b; € B, to mamy

g-g1=ab-a1by=a- ba b1 - bb;.

Dla poréwnania, je§li G = AB jest iloczynem prostym, to elementy podgrup A
i B sa przemienne, i wobec tego

g-g91 =ab-ayb; =a-ba;-b; = aa; - bb;.
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Tak wiec zapisanie elementu g - g, w ‘prawidlowej’ postaci, to znaczy jako
iloczynu elementéw z A i B jest latwiejsze w przypadku iloczynu prostego, ale
jest takze calkiem przejrzyste w przypadku iloczynu pélprostego.

Idac dalej tym tropem uzyskamy pelne rozwiazanie tego problemu. Przede
wszystkim zauwazmy, ze nasza wiedza o iloczynie pélprostym grup daje sie

tez sformulowaé nastepujaco. Jesli G = AB jest iloczynem pélprostym, to na
iloczynie kartezjafiskim A x B zbioré6w A i B mozna okreéli¢ dzialanie mnozenia
nastepujaco:

(a, b) ¢ (al, bl) = (a 8 balb_l, bbl)

Latwe sprawdzenie pokazuje, e z tak okreslonym dzialaniem zbiér A x B staje
si¢ grupa izomorficzna z iloczynem pélprostym G = AB. Co wiecej, zaloienie, ze
G = AB jest iloczynem pélprostym jest wykorzystane tylko dla zapewnienia, ze
1p(a1) € A, co gwarantuje, iz iloczyn dwéch par z A X B jest znowu elementem
tego zbioru. Sugeruje to przeprowadzenie nastepnego eksperymentu, w ktérym
zaryzykujemy juz pelna ogélnosé sytuacji.

Niech wiec A i B beda dowolnyms grupami i niech dany bedzie homomorfizm
h:B — AutA,

ktéry kazdemu elementowi b € B prayporzadkowuje automorfizm h(b) grupy A
(w naszym eksperymencie z iloczynem pélprostym mieliémy h(b) = ;). Taki
homomorfizm h nazywa sie tei dzialaniem grupy B na grupie A. Na iloczynie
kartezjaniskim A X B zbioréw A i B definiujemy dzialanie nastepujaco:
(a,0) - (a1, 1) = (a- h(b)(a1), bb1).
W tej definicji rozpoznajemy rozpatrywany wyszej przypadek iloczynu
pélprostego, w ktérym w miejsce automorfizmu h(b) mieliémy automorfizm
wewnetrzny ;. Sprawdzamy teraz bez wiekszego trudu, ze zbiér A x B z tak
okreslonym mnozeniem jest grupa! Grupa ta zalezy oczywiscie od wybranego
przez nas dzialania h grupy B na grupie A. Nazywa si¢ ja iloczynem pdiprostym
grup A i B wyznaczonym przez dzialanie h grupy B na grupie A. Oznaczamy ja
nastepujaco:
A Dy B.

Latwo mozna stwierdzié, ze odwzorowania

a+ (a,1) oraz b+ (1,b)
sa monomorfizmami grup A i B w grupe A g, B. W tej sytuacji utozsamimy
element a grupy A z jego obrazem (a, 1), oraz element b grupy B z jego obrazem
(1,0) w grupie A bq;, B. W ten sposéb kaidy element (a,b) iloczynu pélprostego
A <, B mozna przedstawié w postaci

(a,b) = (a,1) - (1,b) = a - b.
Regula mnozenia w grupie A b<), B zapisze si¢ teraz nastepujaco:

ab-aiby =a-h(b)(ay) - bb;.
Stad, skracajac lewostronnie a oraz prawostronnie b; oraz mnozac prawostronnie
przez b~ otrzymujemy nastepujaca réwnosé

ba b~ = h(b)(a1)
dla kazdego a; € A, b € B. A wiec automorfizm h(b) grupy A jest zacie$nieniem
automorfizmu wewnetrznego , grupy A <, B do podgrupy A. Pozostaje
teraz wybraé odpowiednio grupe B i homomorfizm h : B — AutA tak, by h(b)
przebiegal wszystkie automorfizmy grupy A. Istnieje prosty i uniwersalny sposéb
spelnienia tych postulatéw: wystarczy wziaé B = AutA zaé w charakterze
homomorfizmu h wziaé homomorfizm tozsamosdciowy id : AutA — AutA.
Otrzymany w ten sposéb iloczyn pélprosty A p<;q AutA nazywamy holomorfem
grupy A i oznaczamy
Hol(A).

Udowodniliémy wiec nastepujace twierdzenie, ktére rozwiazuje postawiony
wczeéniej problem.
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Twierdzenie 5.1. Dia kazdej grupy A istnieje grupa Hol(A) zawierajaca A jako
podgrupe normalng i majqca nastepujecq wiasnosé. Kazdy automorfizm grupy A
jest zaciesnieniem do A pewnego automorfizmu wewnetrznego grupy Hol(A).

Jako przyklad rozwazmy grupe cykliczna A = Z,,. Jej grupa automorfizméw jest
izomorficzna z multyplikatywna grupa Z;, reszt pierwszych wzgledem n. Zatem

Hol(Z,) = Z, = 25 = Af(1,Z,),

gdzie Af(1,Z,) jest grupa afiniczna stopnia n nad pierécieniem Z,, reszt
modulo n. Poniewaz AutD,, = Af(1,Z,) (zob. Zbidr... 331), wiec mamy takze

AutD,, = Hol(Z,,).

Mozna takze udowodnié, ze dla iloczynu pélprostego G = Z,, > Z,, dwéch grup
cyklicznych, jesli Z(G) = 1, to AutG = Hol(Z,) (zob. Walls).

6. Wieza grup automorfizmoéw

Bedziemy teraz rozpatrywaé iteracje operacji przejicia od grupy G do jej grupy
automorfizméw wewnetrznych InnG lub grupy wszystkich automorfizméw
AutG. Jest rzecza interesujaca zbadaé, jaka jest struktura grupy symetrii
(automorfizméw) grupy, a nastepnie, jakie prawa rzadza symetriami

grupy symetrii, itd. W pierwszej kolejnosci rozpatrzymy przypadek grup
automorfizméw wewnetrznych. A wiec dla danej grupy G okreélamy ciag grup
I" G nastepujaco:

I°G:=G, I'"G=Im(I""'G), n>1.

Poniewaz grupa InnG jest homomorficznym obrazem grupy G, wiec mozna
byloby oczekiwaé, ze ciag I" G osiagnie dla odpowiednio duzych n grupe
jednostkowa, przynajmniej gdy grupa G jest skoficzona. Okazuje sie, ze ma to
miejsce tylko dla grup o specjalnych wlasnosciach:

I"G=1 & G jest nilpotentna stopnia < n.
Zob. Zbiér... 68T7.

Natomiast calkiem inaczej wyglada sytuacja, gdy iterujemy operacje przejécia
od grupy G do grupy AutG. Rozpatrzymy najbardziej regularny przypadek, gdy
Z(G) = 1. Wtedy homomorfizm

G — AutG, a1,

ma jadro Z(G) = 1, jest zatem monomorfizmem. Mozemy wiec utozsamié
obraz tego homomorfizmu z grupa G i w ten sposéb traktowaé grupe G jako
podgrupe grupy AutG. Podkreslmy, ze przy tym utozsamieniu element a € G
identyfikujemy z automorfizmem wewnetrznym iz, grupy G.

Jedli jednak G ma trywialne centrum, to grupa AutG tez ma trywialne centrum
(twierdzenie 4.1). Zatem grupe AutG mozemy identyfikowaé z podgrupa
automorfizméw wewnetrznych grupy Aut(AutG), ktéra tez ma trywialne
centrum. A wiec jedli Z(G) = 1, to otrzymujemy wieze grup automorfizméw
grupy G :

G C AutG C Aut(AutG) C - --

Bedziemy moéwili, ze wieza ta jest skoficzona, jeéli pojawi si¢ w niej na miejscu
z numerem skoriczonym grupa D taka, ze D = AutD. Wtedy oczywiscie
wszystkie nastepujace po D grupy w wiezy sa izomorficzne z D. Méwimy

tez wtedy, ze wieza stabilizuje si¢ na grupie D. Nie ma zadnych oczywistych
powodéw aby oczekiwaé, iz wieza grup automorfizméw stabilizuje sie.
Przeciwnie, jesli grupa ma trywialne centrum, to jest izomorficzna z grupa
automorfizméw wewnetrznych, i wobec tego tylko w wyjatkowej sytuacji, gdy
nie ma automorfizméw zewnetrznych, nie produkuje wyzszego pietra w wiezy
grup automorfizméw. Jednakze wbrew tym naiwnym intuicjom, wieza grup
automorfizméw grupy skoficzonej nie wymyka sie spod kontroli, mamy bowiem
nastepujacy stynny rezultat teorii grup skorniczonych.
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Twierdzenie 6.1. (Twierdzenie Wielandta)

Niech G bedzie grupq skoticzong z trywialnym centrum. Wiedy wieza grup
automorfizmdw grupy G jest skoriczona.

Dowéd. Zobacz Robinson, str. 397. &

Grupe D, na ktérej stabilizuje sie wieza grup automorfizméw, czyli taka,

ze Z(D) = 1 oraz D = AutD, nazywa si¢ grupa doskonalq. Tak wiec dla
kazdej grupy skoriczonej z trywialnym centrum istnieje skoficzona wieza grup
automorfizméw koriczaca sie na grupie doskonale;.

Grupa symetryczna S,, dla n > 31 n # 6 jest doskonala. Jest to twierdzenie
Holdera z 1895 roku. Holder wykazal takze, ze grupa symetryczna Sg nie jest
doskonala. Wobec tego, ze grupy symetryczne S,, dla n > 3 maja trywialne
centrum, oznacza to, ze nie wszystkie automorfizmy grupy Se¢ sa wewnetrzne.
Inaczej méwiac, grupa Sg ma automorfizm zewnetrzny. Konstrukeji tego
automorfizmu poswieconych jest kilka prac, zob. Fournelle i cytowane tam
prace. Istnieja tez inne grupy doskonale. Mozna, na przyklad, udowodnié, ze
kazda nieabelowa grupa prosta ma doskonala grupe automorfizméw. Jest to
twierdzenie Burnside’a (zob. Robinson, str. 399).

Dla grup nieskoriczonych z trywialnym centrum mozna zbudowaé wieze
pozaskonczona grup automorfizméw. Nie wiadomo, czy dla kazdej grupy z
trywialnym centrum wieza ta stabilizuje sie. Istnieja jednak przyklady grup
nieskonczonych, ktérych wieza grup automorfizméw jest nieskoniczona. Taka
grupa jest grupa Do, = Af(1,Z). Jej wieza grup automorfizméw stabilizuje
sie jednak na holomorfie grupy liczb wymiernych o mianownikach bedacych
potegami liczby 2 (zob. Robinson, str. 400).

Nie wiadomo wiec, jak bardzo symetryczne sa grupy nieskoriczone.
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