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Pojecie dobrego porzadku pochodzi od Georga Cantora, twércy teorii mnogosci.
Teoria mnogoéci powstala w koficu XIX wieku i nie jest juz dziedzina mloda.
Niemniej jednak jej pojecia rozwijaly sie bardzo powoli i napotykaly ogromny
opér érodowiska matematykéw. Takze filozofowie, a nawet teologowie,
kwestionowali wartoéé teorii mnogoséci. Nowoczesne ujecie tej dziedziny pochodzi
od von Neumanna i Goédla z lat dwudziestych naszego wieku. Ujecie von
Neumanna i Godla jest proste, jasne i §cisle, spotyka si¢ jednak ono do dzi$

z niechecia matematykéw badZ filozofé6w matematyki.

Inaczej niz sie robi zwykle przedstawie najpierw szkic wspélczesnego ksztaltu
pojeé teorii mnogosci, a potem pokaze historyczna droge do nich.

Czeéé pierwsza — wyklad

Teoria mnogosdci jest teoria aksjomatyczna. Pojeciami pierwotnymi teorii
mnogosci jest pojecie zbioru i nalezenia elementu do zbioru. Aksjomatyka
powszechnie przyjmowana pochodzi od Zermelo i Fraenkla, lecz ostateczny
ksztalt nadal jej von Neumann. Wigkszo$é aksjomatéw ma postaé postulatéw
istnienia pewnych zbioréw. Sa to aksjomaty typu ,istnieje zbiér o danej
wlasnoéci” (np. istnieje zbiér pusty), albo typu ,jesli cos jest zbiorem, to co$
innego tez” (np. jesli z, y sa zbiorami, to istnieje zbiér z U y). Aksjomaty
wiec gwarantuja, ze pewne obiekty sa zbiorami. Wyrosly one miedzy innymi
z obserwacjl, ze nie mozna przyjaé, iz cokolwiek, co sobie zdefiniujemy, tworzy
zbidér — np. rodzina tych zbioréw z, ze z ¢ z zbiorem nie jest (jak latwo
zauwazy¢) — ,paradoks” Russela.

Liniowy porzadek < na zbiorze X nazywamy dobrym porzqdkiem, jesli dowolny
niepusty podzbiér A zbioru X ma w tym porzadku element pierwszy.

Przyklady.
Sa dobre:

1) Dowolny porzadek liniowy na zbiorze skoficzonym,
2) Porzadek liczb naturalnych,

3) Porzadek 1<3<5<...<2<4<6...,

4) Porzadek

2<4<8<16...<
3-2<3-4<3-8<3-16<...
5-2<5-4<5-8<5-16<...

Nie sa dobre:

1) Porzadek liczb calkowitych,
2) Porzadek liczb wymiernych,
3) Porzadek liczb rzeczywistych.

Z pojeciem dobrego porzadku $cile jest zwiazane zagadnienie indukcji.

Jesli < jest dobrym porzadkiem na X, a ¢ jest formula, to prawdziwa jest
nastepujaca zasada indukcji:
Vye X (Vz <y ¢(z) = ¢(y)) = Vz € X 4(z).
Istotnie zalézmy, ze
Vy € X (Vz <y ¢(z) = 4(v))
i przypuéémy, iz —¢(z) dla pewnego z € X. Rozwazmy zbiér
A={z e X:~¢(z)}.
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Ten zbidr jest wiec niepusty. Z faktu, ze < jest dobrym porzadkiem wynika, ze
A ma element pierwszy z,. Wéwczas jest prawda, iz
Vz < zo ¢(z).

Na mocy naszego zalozenia mamy wiec ¢(zo). Sprzecznosé.
W 1908 roku E. Zermelo udowodnil nastepujace twierdzenie:
Kazdy zbiér mozna dobrze uporzadkowad.

Z pojeciem dobrego porzadku jest Sciéle zwiazane pojecie liczby porzadkowej —
kluczowe pojecie teorii mnogosci Cantora.

Liczba porzadkowq nazywamy zbiér dobrze uporzadkowany przez relacje
nalezenia € i taki, ze

zeye X=>ze X.
Mozna zauwazy¢, ze wéwczas relacja C jest odpowiednim dobrym porzadkiem
nieostrym na X - podczas gdy € jest porzadkiem ostrym.

Definicja ta pochodzi od von Neumanna z 1928 roku.

Przyklady.

1) {0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}} = 4.
Mamy

0 e {0} €{0,{0}} {0, {0}, {9, {9}}},
0ele2es,
4=1{0,1,2,3}.
2) {0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}...} = w.
3) {0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{6}}}..., 0} =w+1
4) {0,{0},{0,{9}},{0,{0},{0,{0}}}..., 0,0+ Lw+2..}) =w+w.

W tym ujeciu liczba porzadkowa nie jest ,,mistycznym bytem”, jak zobaczymy,
ze bywalo w innych ujeciach, lecz zbiorem, czyli obiektem teorii.

Kilka sl6w o intuicji

Intuicyjnie, tak jak dla Cantora, liczba porzadkowa ma by¢ ,typem” dobrego
porzadku, czyli obiektem zwiazanym z tym porzadkiem, ale abstrahujacym od
konkretéw — wspélnym dla wszystkich porzadkéw z nim izomorficznych.

Mamy tu do czynienia z relacja réwnowaznosci — izomorfizmem porzadkéw.

Matematyk w takim przypadku definiuje odpowiednie pojecie dwojako:

bad7 biorac klase obiektéw réwnowaznych — np. pojecie kierunku, wektora
swobodnego itp. — badZ biorac kanonicznego ,reprezentanta” klasy, na przyklad
dla liczb catkowitych praystajacych mod m definiujemy reszte mod m jako
najmniejszy nieujemny element tej klasy (moznaby zdefiniowaé reszte jako klase
liczb przystajacych (Z|mZ), ale byloby to bardziej skomplikowane). Podobnie tu:
mozna (i prébowano) definiowaé liczbe porzadkowa jako klase 1zomorficznych
dobrych porzadkéw, ale prosciej jest ja zdefiniowaé jako kanonicany element tej
klasy - taka tez byla idea Cantora, tylko nie potrafil jej do kofica uécislié.

W powyzszych przykladach mamy do czynienia z porzadkami i liczbami
porzadkowymi przeliczalnymi.
Definiujemy
w1 = {a : o jest przeliczalna lub skorficzona liczba porzadkowa},
wy +1=w; U{w;}
Ogélnie
a+1=aU{a},
A={a:a< A}
dla kazdej liczby porzadkowe;j.
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Dalej

wg = {a: a jest réwnoliczna z podzbiorem w; },

wnt1 = {@: a jest réwnoliczna z podzbiorem w,},

wy =wUwyUwaU...
Mozemy teraz zdefiniowaé pojecie liczby kardynalnej: « jest liczbg kardynalna,
jedli jest najmniejsza taka liczba porzadkowa f, ze B jest réwnoliczne z c.
Mamy wtedy

a = {7 : v jest mocy mniejszej niz a}.
Liczbami kardynalnymi sa
41w:w1)w2)ww
nie sa
w+l,w+w,w; +1.

Wobec twierdzenia Zermelo, kazdy zbiér jest réwnoliczny z pewna liczba
porzadkowa, a wigc i z pewng liczba kardynalna.
Mocq zbioru X nazywamy liczbe kardynalna, z ktéra X jest réwnoliczny.
Dawniej liczby kardynalne nazywano ,alefami”. Liczbe w, definiowano jako
,typ porzadkowy” (blizej nie okreslony rodzaj bytu), zas R, jako moc zbioru
{B:B <wa} (uporzadkowanego w typ w).
Do niedawna w podrecznikach teorii mnogosdci niemal kazdy dowéd twierdzenia
o liczbach kardynalnych zaczynal sie od sléw:
Wezmy liczbe kardynalng m. Wezmy zbidr mocy m. Mozna go dobrze
uporzqdkowaé w typ w,. Weémy typ tego dobrego porzadku, w.. Weimy zbior
{B:8< wa}'
Podczas gdy, tak jak teraz robimy, wystarczy powiedzieé ,weimy liczbe
kardynalna m”.
Co wiecej, bylo tak jeszcze w latach sze$édziesiatych pomimo, ze juz
w 1939 roku Godel operowal liczbami von Neumanna.
Podsumowujac, mamy nastepujacy obraz

skala liczb kardynalnych zbiory
0
1
2

—
w2 Twierdzenie Zermelo

Wy

Wy+1

Podwéjna strzalka oznacza tu przyporzadkowanie zbiorowi X jego mocy,

a mozna to zrobié poprzez twierdzenie Zermelo. Gdyby nie zakladaé pewnika
wyboru, to wéwczas liczby w,, czyli dawne alefy, bylyby mocami zbioréw, ktére
moga byé dobrze uporzadkowane.

Czeéé druga — historia

Historie teorii mnogoéci mozna wiec zaczaé od pracy Cantora z 1874 roku,
w ktérej dowodzi on, ze sa co najmniej dwie moce nieskoniczone. Dowodzi
mianowicie, ze

R nie jest réwnoliczne z N.

Cantor stawia sobie pytanie — czy istnieja inne moce? Czy sa takie wéréd mocy
podzbioréw prostej?
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Stawia hipoteze (1878), ze nie ma — jest to stawna Hipoteza Continuum.

Od 1874 prébuje udowodni¢ swa hipoteze. Cheé udowodnienia tej hipotezy byla
Jjego gléwna sila twércza. Podchodzil do problemu z dwéch stron:

- bezposrednio — badal zbiory liczb rzeczywistych i ich moce,

— posrednio — badal jakie w ogéle moce moga istnieé.

Oba podejécia prowadzily Cantora do pojecia liczby porzadkowej.
Podejscie bezposrednie

Jeszcze w 1872 roku Cantor badal pochodne zbioréw na prostej. Robit to

w zwiazku z problemem jednoznaczno$ci rozwinieé trygonometrycznych. Z tejze
pracy pochodzi tez slawna konstrukcja liczb rzeczywistych ,,metoda Cantora” —
jako ciagéw Cauchy’ego liczb wymiernych.

Jeéli P C R, to przez P' bedziemy oznaczaé zbiér punktéw skupienia zbioru P.

Przypomnijmy tu twierdzenie Bolzano—Weierstrassa — jeli P jest nieskoriczony,
domkniety i ograniczony, to P’ # §.

Operacje ' mozemy iterowaé. Jak wiele razy? Cantor pisal:
p p
P(n+1) — (P("))',

P = ﬂ P("),
n=1
Poo+1 - (Poo)l

itd. Cantor rozwazal tez zbiory

+1
Poo”P(nS“U+nf°” +...+1L,,)’P(oom),

gdzie v, ng,...,n, €N.

W 1880 roku Cantor zauwazyl: na wskaznikach mozna wykonywaé operacje jak
na liczbach — powinny wiec to by¢ liczby!

Napisal tez: przydalaby sie klasyfikacja wskaznikéw — trzeba tu zrobi¢ porzadek.

W ten sposéb rodsilo sie pojecie liczby porzadkowej. Poniekad wiec liczby
porzadkowe zawdzieczaja swe istnienie potrzebom natury graficznej.

To podejscie do hipotezy continuum zaowocowalo twierdzeniem
Cantora-Bendixona z 1884 roku:

Jesly P jest domkniety + nieprzeliczalny, to P ma moc continuum (ma podzbidr
doskonaly).

Uzywajac terminologii liczb porzadkowych mozna stwierdzié:

Dla dowolnego zbioru P istnieje taka @ < w;, ze dla f > a, P(#) = P(a), Jesli P
jest domkniety 1 nieprzeliczalny, to wéwczas P(®) jest zbiorem doskonalym.

Dalej, powyisze rozwaiania w rekach Hausdorffa i Frecheta zaowocowaly jako
topologia prostej, a potem topologia ogélna. Mozna powiedzie, ze liczby
porzadkowe okazaly si¢ (wbrew ich poprzednikom) wbudowane w topologie R.

Podejscie posrednie

To podejscie polegalo na badaniu pojeé¢ dotyczacych nieskoriczonoéci odkrytych
przez Cantora i na poszukiwaniu skali nieskoficzonoéci. Kluczowe bylo tu
pojecie liczby porzadkowej. Cantor wprowadzil je w 1883 roku. Okazalo sie
ono centralnym pojeciem jego teorii mnogosci i teorii mocy zbioréw. Teoria
mnogoéci Cantora byla rewolucja dla matematykéw i filozoféw. To inspirowalo
Cantora do poszukiwania filozoficznego sensu i uzasadnienia wprowadzanych
pojec. Cantorowi przyswiecaly trzy zasady filozoficzne:
a) kaidej potencjalnej nieskoficzonoéci odpowiada pewna nieskoriczonosé
aktualna — pozaskoniczono$(;
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b) pozaskoficzono$¢ jest tej samej natury co skoriczonoé¢ i powinna by¢ w miare
moznoéci tak samo traktowana (zasada finitarnosci);

c¢) nieskoriczono$¢ absolutna nie moze byé matematycznie zdeterminowana — jest
domena Boga.

W swoich badaniach dotyczacych nieskoficzonoéci Cantor kierowal si¢ dwoma
intuicjami matematycznymi:

ideg liczenia,
idea opierania pojeé na pojeciu zbioru.

W 1883 roku, gdy pierwszy raz zostaje wprowadzone pojecie liczby porzadkowej,

jest ono wprowadzone za pomoca nastepujacych regul tworzenia liczb

porzadkowych:

1) jedli @ jest liczba porzadkowa (skoficzona lub pozaskoficzona), to mozemy
utworzyé nowa liczbe porzadkowa a + 1;

2) jesli dany jest ,niekoriczacy sie” ciag liczb porzadkowych, to mozemy
utworzyé nowa liczbe porzadkowa, ktéra jest jego granica (to znaczy
najmniejsza liczba ograniczajaca ten ciag).

Cantor chcial by jego nowe obiekty traktowane byly jak liczby i, jednoczeénie, by
byly zwiazane z pojeciem zbioru.

Cantor chce przywiazaé do liczby porzadkowej zbiér. Wprowadza pojecie zbioru

dobrze uporzadkowanego, jako zbioru M z relacja < takiego, ze

1) < porzadkuje M liniowo,

2) M ma pierwszy element my,

3) jedli N C M i N jest w M ograniczony, to jest najmniejszy element w M C N
wiekszy od elementéw zbioru N.

Powyzsza definicja zbioru dobrze uporzadkowanego jest do$é zawila i robi
wrazenie definicji od tylu. Zamiast powiedzieé, tak jak sie dzi§ méwi, ze

zbidr jest dobrze uporzadkowany, jeéli kazdy jego niepusty podzbiér ma
element pierwszy, Cantor zada, zeby dopelnienie (w sensie zbioru elementéw
przewyiszajacych dany zbiér) kazdego (ograniczonego) podzbioru mialo element
pierwszy. Widaé wyraznie, ze definicja Cantora jest inspirowana jego zasadami
tworzenia liczb porzadkowych — od nich Cantor doszedl do pojecia dobrego
porzadku.

Z drugiej strony, liczba porzadkowa dla Cantora odpowiada intuicji liczenia
zbioru.

Juz Cantor wiazal z liczba porzadkowa o zbiér

{B : B jest liczba porzadkowa < a}.

Jesli chodzi o liczbe kardynalna, to rozpowszechniona potem idea Frege’go, e
mozna ja utozsamiaé z klasa zbioréw réwnolicznych, nie byla idea Cantora.
Cantor widzial ja, podobnie jak von Neumann 1 jak to sie dzi§ ujmuje,

jako kanonicznego ,reprezentanta” tej klasy, mianowicie jako zbiér liczb
porzadkowych, ktérymi ,liczymy” dany zbiér. Nawiazaé tu mozemy do zasady
finitarnoéci b) Cantora.

Cantor sformulowal nastepujacy postulat:
kazdy zbiér moze byé dobrze uporzqdkowany — ,policzony”.

Odtad w rozwoju teorii mnogoéci mozna wyodrebnié dwa watki — ewolucje
pojecia liczby porzadkowej i liczby kardynalnej oraz ewolucje dowodéw
powyzszego postulatu.

Watek pierwszy
Cantor zdefiniowal skale aleféw nastepujaco:

moc pierwsza — moc zbioru liczb naturalnych - R; (potem przemianowany
na No),
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moc druga — moc zbioru tych a, ze zbiér liczb B < a jest mocy pierwszej — moc
R; (potem R;),

Rq — najmniejsza moc zbioru dobrze uporzadkowanego wieksza niz R, dla vy < a.
Od Cantora pochodzi tei definicja zbioru, ktéry nazywamy zbiorem Hartogsa:

Z(Rq) - zbiér liczsb porzadkowych, dla ktérych odpowiednie zbiory liczb
mniejszych sa mocy co najwyizej N,.

wq zostala zdefiniowana jako najmniejszy element zbioru Z(Ry).

Wedlug Cantora, aby ,policzyé” zbiér X, to znaczy, aby przyporzadkowaé jego
elementowi z liczsbe porzadkowa, najpierw zbiera sie razem wszystkie liczby
porzadkowe przyporzadkowane poprzednim elementom, potem liczy sie typ tej
kolekeji, a potem ten typ przyporzadkowuje sie z-owi (yliczenie”).

Tak wlanie Cantor widzial dowéd, ze kazdy zbiér mozna dobrze uporzadkowad.
W tej metodzie ukryta jest iteracja przyporzadkowywania liczb porzadkowych
elementom zbioru. Mozna powyzsze rozumowanie uécisli¢ i wéwczas trzeba uzyé
zasady definiowania przez indukcje pozaskoriczona.

Zasadnicza zmiana, ktéra zrobil von Neumann w swoim ujeciu liczb
porzadkowych, jest pozbycie sie kroku posredniego z rozumowania Cantora —
uznanie go za zbedny.

Watek drugi

W 1904 roku E. Zermelo sformulowal aksjomat wyboru i z jego pomoca
udowodnil twierdzenie

kazdy zbiér moze by¢ dobrze uporzadkowany.

Metoda Zermelo jest inna niz metoda ,liczenia® Cantora. Cantor musial
wielokrotnie ,,wybiera¢” ze swego zbioru element z — taki, ktéry jeszcze nie
zostal ,policzony”. Metoda Zermelo polega na jednokrotnym dokonaniu wyboru
po jednym elemencie ze wszystkich podzbioréw X, a potem na uzyciu tej selekcji
do uporzadkowania X. Dowéd Zermelo jest dzi§ najpopularniejszym dowodem
powyzszego twierdzenia.

Dowéd Zermelo zostal jednak zakwestionowany przez wspdlczesnych
matematykéw, miedzy innymi przez Hessenberga i Bernsteina. Zakwestionowano
podstawy, na ktérych jest on oparty — niejasno$¢ uzytych pojeé np. pojecia
funkcji oraz uiytych §rodkéw, np. wybierania podzbioréw ze zbioréw
skladajacych sie z elementéw o okreslonej wlasnodci. W roku 1908 Zermelo
uscidlit swéj dowéd. Oparl pojecie funkeji na pojeciu zbioru — potraktowat

Ja jako zbiér par. Z kolei pozostawalo niejasne czym jest para. Pojecie

pary uporzadkowanej dwéch obiektéw przeszlo ciekawa ewolucje — kilku
matematykéw podalo réine definicje. Ostatecznie przyjela sie definicja
Kuratowskiego. Takze, na potrzeby swego dowodu Zermelo sformulowal
aksjomatyke, zawierajaca miedzy innymi aksjomat pozwalajacy wybieraé ze
zbioréw podzbiory wyréznione jako zbiory elementéw majacych dana wlasnoéé.
A wiec pierwsze aksjomatyczne ujecie teorii mnogosci wyroslo z dowodu
twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu.

Inny dowéd twierdzenia Zermelo podal w roku 1921 Kuratowski. Uzyl w nim
zasady, ktdra dzié nazywa sie lematem Kuratowskiego—-Zorna.

Zaréwno podejécie Zermelo jak i Kuratowskiego ma na celu eliminacje zasady
pozaskorficzonej indukcji oraz pojecia liczb porzadkowych z préb Cantora. Mozna
stwierdzi¢, ze bylo to ,niekantorowskie” podejécie do teorii mnogosci. Dla
Cantora liczby porzadkowe i stojaca za nimi idea liczenia byly trzonem calej
teorii. Do podejscia kantorowskiego wrécil von Neumann w 1923.
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