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Niniejssy artykul stanowi bespoérednia kontynuacje roswasai prsedstawionych
w artykule [1], ktére to dotycsyly gléwnie stosunkowo prostych wlasnoéci basy
Hamela. Aby uniknaé lbyt csestego odsylania Csytelnika do wspomnianego
artykulu [1], prsypomnimy niektére s wprowadsonych tam osnacsef i defnucp,
dopasowujac je jednocseénie do tematyki tutaj porussanej.

Prsyjmiemy najpierw nastepujace osnacsenie:

Jeseli V tworsy prsestrsefi wektorowa nad cialem K, to dowolnie ustalona base
tej praestrzeni osnacsaé bedsiemy symbolem H(V, K).

Dalej, niech R osnacsa sbidr licsb rsecsywistych, Q — sbiér licsb wymiernych,
A saf - sbiér licsb algebraicsnych. Ocsywidcie R tworsy prsestrsefi wektorowa
nad cialem Q i base H(R, Q) tej prsestrseni bedsiemy nasywaé basa Hamela.

Prsypomnijmy, se licsbe a nasywamy licsbq algebrascang, jeseli istnieje
nieserowy wielomian o wspélcsynnikach calkowitych, ktérego jednym

s pierwiastkéw jest licsba a. Najmniejssy se stopni takich wielomianéw
nasywamy stopniem liczby a.

I tak, dla prsykladu, kaida licsba wymierna jest licsba algebraicsna stopnia 1
licsby sa$ /2, v/5 (nie bedace wymiernymi) sa licsbami algebraicsnymi stopnia
2, Moina wykasaé ([3]), se gdy p jest licsba pierwssa, to ¢/p jest licsba
algebraicsna stopnia n.

Warto réwniei prsypomnie, se sbiér licsb algebraicsnych A tworsy cialo ([3]).
Stad jus latwo wywnioskowaé, se R jest prsestrsenia wektorowa nad cialem A
oras A jest prsestrsenia wektorowa nad cialem Q.

Zbadaniem niektérych wlasnoéci bas H(R, A) i H(A, Q) tych prsestrseni
sajmiemy si¢ nieco péfniej, natomiast teras podamy prsyklady prselicsalnych
sbioréw liniowo niesaleinych w prsestrseni R nad cialem Q. Ocsywiscie sbiory
te moina possersy¢ otrsymujac bas¢ Hamela H(R, Q).

Intuicja sugeruje, se possersajac prselicsalny sbiér liniowo niesaleiny
w.prsestrzeni R nad cialem Q do basy Hamela mosna ocsekiwaé, se niektére
wlasnodci tej basy powinny by¢ sblisone do wlasnoéci tego 'lbioru.

PRZYKEAD 1. Roswaimy sbidr licsb algebraicsnych postaci
={\/2-,\‘/§,\'/§,...}= { "2:nEN}.

Ocsywiicie jest to sbiér prselicsalny. Pokasemy, se jest on liniowo niesaleiny

w prsestrseni R nad cialem Q.

Dla dowodu niewprost prsypusémy, se dla pewnego n € N ciag /2, V/2,..., V2
jest liniowo saleiny. Osnacsa to, se istnieja licsby wymierne w;, ws, ..., w, nie
wssystkie réwne 0 i takie, se

wn/§+w3\‘/§+...+w,. ’W=0.

Bes straty ogélnoéci moiemy salosyé (dlacsego ?), se w; # 0.
Napissmy dalej

w:\/i=—('02\‘/§+wa\'/§+...+wnv§)-

Podnossac obie strony do kwadratu, dostaniemy
2uf = [wa (’Vi)zm + ws ("‘ 2)2'—' +...+w, ( R 2)1]2-

Zauwasmy teras, e po prseniesieniu na jedna strone otrsymamy wielomian od
licsby %V/2 stopma gn-l O:nacn.loby to, #e licsba 2}/2 jest licsba algebruc:ng
stopnia < 2”71, a wiec mniejssego nis 2".
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Ale, jak wyziej wspomnieli§my, licsba ta ma stopieri 2". Usyskana sprsecsnodé
koiicsy dowéd. :

PRZYKEAD 2. Niech p;, p2, ps, . . . osnacsa ciag kolejnych licsb pierwssych
tsn. p; = 2,pz = 3,.... Pokasemy, se sbiér

S ={\/pn :n €N}

jest liniowo niesaleiny w praestrzeni R nad cialem Q.

W przedstawionym przes nas dowodsie bedsiemy musieli usyé nieco
mocniejssych §rodkéw nis w Prsykladsie 1. Mianowicie skorsystamy s pewnych
faktéw, ktére Csytelnik mose snalefé np. w ksiasce [2].

Wprowadémy najpierw nastepujace osnacsenie
T=2013m} p_12....
Innymi slowy T;, osnacsa sbiér wssystkich podsbioréw sbioru {1,2,...,n}.

Dalej, dla t € T, oras t # #, osnacsmy
z =[] vm
SEL
orag przyjmijmy, ge z; = 1, jeseli t = §.

Prsypomnimy teras pewne fakty s algebry, ktére pééniej bedsiemy
wykorsystywal. Zaléimy, ge L jest cialem, K jest jego podcialem. Méwimy
wtedy, e cialo L jest rozszerzeniem ciala K. Jeieli P jest pierécieniem to
symbol P(z] osnacsaé bedsie sbiér wssystkich wielomianéw (jednej smienne;j)

o wspélcsynnikach 5 P. Moina wykasal, ie P[z] jest pierfcieniem se swyklymi
dsialaniami dodawania i mnogenia wielomianéw. Podobnie, sbiér wssystkich
wielomianéw n smiennych o wspélcsynnikach g P osnacsaé bedsiemy symbolem
P(z1,23,...,%a). Zbiér ten, podobnie jak P[z], jest réwniei pierscieniem.

Zaléimy dalej, se L jest rossserseniem ciala K. Bedsiemy méwi¢, se element o
ciala L jest algebraicany nad cialem K, jeeli istnieje taki nieserowy wielomian
f € K|z], ge f(a) =0.

Wprowadémy dalej nastepujace osnacszenia:

Jeseli L jest rosszerseniem ciala K oras a € L (a nie musi by¢ algebraicsny
nad K), to symbolem K(a) osnacsaé bedsiemy najmniejsse cialo sawierajace K
oras element a, zaé symbol K[a] oznacsal bedsie najmniejssy podpieréciefi ciala
L zawierajacy K oras a.

Podobnie, jeieli a;, a,...,a, € L to symbol K(ay,az,...,a,) osnacsaé bedsie
najmniejsse podcialo ciala L sawierajace K oras elementy a;,as,...,a,. Moina
wykasgaé, e
Kla] = {f(a) : f € K[z]}
orag
_[fla) .
x(0) = {18 - s Klal, g(e) # 0}

W dalssym ciagu korsystaé bedsiemy s nastepujacego lematu (sob. [2], str. 218).

Lemat 1. Zaldzmy, Ze cialo L jest rozszerzeniem ciala K oraz elementa€ L Jest
algebraiczny nad cialem K. Wtedy K[a] jest cialem oraz K[a] = K(a).

Moina réwniei wykasaé, fe w sytuacji roswaianej w powyissym lemacie
istnieje licsba naturalna n (swana stopniem elementu a wagledem ciala K)
taka, se K(a) jest sbiorem elementéw postaci bo + bya + ...+ b,_;a"~!, gdsie
bo, b1;...,bn—1 € K. Pokasuje sie takie, ie gdy elementy ay,as,...,a, €L sa
algebraiczne wigledem ciala K, to

K(alxa?"'ﬂan) = {g(alsam---s“n) :gEK(zlazZ’-'-lzn]}-
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Prsyjmijmy dalej L = R, K = Q, a = \/p; = V2. Wtedy, korsystajac
% Lematu 1, mamy: ;

Q(vP1) = Qlypi] = {b1 + bay/p1 : b1, b2 € Q} =
={Za¢zg:a¢eQ, tET;}.

teET,
Biorac dalej L = R, K = Q(/p1), a = /p3, dostajemy: ,
Qly/Fr vF2) = (QUyFD) (vFa) = (QIvD)) [vFal = (QlvFR) [vFal = ‘i
- {b, + ba/P1 + bsy/Pa + bay/pipz : bs € Q dla i = 1,2,3,4} =

={Eagz¢:ag€Q}.

teT;
Postepujac podobnie moina ga pomoca sasady indukcji matematycsnej
udowodnié nastepujacy lemat.

Lemat3. { ¥ azx:0:€Q}=Q (\/p—l, \/p_g,...,,/p,,) dla dowolnego n € N.
t€Tn
Osnacsa to w sscsegblnodci, se sbiér { Y @ziac € Q} jest cialem.
teTn

Podstawowy fakt, ktérym posluiymy sie¢ w dalssym ciagu, sawarty jest
w kolejnym lemacie.

Lemat 8. Dla kazdego n € N spelnione sq nastepujace dwa warunks:
(i) 2bidr {z; : t € T} jest lintowo niezaleiny nad Q,
(ii) jeZeli w sumie Y aiz¢ co naymniej dwie z liczb a; € Q sq rézine od zera, to

tETy
2

( 3 am) £Q.

t€TH :
Dowdéd: Niech n = 1. Gdyby warunek (i) nie byl spelniony, to istnialyby liczsby :
wymierne by, bz réine od sera i takie, e by + bz,/p; = 0. Stad VP = —'5’: i |

sprsecsno$é.

Podobnie, zakladajac, e warunek (ii) nie jest spelniony, wnioskujemy o istnieniu

nieserowych licsb wymiernych ao, a; takich, ge (ao + a1,/p1)% = w € Q. Stad
_w—ai—aip

\/ﬁ = 2apa;

co daje sprzecznoéé g niewymiernoécia licsby VP1

Zaléimy dalej, se warunki (i) oras (ii) sa spelnione dla ustalonej dowolnie licsby
naturalnej n.

Wykasemy ich prawdsiwoéé dla licsby n + 1.

Zaléimy najpierw, se warunek (i) nie jest spelniony. Wtedy istnieja licsby

a; € Q (t € T41) nie wasystkie réwne zero i takie, fe Y ayz; = 0. Mamy |

it it st

t€Tw41
dalej
(1) 0= ) = > wze+ /a2 > stz
t€Tn+1 t€Ty tE€ETy

gdsie a; = Gtu{n+1}.
Zauwaimy, ge licsby ) a;z¢ i ) a}z: sa obie réine od zera, bowiem
tETy t€Tn
W przeciwnym rasie obie bylyby réwne sero, a wtedy, na mocy (i) i salogenia
indukcyjnego, wssystkie a; oras a} bylyby réwne sero. Sprzecsnos¢.

Teras, oblicsajac \/pn+1 % réwnania (1) i stosujac Lemat 2 wnioskujemy, ge
istnieja licsby b € Q (t € T,,) takie, se
>, oz
Prt1 = —‘—GET'T’; = Z bezs.
€T, tedn
Stad otrsymujemy, e preynajmniej dwie licsby b; sa réine od sera. Zatem, na
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mocy (ii) i saloienia indukcyjnego wnioskujemy, e licsba p,; = £y b,zt)z
teTn
jest niewymierna. Otrsymana sprsecsnoé¢ koricsy dowéd warunku (i).

Aby wykasaé, e warunek (ii) jest spelniony dla n + 1 sastosujemy metode
dowodu niewprost. Prsypusémy wigc, e wéréd licsb a; € Q (¢t € T, 1)

prsynajmniej dwie sq régne od sera, a ponadto ( > a¢z¢)2 =weQ.

t€Tn41
Napissmy
2 2
w = ( Z am) = (Z 0% + \/Prr1 ) aize) :
t€Tn41 teET, tET,

Zauwaimy, ie obie sumy w ostatnim nawiasie sa réine od sera, gdys

W preciwnym rasie po sastosowaniu warunku (i) dla licsby n otrsymaliby$my
sprsecsnoé¢ s warunkiem (ii) dla n.

Dalej, oblicsajac /pp+1 dostajemy:

w—( ¥ az)’ —para( T aiz)’
tET, t€T,
2( 3 aeze) (3 ala)
€T teT,
Stad i s Lematu 2 wnioskujemy, se istnieja licsby b € Q (t € T,,) takie, fe

VPn+1 = Z bex:.
tET,
Poniewas prazynajmniej dwie s licsb b; mussa by¢ réine od sera, wiec na mocy
warunku (ii) oras salozenia indukcyjnego dostajemy, se

(X bz) =puirga

tETy
Otrsymana sprzecsnoéé koricsy dowéd Lematu 3.

VPn+1 =

Zauwaimy teras, ge

{VPe:k=12,...,n}c {2 : t€T,},
a satem liniowa niesalesnoéé sbioru § = {\/ﬁ in€E N} nad cialem Q jest
konsekwencja warunku (i) oras Lematu 3.

Odnotujmy takse to, se dowodsac Lematu 3 wykasaliémy nieco wiecej
nié liniowa niesaleinoé¢ sbioru S. Mianowicie wykasali¥my, se sbiér

U {z¢:t € T,.} jest réwnies liniowo niesaleiny nad cialem Q.
neEN

Wréémy terag do opisania dalssych wlasnoéci sbioru licsb algebraicsnych A.

Jak jus wcsedniej wspominaliémy, sbiér A tworsy prsestrsefi wektorowa

nad cialem licsb wymiernych Q. Wedmy satem dowolna baze H(A, Q) tej
praestrseni. Niech P osnacsa sbiér roswasany w Prsykladsie 1. Poniewas P C A
i sbiér P jest liniowo niesaleiny nad cialem Q, wiec possersajac sbiér P do
jakiejé basy H(A, Q) wnioskujemy, e H(A, Q) jest sbiorem nieskoricsonym.
Poniewas jednak A jest prselicsalny, dostajemy ostatecsnie nastepujaca wlasnodé
rozswasanej bazy.

W1 1. Kaida basa H(A, Q) jest sbiorem przelicsalnym.

Ponadto otrsymujemy dalej nastepujaca, nietrudna do wykasania wlasnosé basy
H(R,A).

Wi. 2, Basa H(R, A) jest sbiorem nieprselicsalnym.
Wilasnoéci tej dowodsi sie analogicsnie jak W. 1 3 artykulu [1].
W1. 3. Zbiér H(R, A) jest liniowo niesaleiny w prsestrseni R nad cialem Q.

Dowéd: Praypuéémy, ie sbiér H (R, A) jest liniowo saleiny nad Q. Wtedy
istnieja hy, ha,...; hy € H(R, A) oras licsby wymierne w;, ws, ..., w, nie
wssystkie réwne sero i takie, se

wyhy + waha+ ...+ wah, =0.
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Poniewai licsby wy, ws,. .., w, s3 algebraiczne, wiec ostatnia réwnoséé¢ osnacza,
ge zbiér H(R, A) jest liniowo saleiny w przestrseni R nad cialem A. Jest to
sprzeczne g tym, e H(R, A) stanowi base przestrzeni R nad cialem A. Koniec
dowodu.

W1. 4. Zbiér H(R, A) nie generuje prsestrzeni R nad cialem Q.

Dowdd: Dla dowodu niewprost prsypusémy, se H(R, A) generuje przestrzeii

R nad cialem Q. Stad oraz 3 Wi 3 mielibySmy, e H(R, A) jest baza w tej
przestrzeni, a wiec basa Hamela. Wedmy teras h € H(R, A) takie, ie h ¢ Q.
Niech np. h bedzie licsba prsestepna. Wtedy, jak latwo wykasaé, licsba z = /2h
jest teé przestepna (wynika to s faktu, se A tworsy cialo).

Teras sauwaimy, ge na mocy prsypusscsenia, se H(R, A) jest bagza Hamela
wnioskujemy, ge istnieja licsby wymierne w;, wo, ..., w, oras

hy,hay...,hs € H(R,A) takie, se

z=V2h=wih; +why +...+wph,.
Stad

h=ﬂh1+3’5hg+...+ g

V2 V2 V2
Ale ""2 € A (:=1,2,...,n), wiec stad mamy, e h ma dwa réine prsedstawienia
ga pomoca basy H(R, A). Usyskana sprsecznoé¢ koiczy dowéd i poswala
sformulowaé nastepujaca wlasnosé.

W1. 5. Zadna basa H(R, A) przestrseni R nad cialem A nie jest basa Hamela.

Nastepna wlasnoéé basy H(R, A) jest analogicgna do wlasnoéci bazy Hamela
pokazanej w [1] (por. W1. 3 tamase).

W1. 6. Kaida baza H(R, A) moie sawierac co najwyiej jedna licsbe
algebraiczna,

Dowdd: Przypusémy, ge by, h, € H(R, A), ht # h, oras hy,h, € A. Wefmy
liczbe rzeczywista = = hy. Wiedy

z=1-h; oraz z= -:i-h,.
Ale i‘f € A (bo A jest cialem), wiec licsba z mialaby dwa résine przedstawienia
ga pomoca bazy H(R, A). Sprsecsnoéé i koniec dowodu.

Ostatnia wlasnodcia bazsy Hamela, ktéra tutaj prsedstawimy, jest nastepujaca
wlasnosé.

W1 7. Kaida basa Hamela H = H(R, Q) jest sbiorem liniowo saleinym
w przestrzeni R nad cialem A. ;

Dowdd: Dla dowodu niewprost przypusémy, se istnieje baga Hamela H, ktéra
jest sbiorem liniowo niezaleinym w przestrzeni R nad cialem A.

Poniewai H generuje R nad cialem Q, wiec H generuje tei R nad cialem A.
Zatem H jest baza przestrzeni R nad cialem A.

Zgodnie 3 WL. 4 zbiér H nie moge generowal przestrseni R nad cialem Q.
Uszyskana sprzecznoéé koricsy dowdd.

Zauwaimy na koniec, ie basy Hamela skonstruowane ga pomoca sbioréw
opisanych w Praykladach 1 i 2 zawieraja przeliczalna iloé¢ licsb algebraicsnych.
Zatem, sgodnie 3 W1. 6, nie moga to by¢ basy przestrzeni R nad cialem A.

W $wietle WL 7 okazuje sie ponadto, se kaida inna baza Hamela tez ma te
ceche.
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