Od wezlé6w do warkoczy: pierwszy krok

Pawel TRACZYK, Warszawa

Teoria wesléw jako wyragnie zdefiniowana odrebna
dsiedzina matematyki istnieje od okolo stu lat.

W 1984 roku mialo miejsce wydarzenie, ktére nia
wstrsasnelo i pchnelo ja na nowe tory: V.F.R. Jones
odkryl niesmiennik, ktéry naswal skromnie V,

a ktéry snany jest powssechnie jako wielomian
Jonesa. Podstawowa role w tym prsewrocie odegraly
tsw. warkocse. Dlatego wlasnie one sa gléwnym
prsedmiotem tych roswasafi. Chodsi wiec o to, seby
krétko opisaé podstawowe pojecia teorii wesléw

i prsedstawic sscsegblna role, jaka w niej odgrywaja
wspomniane warkocse.

Teoria wesléw jest rsadkim przykladem dsiedziny
matematycsnej, ktéra jest wspélcsednie bardzo
modna i intensywnie roswijana, a jednocseénie ma
te ceche, se jej podstawowe pojecia s3 dostepne
codziennemu doéwiadcseniu kaidego 3 nas. Zajmuje
sie ona oté% weslami, csyli wlogeniami okregu w R3.
Dlacsego akurat okregu? Prsecies to, co swykle
nasywamy weslem, ma na ogél wolne korce. Istnieje
powainy powdd, seby w matematycsnej teorii
wesléw narsucié takie wlaénie ograniczenie. Otés
gléwnym problemem teorii wesléw jest sagadnienie
klasyfikacji — chodsi o stwierdsenie, kiedy dwa wesly
sa W gruncie rsecsy takie same, chociag moga na oko
bardso résnie wygladaé. Cés to snaczy w gruncse
rzeczy takie same? Znacsy to, ge istnieje mogliwodé
prserobienia jednego wesla na drugi sa pomoca
deformacji, csyli s rosciaganiem, sweianiem itd., ale
bez rozcinanta. Latwo sobie usmyslowié, e wolne
korice daja sawsse mosliwoéé roswiazania wesla.
Zatem prsy wolnych koricach kagde dwa wesly
bylyby réwnowasne. Stad postulat aby koiice byly
po prostu polacsone. Ocsywiscie w rzecsywistoéci
fisycsnej moga by¢ réine inne powody utrudniajace
roswiazanie wesla sawiaganego na sznurse o wolnych
koricach. Mose warto swrécié uwage na pewien
pomysl, ktéry mose si¢ w pierwssej chwili wydawaé
réwnie dobrym ogranicseniem jak polaczenie koricéw:
salégmy, se korice s3 wprawdsie pologone osobno,

ale unieruchomione. Prsy tym podchodsimy do

tego unieruchomienia w sposéb matematycsny, tan.
nie chodsi tu o to, se kotice sznura sa do czegoé
prsymocowane — bo to jest s grubssa biorac to samo
co salogenie, §e 83 po prostu polacsone - tylko o swego
rodsaju dientelmeriska umowe: kotice sa gdszied
poloione w prsesirseni tréjwymiarowej, ale my ich
nie bedziemy russaé. Jakie sa skutki takiej umowy?
Otés okasuje sie, e supeinie sadne — w dalssym
ciagu wssystko daje sie roswiaszaé. Twierdsenie to,
bardso sressta proste, jest snane w literaturse jako
twierdsenie o saréwce (dociekliwoéci Csytelnika
posostawiamy saréwno wyjasnienie naswy jak i dowdd
samego faktu; wskaséwka: chodsi o saréwke, ktéra
swisa 5 sufitu na splatanym drucie).
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Odnotujmy dla porzadku pewne ograniczenie, ktére
Jjest niesbedne z punktu widzenia matematycznej
precysji: tak naprawde, to rozpatrujemy wesly, ktdre
83 kawalkami liniowe, cgyli po prostu samkniete
lamane w R3. Chodsi tu o unikniecie patologii
przedstawionej na rysunku 1.
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Oczywidcie w rzecsywistym éwiecie — §wiecie
ssnurowadel, kabli i nici — taka patologia nie jest
mosliwa. Jest moie rzecsa dyskusyjna, csy salogenie
jakie srobiliémy jest najlepszym sposobem unikniecia
tej patologii — w praktyce specjalidci od teorii wesléw
rosumuja na ogél w kategoriach gladkich, a nie
kawalkami liniowych, zostawmy jednak te subtelnoéci
na boku. : :
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Rys. 1

Nasgym gléwnym tematem jest kwestia, jak

teoria wesléw, ktéra wydaje sie na pierwssy rsut
oka tematem 4cifle tréjwymiarowym, mosge byé
potraktowana jako sagadnienie w gruncie rsecsy
dwuwymiarowe i jak, s drugiej strony, choé wydaje
sie sagadnieniem stricte topologicznym, moie

byé potraktowana jako temat w gruncie rsecsy
algebraicsny. Punktem wyjécia jest obserwacja, se
wesly daja sie w bardzo naturalny i prsekonywajacy
sposéb rysowaé na plasscsyénie. Rysunek 2
prsedstawia dwa wesly narysowane w postaci tak
swanych diagraméw i chyba nie wymaga sadnych
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Kazdy wesel da sie prsedstawié w taki sposéb. Zawsze
da sie wybraé kierunek rsutowania tak, aby punkty
wielokrotne rsutowania byly co najwysej punktami
podwéjnymi, a mianowicie skrsyfsowaniami takimi, jak
na rysunku.

Rys. 2

Wk A




Rys. 3

Spéjrsmy teras na rysunek 3. Przedstawia on cstery
réine diagramy, ktére jednak nie s3 bardso régne.
Jest jasne, se te diagramy to cstery régne postaci
tego samego wesla. Trsy diagramy w dolnej czesciu
rysunku sostaly usyskane s gérnego diagramu poprses
sastosowanie pewnych elementarnych operacji, tak
swanych ruchéw Reidemeistera. Rysunek 4 pokasuje
pelna liste tych ruchéw.

Rys. 4

Te wlaénie ruchy poswalaja sredukowaé problem
tréjwymiarowy do dwuwymiarowego: okasuje sie,

3 I Wnpramy yepraeainds e o »eadh wiely

i tylko wtedy, gdy mogna jeden na drugi prserobié sa
pomocy ciagn ruchéw Reidemeistera (oras ocsywiscie
deformacji diagraméw w plasscsyfnie — np. dwa
diagramy na rysunku 5 oczywiécie representuja to
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samo i nie trzeba sadnych ruchéw Reidemeistera
seby jeden prszerobié na drugi, wystarcsy odpowiednia
smiana ksstaltu).
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Rys. &

W tym miejscu warto przedstawié pewne wyjadnienie.
Csesto bywa sadawane pytanie, csy lista ruchéw
Reidemeistera podana na rysunku 4 jest aby na pewno
pelna. Csy na prsyklad nie nalesaloby jej wsbogacié

Yo ruch prsedstawiony na rysunku 67
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Rys. 6

Okaszuje sie, e nie. Trzeba pamietaé o tym, se
sastrsegliémy sobie réwnies prawo do deformowania
diagraméw. Jegeli popatrsymy na sprawe 3 tego
punktu widsenia, to s latwodcia sauwaiymy, ge ruch
RIII 5 rysunku 4 i ruch RIII s rysunku 6 to jest po
prostu wbrew pogorom to samo. I jesscze drugie
wyjadnienie, a wladciwie dodatkowa konwencja.

Do tej pory méwilimy o diagramach rysowanych

na plasscsygénie. Tymcsasem znacsnie bardsiej
harmonijna teori¢ otrsymuje sie, jegeli sdecydujemy
sie postrsegaé te diagramy jako narysowane nie

na plasscsygnie, lecs na duiej sferse (ktérej nassa
kartka jest malutkim kawalecskiem — tak malym se
krsywisna jest niewidocsna). W sensie topologicsnym
odpowiada to samianie teorii wesléw uprawianej w R3
na teori¢ wesléw uprawiana w S° (w tréjwymiarowe;j
sferze). Taka konwencja ma naprawde csysto umowny
charakter i nie smienia istoty problematyki. Zwréémy
uwage na jeden prsyklad. Rysunek 7 pokasuje dwa
réine diagramy tak swanej 6semki.

Rys. 7

Csy naprawde réine? Jeseli traktujemy je jako
diagramy na plasscsyinie, to tak — one, owsszem,
representuja ten sam wesel, ale zeby przerobié
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jeden na drugi trseba wykonaé pewna licsbe ruchéw
Reidemeistera. Natomiast jako diagramy na sferze
te dwa diagramy w ogéle sie nie réinia (to snacsy
s3 jednakowe s dokladnoécia do deformacji). Jesscse
jeden przyklad na to samo: popatrsmy na dwa
diagramy s rysunku 8.

Rys. 8

Tym rasem pokasane sa nie konkretne diagramy,
lecz pewna ogélna sytuacja: w dwéch prostokatach
moie by¢é byle co — dowolny ustalony fragment
jakiegoé diagramu, ten sam dla obydwu wersji
rysunku. I snéw saleta wersji g duza sferg jest to,
e obydwa diagramy sa w gruncie rzecsy jednakowe,
to snacsy dla prsejécia od jednego do drugiego
wystarcsy deformacja na sferze, bez potrzeby
ugywania ruchéw Reidemeistera. To tyle, jeseli
chodsi o redukcje problemu tréjwymiarowego do
dwuwymiarowego.

Pora na czeéé druga: przejécie od topologii do algebry.
To wymaga dluissego wstepu. Rysunek 9 przedstawia
pewien diagram pociety na poziome paski.
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Rys. 9

Tak sie sklada, e zawartodé kaidego paska jest bardzo
prosta — wystepuja tylko cstery typy paskéw wylicsone
na rysunku 10.

Rys. 10

Cszy tak si¢ zawsse da srobi¢. W zasadsie tak. To
snacsy mose si¢ tak pechowo zdarsyé, se np. dwa
skrzysowania wystepuja na dokladnie tym samym
posiomie, ale ocsywidcie mozemy te niedogodnosé
usunaé sa pomoca niewielkiej deformacji i wtedy
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dokonaé naszego podzialu na poziome paski. Takie
przedstawienie diagramu w postaci pewnej liczby
elementarnych cegielek poukladanych jedna na drugiej
ma pewna bardso powaina szalete: daje sie to latwo
sapisaé w komputerse. I tak na prsyklad diagram

s rysunku 9 mialby kod N; N; 626261—153—3 Uz U;.
Csytelnik sapewne sdola slamaé ten kod bes
dodatkowych objaénief. A teras sasadnicsy krok.
Prayjrsyjmy sie dokladniej diagramom, ktére sa takiej
postaci jak ten s rysunku 11.

@

Rys. 11

Wyrésnia sie on ta ssczegblna cecha, se generatory
typu N wystepuja tylko na pocszatku, a typu U tylko
na koiicu i jesscse csym$ wiecej: wladciwie to mamy
tu do czynienia s jednym wielokrotnym generatorem
typu N na gérse i jednym wielokrotnym generatorem
typu U na dole. Zwré6émy uwage na jesscze jeden
element rysunku, dotychczas nie wystepujacy. Chodsi
o orientacje, csyli o strzalki saznaczone na pasmach
diagramu. Taki szczegélny sorientowany diagram
nasywany jest domknietym warkoczem.

Teoria wesléw sajmuje si¢ w snacznej mierse
sorientowanymi weslami i wielkie snacsenia ma

dla niej fakt, se kagdy sorientowany wegel mogna
prsedstawi¢ w postaci domknietego warkocsa. Jest
to tak swane Twierdsenie Alexandera. Twierdsenie
to za chwile udowodnimy, ale snowu potrsebne
bedzie pewne przygotowanie. Twierdzenie méwi

o tym, e wssystko da sie przestawi¢ w postaci
bardso sscsegélnych, regularnych diagraméw. Aby
je udowodni¢ sastapimy na pocsatek nasza dos¢ -
sstywna geometrycsna definicje domknietych warkocsy
definicja bardsiej elastycsna i topologicsna. Otés
bedziemy odtad nazywaé domknietym warkoczem
taki diagram, ktéry wedlug dotychcsasowej definicji
(sstywnej i geometrycznej) jest domknictym warkoczem
2 dokladnodciq do deformacys, csyli po prostu daje
si¢ sdeformowaé do domknietego warkocsa wedhug
pierwotnej definicji. Teraz powstaje sasadnicse
pytanie. Csy to sie da stwierdsi€ na pierwssy rsut
oka? Okasuje sie, se tak. Wystarcsy wygladsi¢
wsszystkie skrzyfowania diagramu (tzn. do kaidego
skrsyiowania sastosowaé operacje przedstawiona na
rysunku 12) i zobacsyé co wysslo.
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Rys. 12




Jeseli wyssla pewna licsba okregéw rozcinajacych
sfere (nie plaszcsysne!) na dwa kola i pewna liczbe
pierécieni o sgodnie sorientowanych skladowych
brsegu (tsn. tak, jak na rysunku 13a, a nie tak, jak
na rysunku 13b), to snacsy, e mieli§my do czynienia
s domknietym warkocsem.

Rys. 13

Prsy okasji: taka operacja wygladzenia wszystkich
skrsysowad sawsse daje w efekcie pewna liczbe
okregéw, niesalegnie od tego, czy sacsynaliémy od
domknietego warkocsa, csy nie. Te okregi nazywane sa
okregami Seiferta. Zachowuja one orientacje zgodnie

s wyjéciowg orientacja rogpatrywanego diagramu.
Zauwaimy, se kazde dwa sorientowane okregi na sferze
ogranicsaja pewien pieréciefi i patrzac na ten pierdcien
mogna orsec, csy te dwa okregi wygladaja tak jakby
mogly by¢é otrsymane s domknietego warkocza
(wéwcsas nasywamy je sgodnymi), czy nie (wéwczas
nasywamy je niesgodnymi). A teraz dla dowolnego
sorientowanego diagramu D okreflmy pewien parametr
h(D) (defekt diagramu D), jako réwny liczbie par
niesgodnych okregéw Seiferta. Jest to wiec pewnego
rodsaju miara orsekajaca, na ile diagram résni sie

od domknietego warkocza (oczywifcie domkniete
warkocse to dokladnie te diagramy, ktére maja serowy
defekt).

Zatem aby udowodnié twierdzenie Alexandera
wystarcsy wskasaé jakié sposéb smniejszania defektu
bes smiany typu wesla. Istnieje na to zaskakujaco
prosta metoda, podana przez P. Vogela w 1989 roku.
Cala sstuka polega na tym, seby wykonaé ruch
Reidemeistera typu II, ale nie dowolny, tylko

taki ktéry operuje na dwéch réinych okregach
Seiferta, niesgodnie sorientowanych — tak jak na

rysunku 14.

N

Rys. 14
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Taka operacja sawsze smniejssa defekt. Co wiecej,
wiadomo o ile: sawsze dokladnie o jeden. Dlaczego
tak sie dsieje? Otés operacja redukcji w bardso
malym stopniu sabursa strukture okregéw Seiferta
diagramu. Tylko te dwa okregi, na ktérych wykonano
ruch Reidemeistera, ulegaja smianie, inne (naswijmy je
dla potrseb chwili stabilnymi) posostaja nietkniete,
nie ulegaja tei smianie ich wsajemne relacje (to
snacsy 3godnosé lub niezgodnoéé). Oznacsmy te dwa
sscsegdlne okregi Seiferta jako Sy i Sz, a powstale

s nich dwa okregi w smodyfikowanym diagramie
jako T i T;;. Pierwsse dwa sa 3 saloienia niezgodne,
a drugie dwa - jak latwo sauwasy¢ na rysunku 15

- sgodne. Stad spadek defektu o 1. Ale to jesscze
nie wssystko. Musimy takie rozpatrsyé pary

s udzialem jednego okregu stabilnego i jednego
niestabilnego. Wefmy wiec pod uwage jakis stabilny
okrag O. Rysunek 15 przedstawia kilka wariantéw
poloienia i orientacji okregu O (4, B i C). Latwo
jest sprawdsi¢, se dwie pary (51, Q) i (S2, Q) daja
w kagdym prsypadku lacsnie taki sam wklad do
defektu diagramu D, jak wkiad dwéch par (T, O)

i (T2, O) do defektu smodyfikowanego diagramu.

-
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Rys. 16

Do zakoriczenia dowodu twierdsenia Alexandera
brakuje jesscze jednej rsecsy. Brakuje pewnodci,

ge na diagramie, ktéry ma niezerowy defekt da

sie¢ wykonaé operacje Vogela. To nie jest calkiem
ocsywiste. Pogostawimy to dociekliwoéci Csytelnika,
podajac jedna drobna wskaséwke: trzeba sauwaiyé,
ie gdyby istnial diagram g niezserowym defektem,
oporny na redukcje, to po wygladseniu dowolnego
skrsyfowania (a wiec réwnies po wygladseniu




wszystkich skrsysowaif) bylby w dalssym ciagu oporny
na redukcje. ..

Warto sauwasy¢, se ten stosunkowo nowy dowéd
twierdzenia Alexandera (a samo twierdszenie jest
znane od szeéédsiesieciu lat) jest pod kagidym
wigledem prostssy i bardsiej efektywny nii dowody
znane wczesniej. W szczegblnoéci daje on snaczny
stopiefi kontroli nad licsba skrsyzowaii: nie ulega
ona dutemu swieksseniu i jest 3 géry w pelni
przewidywalna (mianowicie réwna podwojonemu
defektowi wyjéciowego diagramu). I to w. sasadsie
wycserpuje nass temat (pierwszy krok), ale moie
wspomnijmy jesscse, chociag pobieznie, o drugim,
znacznie trudniejssym kroku.

Csytelnik mégl sobie sadaé pytanie, po co bylo
definiowaé domknigte warkocze w ten bardsiej sztywny
geometrycsny spos6b? Jest po temu wagny powéd.
Pozwala to mianowicie w naturalny spos6b méwié

o warkocsach po prostu. Warkocse sa to diagramy
powstajace poprses skladanie cegielek podanych na
rysunku 16 i tylko takich (s ustalona s géry liczba
koiicéw, csyli pasm). Dla wygody prsyjmiemy réwnies
za dopussczalne usywanie generatora trywialnego,
czyli po prostu wiazki réwnoleglych pasm.
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Rys. 16

Rysunek 17 pokasuje praykladowy warkocz o trzech

pasmach. X
(

N
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Czytelnik sechce sauwasyé, se domykajac ten warkocs
w standardowy sposdb, uzyskamy wezel rozpatrywany
jus na pocsatku tego tekstu. Warkocse maja wiec
ludne koiice, co nie jest nasza ulubiona sytuacja.
Bedsziemy jednak bardso ostroini w modyfikowaniu
warkoczy. Bedsiemy je, owssem, deformowal, ale
tylko tak, geby ani prses chwile w rogpatrywanych
diagramach nie pojawily sie generatory N ani U.
Scidlej méwiac, dopuécimy wykonywanie na
warkocsach tych ruchéw, ktére sa przedstawione na
rysunku 18, csyli tych ruchéw Reidemeistera, ktére
nie sabursaja struktury warkocsa (jako sbudowanego
s cegielek wylicsonych na rysunku 16). Rysunek 18
nie sawiera informacji o tym, ktére pasmo idsie géra,
a ktére dolem. Naleiy to rosumieé w ten sposéb,

Rys. 17
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ge dopusscsalne s3 te ruchy, ktére odpowiadaja
schematowi przedstawionemu na rysunku i sa
topologicznie, to snaczy bes rozcinania, wykonalne.

Rys. 18

I tu mamy wreszcie dawno zapowiadana algebre:
klasy réwnowasnosci warkocsy o n pasmach (ze
wsgledu na ruchy s rysunku 18) stanowia grupe,

tak swana grupe warkocsy o n pasmach B,,. Jest
rzecsa ocsywista, se jezeli dwa warkocse sa w tej
samej klasie, inacsej méwiac — jeieli reprezentuja ten
sam element w grupie warkocsy, to ich domkniecia
sa réwnowasine jako wezly. Jest tez doéé widocsne,

ge jeieli wefmiemy dwa warkocze nalesace do B,,,
ktore sa w tej grupie sprseione, i te warkocze
domkniemy, to réwnies otrsymamy réwnowasne
wezly. A teraz roswasmy jeszcze jedna operacje na
warkoczach, tym razem smieniajaca licsbe pasm,

a mianowicie: B, 3 v «—— 76%! € B, ;1. Oczywiscie
wykonanie takiej operacji takie nie zmienia typu wesla
otrsymanego przez domkniecie warkocza — w koricu
méwimy tutaj po prostu o pewnego rodsaju ruchu
Reidemeistera typu I. Natomiast zaskakujace jest to,
ge to jus wystarcsy: jezeli domknigcia dwdch warkoczy
3¢ réwnowazne, to mozna przerobi¢ jeden warkocz na
drugs za pomocg wymienionych operacjs (byé moie
bardzo wielu). Powyisze twierdzenie snane jest jako
twierdzenie Markova. Ma ono podstawowe snacgenie
dla teorii wezléw, poniewas wyrasa sagadnienie
réwnowasinosci wezléw w jezyku éciéle algebraicznym.

Grupa warkoczy daje sie latwo opisaé za pomoca
generatoréw i relacji, a sgukanie niesmiennikéw \
wesléw jest, na mocy twierdzenia Markova, w snacznej i
mierge sredukowane do szukania funkcji klasy na

grupie warkocsy (tzn. funkcji, ktére przyjmuja

jednakowe wartodci na elementach sprseionych).

Ta wladnie droga poszedl Jones, ugyskujac w roku

1984 swdj slynny wielomian. Trzeba tu wyragnie

powiedsiel, ge teoria wesléw nie byla bynajmniej

W centrum sainteresowad Jonesa, wrecs przeciwnie

— sajmowal si¢ on i dalej sie zajmuje dsiedzina

bardso odlegla. Mimo to, jego odkrycie stanowilo

dla teorii wezléw wielki przelom i impuls. Od tego 1
czasu powstaly doslownie setki prac po§wieconych

w mniejszsym czy wiekssym stopniu wielomianowi
Jonesa lub jego réinym uogélnieniom, a prace Jonesa
preycsynily si¢ do odkrycia powiagaii miedsy calkiem
réinymi dziedzinami matematyki i fisyki.



