Zadanie domowe

Zadanie domowe brzmialo mniej wiecej tak: ,Przedstawi¢ najlepssze swoje
pomysly 3 wykladéw i éwicgefi # analisy”. Sprawdzenie zadania domowego
mialo nastapié¢ w csasie X Szkoly Matematyki Pogladowej, Migtne — stycseri 93
(temat spotkania bremial: ,,Co i jak méwimy studentom”). Pamietajac, se
‘najlepsgze’ wcale nie musi od razu snaczyé ‘dobre’, zabralem sie do pracy. Oto
jak przebiegaly te przygotowania.

Moje idee fix swiasane s nauczaniem to: komputer, uprawianie matematyki
prses studentéw w czasie sajeé i praejécie graniczne (kolejnoéé praypadkowa).
Jak to przekazaé sluchaczom? Najlepiej by stuchacze sami ‘pouprawiali’
matematyke, niech stosuja komputery i, w dodatku, niech to ma swiazek

s przejéciem granicsnym. Jednym slowem: podsiele sluchacsy na grupy (jak?

— ustawienie stoléw to salatwi — sami sie podsiela), rozedam im komputery

i sadania. Ja bede sie prsechadsal, sachecal do pracy, ewentualnie coé
podpowiadal. Wladciwie wssystko gotowe — jesscze tylko jeden ‘drobny’ ssczegél
~ nad csym oni maja pracowaé 77?

Moie wszystkie sadania powiasaé motywem przewodnim? Takim mogloby by¢
pojecie tempa zbieznosci szeregébw czy ciagéw. Pojecie niemal ocsywiste, gdy
jest poprzedzone dobrymi przykladami. Zatem moze o tym poprzedszaniu. ..

Kaidy sna liczsbe 7 = 3,141592653. .., definiowa ja mozna na wiele sposobéw.
Mam wiec problem dla wszystkich:

Zobaczyé (np. za pomoce kalkulatora) jak szybko pojawsiajq sie kolejne cyfry
(druga, trzecia, czwarta,...) rozwiniecia dziesi¢tnego x obliczane wg. podanych
wzordw.

Rozdam kalkulatory programowalne, ‘lekko’ je oprogramuje (tak, by obliczaly
kolejne sumy czesciowe dowolnych szeregéw, kolejne przyblizenia calki réznymi
metodami, itp.), seby nie tracié¢ sa dugo csasu na szczegdly techniczne.

‘Natchnienia’ szukalem w ksiagce Leji i, oczywiscie, u Fichtenholza. Trzeba
jedynie sredagowaé problemy; mosge tak:

* Rozwijajac w szereg Taylora funkcje arctg (+ tw. Abela)
dostajemy wz6r Leibniza:
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Zilustrowa¢ jak wolno ten szereg jest zbiezny.

N

* Mozna ‘tej powolnofci’ zaradzié wykorzystujac tozsamosé:

> + arct -
2 o 5
Jak? Zilustruj, jaka jest teraz szybkosé zbieznodci.

"—a.rct
i g

* A co, gdy wykorzystamy tozsamosé¢: % = arctg —\;—; 7

* Trudniej wyrachowa¢ rozwiniecie w szereg Taylora funkcji

o gikan 11,4, 13 1, 1-3.5 1.,
arcsmz—z+2 3:: +2_-Z Ez +2-4-6 ?z 1
Jak wykorzysta¢ je dla uzyskania przyblized =?

Jaka otrzymujemy szybkosé zbieznodci?

Spacerujac powinienem przypominaé, ge danych toisamosci nie trzeba
uzasadniaé (to jest porcja wiedsy, ktéra stuchaczom podaje by sastosowali ja
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tak, jak podano w poleceniu). A jesli ktod, samiast liczy¢ kalkulatorem, ossacuje
tempo szbieznoéci np. dla szeregéw naprzemiennych? To tym lepiej!

* Wzér Vidte'a:

2 1 Yeolobl 1 ki) 0) oL
;‘\G'VE*E‘/—E—'\JEJ’E 5*5\/;'"-

wz6r Wallisa: :

FEIF 8 5T
moga postuzy¢ do obliczania przyblized . Zilustruj jak szybko
pojawiaja sie kolejne cyfry «.

* Co prawda wzér Stirlinga
n
n! s V/27xn (!e:)
nie stuzy do wyznaczania 7, ale moze jednak sprébuj.

* (Nie na temat) Dokladnie twierdzenie orzeka, ze
VneN 3z, €(0,1) nl=+2rnn"e "=,

Uzywajac kalkulatorowego x zbadaj, jak zachowuje sie ciag {z,}
wyznaczony na twoim sprzecie.

Ze wzorem Wallisa studenci mieli pewne trudnoéci, trzeba im bylo
podpowiedsieé (np. ieby pogrupowali po dwa csynniki), wsér Vidte’a tes
wymagal podpowiedsi (najpierw opisaé — rekurencyjnie — csynniki), ale
w Migtnem te uwagi beda chyba sbyteczne.

Jaka$ geometria, ocsywiscie, musi sie pojawié, wssak x sie urodsila w geometrii
i to starogytnej, zatem historia:

* Mégt Archimedes - mozesz i Ty sprébowaé wyznaczyé przyblizenia
x wpisujac (lub opisujac) w koo jednostkowe wielokaty foremne.
(Oczywiscie nie fair jest uzywaé funkcji trygonometrycznych,
dlatego tez wygodnie jest badaé 4-, 8-, 16-,... katy foremne i
zaleznodci rekurencyjne.)

Jak zwieksza sie dokladnodé?

* Nasz rodak A. Kochafiski podat konstrukcje odcinka, ktérego
diugos¢ w przybliZeniu wynosita r (patrz H. Steinhaus
"Kalejdoskop matematyczny", str. 139).

Jak doktadne jest to przyblizenie?

Musze tylko pamietaé, seby zabraé ze soba Kalejdoskop. ..

* Oczywiste (dlaczego?) sa wzory: :

1
/Vl—z’dz:
o

1
/ dz
1+22 4

0
Zilustruj, jak szybko kalkulatory daja na ich podstawie kolejne
przyblizenia 7 (por6éwnaj tez rézne metody catkowania). Czym
mozna wyttumaczy¢ réznice w doktadnosci poréwnujac te dwie
catki?

NE
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* Nastepujace wzory trudno uznaé za wiadciwe do wyznaczania
przyblized x:
400
/ et dz = V2,
—00 :
+o0 |
sin z ~
/ ¥ S
0
+o0o
/ cos(z?)dz = \/g
0
A jednak sprébuj. Na czym polegaja ktopoty?

Ciekawe jak stuchacse sareaguja na te moje enigmatycsne pytania. Ja
uciessylem sie, gdy kiedyd student odpowiedsial — ,,w pierwssej s calek
"dokladnoéé jest mniejssa, bo wykres funkcji bardso stromo opada do 1°. Mosge
to sacytowaé w csasie oméwienia?

Pomysly ponigssych sadafi srodsily sie po lekturse ksiaseczski M. Kuczmy
O szeregach liczbowych; pewnie nikt nie pamieta tych dalszych wsoréw, i
dobrse. ..

* Nielatwo jest wyprowadzié nastepujace wzory:

1 1 ) e x2
a) 1+§-2-+§5+Iz-+...='—6-. o
1 1 1
’ — — —— — = e—
a') 1 22+32 42+... 1”22.
1 1 1 ’
a") 1+3—2+-5—2'+7—2+...=T:
1 1 1 xt
b) 1+2_‘+§‘_+F+”.—%'
I 1F 1 °
c) 1+2_e+§?+2§+°--—§'{5'
1 1 1 8
d) 1+-2-§+-3—8-+4—8+...—$,

1 1 1
e) l+m+m+m+...=‘. (

Zilustruj jakie jest tempo otrzymywania kolejnych cyfr «.

* Sprébuj odgadnaé (np. za pomoca kalkulatora lub komputera),
co sie kryje pod kleksami?

* Jak znale£¢ odpowiedniki a’) i a”) dla wyzszych wyktadnikéw?

UWAGA: O takich szeregach, w kt6rych wyktadniki sa niepirzyste.
nieviele wiadomo;

pono¢ za sensacje uznano ogtoszenie niewymiernosci E n_ls
(na Kongresie ICM w Helsinkach w 1978 roku) .

Latwo podsumowal taka prace w grupach, musse tylko praygotowaé na folii do
rzutnika te koszmarne wsory (ich pisanie na tablicy niepotrzebnie sajmie csas).

Cof specjalnego powinienem jeszcze przygotowac dla J.B. Czesto prsedstawial
on na Sgkolach OKM-u éwietne roswiagania sadaf  geometrii, wiec moge tym
razem bedsie ukladal sadania? Trseba tylko daé mu dobry pretekst, moie taki:
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Tréjkat WoW;W; modyfikujemy w sposéb nastepujacy:
Wierzchotek Wy przenosimy v takie miejsce, by v nowym tréjkacie
boki wychodzace z niego byty réwne, a obwéd niezmieniony.
Procedure powtarzamy dla kolejnych wierzcholkéw (ustawionych w
porzadku cykliczaym).

PROBLEN: Co sie bedzie dzialo?
(z dtugosciami bokéw, z wierzcholkanmi,...)

* Uogélniajac zagadnienie prosze postawié¢ jak najwiecej
ciekawych pytan - juz bardziej konkretnych (ewertualnie
odpowiadajac na niektére z nich).

Petla se ssnurka nalogona na trsy gwoddsie whbite w miekka plyte radykalnie
ulatwia sformulowanie powysissego problemu — pokase to. Poprosse J.B., by
sanotowal wyniki pracy swojej grupy w formie plakatu, ktéry wywiesse w czasie
prserwy i nie trseba bedsie omawiaé.

Cof jesscse prsydaloby sie specjalnie dla M.K. Ocsywiscie geometria, ale jak
snalef¢ cof csego on nie sna? Chyba wiem, Kalejdoskop... mogna csytaé

tysiac rasy i sawsse wycsyta sie co§ nowego. Musse jesscse sadbaé o forme. Ze
studentami srobiliémy plakat. Moie wykorsystaé ten pomysl? Prsygotowaé sgkic
takiego plakatu pozostawiajac tylko luki do wypelnienia? O tak:

L/ ’ Pani: Tak, moZesz zatem zapisaé tylko, ze
7a jalic dowony ryeusel, 1p. Foui i Tak, mote S g
(ot w blasie, San evbie we poradsy, (" Bmafs. ogelni

luka trzecia

ok List iporhmy m pewrs wi af3—f=...
m- funkcja zmiennej a

Jas: Ale to zapewne bedzie dobra trysekcja:

Pani: Drogie dzieci, wielki matematyk
francuski, Evaryst Galois, uzasadnii,
2e nie mozna konstrukcyjnie podzielié
pdovolnego kata na trzy réwne czesci.
(N6wiac skrétovo: trysekcja jest
niewykonalna.)

Ja#: Prosze Pani! A ja to zrobilem!
tylko... O tak:

Pani: Nie, tez nie, choé faktycznie jest
bardzo mata réznica pomiedzy S a a/3. Dla
a = r/3 wynosi tylko...

luka czwarta

Pani: Nie, tonie jest poprawne bo: Jaé: To mozna chyba jeszcze dokladniej:
luka pierwsza luka pigta
Jaé: Ale gdy a = 7/3 to wyrachovalem na Jas: i jeszcze... , i jeszcze... - tak
kalkulatorze, ze w nieskoriczonosé:
luka druga J luka szdsta
B=... ¢ Pani: Jasiu, nie garb sie.
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Pierwsse miejsce do wypelnienia jest latwe = sacheci do dalssej pracy. Druga
luka - nietrudna, s pomoca kalkulatora do wyrachowania; nieocsekiwany
wynik powinien sacheci€ do dalsgzej pracy. Do trseciej luki trseba albo duso
cierpliwoéci, albo systemu komputerowego typu DERIVE - trzeba bedsie
podpowiedsieé (podam ponadto roswiniecie w ssereg' Taylora tej funkcji, widaé
wtedy, skad taka duia dokladnoé¢).

Posostal jesscse najwickssy problem: csym sajaé Z.M. seby prses te dwie
godsiny si¢ nie nudsit (dla mnie, jak pewnie dla wielu ucsestnikéw Sskél, jest

on matematycsnym autorytetem tych spotkai). Dlugo mi to nie dawalo spokoju,
as$ pewnego ranka...

Koazguy senne:
Dla ,,porzadnej" funkcji f
a) integral diadyczny na [0,1] to
: Jon?
J :72
./ f' /‘l/,: ’ /j";ll/: .f: eee =7

1/4

fflll

b) integral Cantorana [0,1] to

Jon?
e .
Lo fmin v

in,

Bo csemui bym nie mial postawi¢ pytania, na ktére nie snam odpowiedsi (nawet
dla wielomianéw) ?

Prawdopodobnie spotkam sie 5 sarsutem, se na pewno nie pracuje se studentami
tak, jak opisalem. Odpowiem, se sscsegély faktycsnie s3 inne (smienione tak,

by nie sanudsi¢ stuchacsy), ale mam nadsieje, se udalo mi sie pokasaé ‘co i jak
méwie studentom’.

Co 5 tego wssystkiego si¢ udalo? Jak wypadlo ‘sprawdsenie’ sadania domowego?
Nie mnie o tym sadsi¢. Chocias Z.M. mial sabawe i to na niejeden wieczér.

Mose on to kiedy$ opisse?
Zadanie domowe

odrobit
Krzysztof OMILJANOWSKI

P.S. Jui po wssystkim snalaslem zebranie resultatéw dotycsacych =

w podrecsniku (tlumacsenie 5 angielskiego) Matematyka w szkole frednie;j,
tom 3, WSiP, Warssawa 1988, str. 397-399. Nie ma to, jak ‘odkrywanie
Ameryki’, choéby po ras setny!
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