Nieréwnosci, wypuklo$é i ekstrema

Jarostaw GéRNICKI, Rzeszow

Analizujac konkretny problem niejednokrotnie musimy szukaé wielkodci
ekstremalnych, rozstrzygaé o ich ilosci, wreszcie wyznaczaé je. Najczeéciej
robimy to tak: staramy sie opisaé dane zjawisko za pomoca funkcji
rzeczywistych rézniczkowalnych, a nastepnie, postugujac sie¢ dobrze znanymi
metodami rachunku rézniczkowego, udzielamy odpowiedzi na postawione
pytania. Z nauki szkolnej mozna nawet wynie$é wrazenie, Ze jest to jedyny
sposéb podejscia do tego typu zadai.

Oczywiécie tak nie jest, niektére problemy ekstremalne, dotyczace funkcji
rzeczywistych jednej i wielu zmiennych rzeczywistych, mozna rozstrzygaé innymi
metodami. Wymaga to pewnej fantazji, pomyslowosci — ale czy nie jest to urok
matematyki?

1. Zastosowanie prostych nieré6wnosci

Przyklad 1

Oto elementarne rozumowanie: jezeliz+y=sorazz=y=%,toz-y= %2.
Gdy z#y, to z# £ i (z— £)? > 0. Stad oczywidcie z-s — 2% < %2iz-y=

= z(s - z), wiecz-y < 2%

Widzimy zatem, e tloczyn dwdch dodatnich liczb rzeczywistych o danej sumie ma
wartodé najwickszq, gdy czynniks sq réwne. Geometrycznie oznacza to, ze:

Ze wszystkich prostokqtdéw o danym obwodzie najwieksze pole ma kwadrat!

Przyklad 2
Udowodnij, ze iloczyn trzech liczb rzeczywistych dodatnich o daney sumie ma
wartodé najwickszq, gdy czynniks sq réwne.

Dowéd. Dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y prawdziwa jest nieréwnosé
z2 + y? > 2zy, a w konsekwencji

(z+9)? = 2% + 22y + 4 > 4zy,
(1) (z+9)* > 4ay.
Niech teraz z,y, z beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi takimi, ze
z+y+z=s. Jezeli z # y, to (z— y)% > 0 oraz z (1) mamy (z + y)? > 4zy.
Niech 3d = z+ y + 2, zatem (2 +d)? > 42d, ((z + y) + (z + d))? > 4(z + y)(z + d),
astad (z+y+z+d)* > 42 dzy - 4z2d, coyli (z + y + z + d)* > 4*zyzd. Poniewai
z +y + z = 3d, wiec (4d)* > 4*zyzd, a zatem d°® > zyz. Innymi slowy
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Gdyz=y=z=§,tozyz= ;—‘1, co koriczy dowéd.

W dalszej czedci wykazemy, ze prawdziwy jest wynik ogélniejszy: sloczyn n > 1
liczb rzeczywistych dodatnich o danej sumie ma wartodé najwickszq, gdy czynniki
sg réwne.

Tymczasem wykorzystamy fakt podany w przykladzie 2.

Przyklad 3
Ze wszystkich prostopadiodciandw o danej powierzchni najwickszq objetosé ma
szeScian.

Dowéd. Niech z, y, z beda. dlugosciami bokéw prostopadloécianu, sa$ 6p jego
powierzchnia. Mamy wiec zy + yz + 2z = 3p.

Jeeli =y = z, to 2% = p, a wiec zyz = \/p®. Gdy z # y, to réwniei 1 # %
i na podstawie rozwazai z przykladu 2,
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Poniewaz
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wiec % < (%‘L‘) , skad (zyz)? < p®, cayli zyz < \/pd.

II. Funkcje wypukle i nieréwnosé Jensena

Poznajac matematyke spotykamy sie miedzy innymi ze zbiorams wypukiyms,
funkejams wypukiyms [3]. Czesto nie doceniamy znaczenia tych pojeé. Herman
Minkowski badajac zbiory wypukle wyrazil swéj zachwyt méwiac: , interesuje
mnie wszystko, co jest wypukle”.

Niech I C R bedzie przedzialem. Funkcje f : I — R nazywamy wypukiq
w przedziale I, jezeli dla dowolnych z,y € I, t € [0, 1], /

(¥) fltz+ (1-t)y) <t f(z) + (1-1) - f(y).
Gdy dla z # y, t € (0, 1) jest nieréwno$¢ ostra, wtedy funkcje f nazywamy fcifle
wypukiq.

Geometrycznie oznacza to, e wykres funkcji f na dowolnym przedsiale [z, y],
z,y € I lezy pod lub na cigciwie o kortcach (=, f(z)), (y, f(¥))-

Sile tego pojecia ujawnia stwierdzenie: kaida funkcja rzeczywista zmiennes
rzeczywistej wypukla w przedziale otwartym jest ciqgla w tym przedziale.

Wypuklos¢ funkcji mozna tez rozwaia w innym znaczeniu: méwimy, e funkcja
f:RD I — R jest wypukla w sensie Jensena w przedsziale I, jesli dla dowolnych
z,y€l,

; (z;y) < %(f(z) +1(v)-

Gdy dla z # y nieréwno$¢ ta jest ostra, to méwimy o 4cislej wypukloici w sensie
Jensena.

Zwiazek pomiedzy tymi okrefleniami wypuklodci jest nastepujacy: jezels funkcja
[, okreslona w przedziale otwartym I, jest wypukla w sensie Jensena i jest ciqgla,
to speinia ona warunek (*) dla dowolnych z,y € I, t € [0, 1].

Teraz nasza uwage skierujemy na tzw. nier6wnoéé Jensena.

Twierdzenie 1 (nieréwnos$é Jensena, 1905). Jezeli f : I — R jest funkcjq

wypukle na przedziale I C R, to dla réznych z1,%3,...,2, €I, n > 2, oraz
n

0 < t; <1 takich, Ze Y t; = 1 spelniona jest nieréwnodé:

=1
n n
f (Ztez.') <> ot flm)
i=1 i=1
Gdy f jest Scisle wypukla, to nieréwnodé jest ostra, zaé réwnodé ma miejsce
jedynie w przypadky, gdyz) =23 =...=z,.

Dowéd. Dla n = 2 twierdzenie jest prawdziwe, gdyz nieréwnoé¢ Jensena
pokrywa si¢ z definicja funkeji wypuklej. Zalézmy prawdziwosé twierdzenia dla
n

n — 1. Wtedy dla dowolnych 0 < ¢; < 1 takich, e } ¢; = 1 mamy

i=1
n-1 n—1
1 :
a= ;.t; >0, a ponadto punkt z = = z; t;z; naleiy do I.
5 =

Na mocy zalozenia indukcyjnego,

n—1_ n-1
a-f (E‘%z.- . z) < Zt,' - f(=z)-
=1

=1
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Z wypukloéci funkcji f, mamy

n n :
f (Et.-z;) = flaz+ (1—a)zs) <a- f(z) + (1 —a) - fza) < Et,- - fl=),
=1 =1

co na mocy zasady indukcji matematycznej koniczy dowéd.
Nieréwnos¢ ta jest frédlem wielu innych waznych nieréwnoéci. Na przyklad
funkcje wykladnicze z — a* (0 < a # 1) sa ciagle oraz $ciéle wypukle w sensie
Jensena na zbiorze R: gdy z # y, to (a*/2 — a¥/2)2 > 0, a wiec a(=+¥)/2 <
< 1(a® +a¥). Wobec tego:

n
dla liczb 0 < p; < 1 takich, ze ) pi=1,2;>0,t=1,2,...,n,

=1
it 2B L. 2P < P13+ paZa + .ot PrZp,
przy czym réwnoéé ma miejsce tylko wiedy, gdy ., =22 = ... = z,,.

Dowéd. Wystarczy tak wybraé liczby t;,¢ = 1,2,...,n, ge z; = 10%

i zastosowaé nieréwnoéé Jensena do funkcji wykladniczej.

Stad, dlap; =p2=...=p, = %, otrzymujemy nieréwnoéé Augustyna

Cauchy’ego z 1821 roku pomiedzy srednimi: geometryczna i arytmetyczna:

jezeliR2z;>0,1=1,2,...,n, to
e T ReE

n
1 réwnodé ma miejsce jedynie, gdy 7, =z = ... = z,,.

2> Yz125...2,

Korzystajac z nieréwnoéci Cauchy’ego mozna w latwy sposéb rozwiazaé zadanie
z przykladu 2.

Przyklad 4
Tloczyn n > 1 liczb rzeczywistych dodatnich o danej sumie ma wartodé najwickszq,
gdy czynniks sq réwne. :

Dowéd. Przyjmijmy, ze z; + 22 + ...+ 2, = M. Na podstawie nieréwnoéci
Cauchy’ego:
I e Rd Bttt M
n n
wiec 2122...2, < (%)'l i réwno$¢ ma miejsce jedynie w przypadku, gdy
m

TI=zp=...=z, =2,

Geometrycznie oznacza to na przyklad, ze:

ze wszystkich prostopadlosciandw o stalej sumie dlugodcs krawedzi najwiekszq
objetodé ma szescian.

Dla Caytelnika znajacego wzér Herona na obliczenie pola tréjkata wobec
powyzszego roznmowania oczywiste jest, ze:

spodrdd wszystkich tréjkqtéw o danym obwodzie najwicksze pole ma trdjkqt
rédwnoboczny.

Przyklad 5

Jezels sloczyn z125 - ... - z, liczb dodatnich jest staly, to suma 2 + z2 + ...+ z,
ma najmniejszq warto$é, gdy z, = x5 =...=z,,.

Dowéd. Przyjmijmy ¢ = 225 - ...- z,. Stosujac nieréwnoéé Cauchy’ego
dostajemy ﬂﬁ’—l’—'ﬂn > {/c i réwnoéé ma miejsce tylkodla z; =z, =...=1z,.

Oto inne zastosowanie nieréwnoéci Jensena ([5]):

Przyklad 6 >

Rozwazmy dowolny n-kat wpisany w kolo o promieniu r > 0 i niech

Z1, %2, ..., Zy beda miarami katéw Srodkowych opartych na kolejnych bokach
wielokata. Zatem z; € [0, 7] oraz z; + ...+ z, = 27. Pole rozwazanego wielokata
jest wiec réwne

1
Er’(sin z1+...+sinz,).
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Poniewaz funkcja sinus jest wki¢sla (we wsorze () nieréwnoéé jest przeciwna)
w przedziale [0, 7], wiec dla liczsb t; =t =...=¢t, = l otrzymujemy:

—(sinz1+...+sinz,.) Ssin(—(a:1+...+zn)) -smzzr-
n n n

Wobec tego pole n-kata wpisanego w kolo o promieniu r jest nie wnekue nis

%r’n sin T’ przy czym maksimum jest osiagniete gdy z; = z3 = ... = z,,.

Oznacza to, ge:

w 2biorze wszystkich n-kqtéw (n > 3) wpisanych w dane kolo o promiensu r
najwieksze pole ma n-kqt foremny.

III. Nier6wno#é Bernoulliego

Cheé rozwiazania zadania ekstremalnego bes usycia rachunku réinicskowego
moze wymagaé zastosowania specjalnie opracowanych nieréwnodci. Oto jak
mozna wykorzystaé nieréwnoéci Bernoulliego w wersji ogdlniejszej (nie tylko dla
liczb naturalnych - [2]).

Twierdzenie 2 (nieréwnosci Bernoulliego). Jeseli z > —1§0 < a < 1, to wtedy

(1) (1+z)*<1+az,
natomsast jezelia <0 luba > 1, to
(2) (1+2)*>1+az.

Réwnoéé we wzorach (1) ¢ (2) ma micjsce‘tylko, gdyz=0

Dowéd. Zaléimy, ze a 3 przedzialu (0, 1) jest licsba wymierna postaci a = =
gdzie m, n 83 liczbami naturalnymii 1 < m < n. Wéwczas

(1+2)% = I+a" 1" = t/1+32)...(1+32) ... 1<

(1+2)+(1+2)+...+(1+2)+1+...4+1
n

1
T "‘(ﬂ“#_m 142,
Znak réwnoéci otrzymujemy jedynie w pnypadku, gdy wssystkie csynniki pod
pierwiastkiem sa identyczne, tj. 1+ z =1, 2= 0. Jeieli z # 0, to nieré6wnoé¢ jest
ostra. Przyjmijmy teras, ie a g przedzialu (0, 1) jest licsba niewymierna. Niech
r1,72,... bedzie ciagiem licsb wymiernych s tego przedzialu, ktérych granicy jest
liczba a. Wtedy
(1+2)*= lim (1+2)™ < lim (1+r,z) =1+ az.
n-—co n—+00

Uzasadnienia wymaga teras stwierdzenie, te nieréwnos¢ ta jest ostra dla z # 0.

Wybieramy liczbe wymierna r taka, fe a < r < 1. Wéwcsas (1+z)* <1+ 2z,
astad (1+2)° < (1+ 22)". Jeieliz#0,t0 (1+22z)" <1+rlz=1+a" -o

koficzy dowdd pierwszej czesci.

Jegeli 1+ az < 0, to nier6wnosé (2) jest oczywista. Jeseli 1+ az > 0, csyli
az > —1, to rozpatrzymy dwa przypadki.
Przypuéémy, ze a > 1. Wtedy z dowiedzionej jui czeéci, mamy
(1+a2)t < 1+;1-az= 1+ z.
Réwnoéé ma miejsce jedynie dla z = 0. Podnosszac obie strony ostatniej
nieréwnoéci do potegi a, otrzymujemy
1+az< (14 2)%

Przypusémy tera:, ze a < 0. Wybieramy liczbe n € N taka, by 2]
Wéwczas z pierwszej czedci dowodu, mamy

(1+2z)7% < l—gz,
1

1=

(1+z)%> >1+ 22
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Podnoszac obie strony ostatniej nieréwnoéci do n-tej potegi uzyskujemy
(1+z)> (1+Z-z)” > 1+n-:-::=1+az,
i réwnoéé ma miejsce jedynie dla z = 0.
Twierdzenie 8. Jezelia > 0, b > 1, to funkcja
. flz)=2b-a-zdlaz>0
0siqga minimum w punkcie = = (a/b) 5T,

Dowéd. Dla b = 2 wynika to bezposrednio z réwnoéci

?—a-z= (:n:—a)z—a2
T 2 4’

W przypadku ogélnym postuzymy si¢ nieréwnosécia Bernoulliego w postaci: Jezcls
z2>2-11b>1,t0 : B

(14+2)°>1+bz
(réwnosé ma miejsce tylko, gdy = = 0).

Poniewaz b > 1, wiec (1+2)® > 1+ bz dla 2 > —1, pray czym réwnoéé ma
mlejsce jedynie dla z = 0. Przyjmujac 1+ z =1y, mamy Y>1+b(y-1),

y® — by >1—bdlay >0, pray czym réwnoéé ma miejsce jedynie dla y = 1.
Mnoiac ostatnia nieréwnos¢ przez c® (c > 0), otrzymujemy

(cy)® =b-c®Yey) > (1-b) - <.
Przyjmujac z =cy, b-c®"! =a (stad c = (a/b)FéT), mamy
2® —az > (1-1b) - (a/b)5=T
i réwno$¢ ma miejsce tylko, gdy z = ¢ = (a/ b)"}f co koriczy dowéd.
Uwaga. Funkqa 9(z) = az — 2° = — f(z) osiaga wartos¢ najwicksza w punkcie
g (a/b) =
Przejdfmy wreszcie do zastosowani ostatniego twierdzenia.

Przyklad 7
Nie korzyata;q,c 2 rachunkyu rdzmczkowcgo wyznaczyé najwiekszq wartodé funkeys
f(z) =sinz -sin2z, z €R.

Rozwiazanie. Poniewaz sin2z =2 -sinz - cos z, wiec

sinz -sin2z = 2 - cos z - sin®

z=2-cosz - (1—cos?z) = 2(z — 2%),

gdzie z = cos z, a stad —1 < z < 1. Funkeja z — 2% = 2(1 — 22) prayjmuje
wartosci ujemne dla —1 < 2 < 0, jest réwna 0 dla z = 0 i przyjmuje wartoéci
dodatnie dla 0 < z < 1. Zgodnie z uwaga po twierdzeniu 3 funkcja z — 23, 2 > 0,
przyjmuje warto$é najwicksza w punkcie zp = 3 . Zatem funkcja f(z) =
=sinz-sin2z przyjmuje najwicksza wartoéé w punktach bedacych rozwiazaniem
réwnania cosz = 7- i warto$é ta wynosi 7— ~0,77.

Zainteresowanym takim podejéciem polecam ksiazke [4].

IV. Zastosowania w analizie funkcjonalnej

Wszystkie wyzej przedstawione zadania moina znacznie szybciej rozwiazaé
stosujac rachunek rézniczkowy. Z tego punktu widzenia dotychczasowa
prezentacja moze si¢ wydaé ,przerostem formy nad trefcia®. Jak jednak
postapi¢ w sytuacji, gdy niesmozemy skorzystaé z dobrodziejstw rachunku
réiniczkowego? Z taka sytuacja wielokrotnie spotykamy sie na prayklad

w analizie funkcjonalnej, teorii optymalizacji. Poszukujemy tam czesto minimum
lub maksimum jakiego$ funkcjonalu.

W jednostajnie wypuklych przestrzeniach Banacha (jesli kto§ wie, co to takiego)
prawdziwy jest nastepujacy rezultat ([1]):
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