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Omawiajac pojecie przestrzeni wektorowej (liniowej) nad pewnym cialem
wprowadzamy niezwykle wazne i zarazem fundamentalne pojecie, pojecie bazy
tej przestrzeni. Jest to podzbiér tej przestrzeni, ktdry jest liniowo niezalezny
i ktéry generuje te przestrzef. Istotna jest tu wlasnosé, ktéra orzeka, ze jakis
sbidr jest baza pewnej przestrzeni wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wektor

tej przestrzeni mozna przedstawié jako kombinacje liniowa skoficzonej liczby
wektoréw g tego zbioru, o wspélczynnikach gz zadanego ciala, a ponadto
przedstawienie to jest jedyne.

Nie bedziemy tutaj przedstawiaé dowodu wypowiedzianej wysej wlasnosci
odsylajac sainteresowanego Czytelnika do artykulu [3].

Bardzo waznym twierdzeniem w teorii przestrzeni wektorowych, a gsarazem
trudnym do udowodnienia, jest twierdzenie méwiace, Ze wszystkie bazy tej samej
przestrzeni sa zbiorami réwnolicznymi. :

Oczywidcie dowodasi sie, Ze kazda przestrzedi wektorowa ma przynajmniej jedna
baze.

Przypomnijmy, e dowéd ten przeprowadza sie 3 wykorzystaniem lematu
Kuratowskiego-Zorna w ten sposéb, ze w rodzinie wszystkich podzbioréw
liniowo niezaleznych zadanej przestrzeni wprowadzamy porzadek sa pomoca
relacji inklugji, a nastepnie wykazujemy, ze rodzina ta g tym porzadkiem ma
elementy maksymalne, ktére musza byé jui baza przestrzeni.

Inaczej rzecz ujmujac mozna powiedzied, ze konstrukcje bazy przeprowadsa sie
»poszersajac” jaki§ wybrany na poczatku zbiér liniowo niezalezny za pomoca
indukeji pozaskoiiczonej tak dlugo, az otrzymamy baze.

Jest to wiec konstrukcja bardzo nieefektywna w przypadku, gdy baza jest
gbiorem nieskoficzonym. Mozna w gwiazku z tym postawié problem sbadania
wlasnoici bazy w zadanej przestrzeni wlasnie w tym przypadku. Skoro bowiem
bazy efektywnie nie znamy, to chcielibySmy poznaé przynajmniej troche jej
strukture.

Moina tei postawié pytanie, czy jest mozliwe ,zaprogramowanie” jakiej§
wlasnodci basy poprzez wybér odpowiedniego zbioru liniowo niezaleinego na
poczatku konstrukcji.

Zajmiemy sie préba udzielenia odpowiedzi na wyzej postawione pytania
w pewnym szczegSlnym, ale bardzo wainym przypadku, ktéry wydaje sie byé
stosunkowo najblizszy naszej intuicji.

Mianowicie bedziemy rozpatrywaé przestrzen liczb rzeczywistych R jako
przestrzei wektorowa nad cialem licsb wymiernych Q. Zgodnie s ogélna

teoria istnieje baza tej przestrzeni, ktéra nazywa sie tradycyjnie bazq Hamela
(zostala wprowadzona w 1905 r. przez Georga Hamela). Base Hamela bedziemy
oznaczaé literg H.

Chcac przebadaé wlasnoéci dowolnie ustalonej bazy Hamela H wystartujemy od
najprostszej s nich.

W1. 1. Baza Hamela jest zbiorem nieprzeliczalnym.

Dla dowodu przypuéémy, ze baza Hamela H jest zbiorem przeliczalnym.
H = {h1,hs,...}.
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Symbol 2Y oznacza sbiér zloiony

ze wszystkich iloczynéw zy, gdsie

y € Y. Analogicznie okrefla si¢ dalej
uiyty symbol X + Y itd.

Wefmy dowolna liczbe z € R. Wtedy z mozna jednoznacsgnie przedstawié
w postaci

z=wihy +waha +...+ wyhy,,
gdzie w, w3, ..., w, € Q, w, # 0, niektére za$ sposréd liczb w;, wa, ..., wa—1
(nawet wszystkie) moga by¢ réwne 0. Zatem z jest jednoznacznie
reprezentowane przes ciag (wy,ws, ..., w,) i preyporsadkowanie
z —+ (w1, wa, ..., w,) jest wzajemnie jednoznaczne.

Wiadomo g teorii mnogo&ci, Ze zbiér wszystkich ciagéw skoiiczonych o wyrazach
nalezacych do zbioru przeliczalnego jest przeliczalny. Oznacsaloby to, ge sbiér R
jest przeliczalny i sprzecznosé.

W1 2. Baza Hamela zawiera nieprzeliczalng iloéé liczb przestepnych.
Wynika to s WL 1 oraz & faktu, ge gbiér liczb algebraicznych jest przeliczalny.
W1. 8. Kaida baza Hamela zawiera co najwyiej jedna licsbe wymierna.
Dowéd: Przypusémy, ie he, h, € H,hy # h, orazs hy, h, € Q. Wefmy liczbe
rzeczywista z = hy. Wtedy

z=1-h;

oraz

z= hﬁ, - h,.
Ale h/h, € Q, a wiec z mialby dwa réine przedstawienia sa pomoca basy H.
Jest to jednak sprzeczne z definicja bazy.

WL 4. Istnieja bazy Hamela sawierajace dokladnie jedna licsbe wymierna.

Rzeczywiscie, wystarczy vwziaé sbiér {1,/2}, bedacy liniowo niezaleiny,
poszerzyé go do bazy Hamela i skorzystaé s Wi. 3.

W1 6. Do bazy Hamela nie moga nalezeé wszystkie liczsby niewymierne.

Wilasnoéé ta wynika latwo 3 WL 10, ktéra pééniej udowodnimy. Podamy jednak

teraz niezaleiny dowéd. Zauwazmy najpierw, e prawdziwa jest implikacja
z,yeH=>z+y¢ H. ‘

Wynika to s definicji basy. Gdyby bowiem u = z + y € H, to s réwnoéci
1-z+1-y+(-1)-u=0

wynikaloby, ge wektory z, y, u sa liniowo zalezne, wbrew definicji bazy.

Nastepnie, dla dowodu rozwazanej wlasnoéci przypusémy, te H sawiera

wsgystkie liczby niewymierne. Zatem v/2,v/3 € H. Ale /2 + /3 tei jest liczba
niewymierna, wiec v/2 + /3 € H. Prsecsy to jednak wyiej ustalonej wlasnoéci.

W1 6. W kaidej bazie Hamela znajduja sie liczsby z oras y takie, ie z+y ¢ Q.

Dowéd: Dla dowodu niewprost przypu$émy, ze dla dowolnych a,b € H

gachodzi, e a + b € Q. Weimy trzy dowolne liczby hy, h2, hs € H, réine miedsy
soba. Wtedy (z zalozenia) hy + hy € Q, hy + hs € Q wiec hy + 2hs + hs € Q oras
hy + h3 € Q = hy + 2hz + hg — (hy + h + 3) = 2h; € Q => h; € Q. Podobnie
wykazujemy, ge h; € Q. Otrzymamy wiec sprzecznoéé s W1. 3, co koricsy dowéd.

WL 7. Jezeli H jest baza Hamela oraz a jest dowolnie ustalona liczba
rzeczywista, a # 0, to zbiér aH tez jest baza Hamela.

Dowéd: Weimy ahy,ahs,...,ah, € aH i zaléimy, ie s3 one liniowo saleine.
Wtedy istnieja w1, wa, ..., w, € Q, nie wszystkie réwne 0 takie, ie
wiahy + waahy + ...+ whah, =0, :

skad wynika wihy + waho + ... + wah, =0, co oznaczaloby, e hy,hg,..., h,
sq liniowo zalezne. Przeczy to jednak temu, ze hy, hs,...,h, € H. A satem
ahy,ahs,...,ah, s liniowo niezalezne. Implikuje to, ze gbiér aH jest liniowo
niezalezny.
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Dowéd: Wykazemy, ze H + H nie zawiera adnego przedzialu. Dla dowodu
niewprost przypusémy, ie jest odwrotnie, tzn. H + H zawiera pewien przedzial
otwarty. Bes straty ogélnosci mozemy zalozyé, ie istnieja takie a,b, 0 < a < b, ge
[a,b]c H+ H.

Wtedy kaida liczba y € [a, b] daje si¢ jednoznacznie przedstawié w postaci
y = hy + h,, gdzie hy,h, € H.

Weimy dalej dowolna liczbe rzeczywista z > 0. Wtedy w przedsiale (5, 2)

£ n
znajduje sie pewna liczba wymierna = Mamy

a n b
T m z

skad wynika, ge Dise (a,b). Zatem na podstawie ustalonej wyzej wlasnoéci
m
dostajemy, ge %z = h¢ + h, (jednoznacznie) wiec
m m
= —hi+ —h,
n n
(jednoznacznie).

Jezeli z < 0 to otrzymamy, ze z = (— 2) he + (— %) h,. Oznacza to, se kazda
liczbe z # 0 mozna przedstawié jako kombinacje liniowa dwéch elementéw
bazy Hamela H. Jest to sprzeczne z faktem, ze H jest baza o wiekszej iloéci
elementéw niz 2.

Zatem baza H tym bardziej nie moze zawieraé zadnego przedzialu. Z
twierdzenia Steinhausa [2] wynika teraz, e miara wewnetrzna bazy Hamela H
jest réwna 0 i koniec dowodu.

Uwaga. Na poczatku lat dwudziestych biezacego stulecia W. Sierpifiski
udowodnil, Ze istnieja zaréwno mierzalne jak i niemierzalne (w sensie
Lebesgue’a) bazy Hamela. Zatem jezeli H jest mierzalna baza Hamela, to jej
miara Lebesgue’a jest réwna 0.

Oznacza to, ze baza Hamela (mierzalna lub nie) jest doéé rsadkim podsbiorem
prostej R.
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