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1. Tozsamosci dwuliniowe

Jedna z wazniejszych umiejetnosci, jaka powinien posiaéé student

w trakcie nauki geometrii przestrzeni euklidesowej, jest znajdowanie
wektoréw prostopadlych do danych wektoréw. W szczegblnosci wazne jest
znajdowanie bazy prostokatnej zawierajacej niezerowy, z géry ustalony
wektor. Jezeli przestrzefi ma wymiar 2, to moina posluzyé sie metoda
nuczniowska” i do danego wektora [y;, y2| po prostu dopisaé wektor [—y2, y1].
Zastanéwmy sie, czy w przestrzeniach o wyiszych wymiarach nie mozna

% jednego wektora otrzymaé bazy prostokatnej (lub przynajmniej ,duzego”
zbioru wektoréw wzajemnie prostopadlych) permutujac wspélrzedne
wyjéciowego wektora i zmieniajac gdzieniegdsie znak na przeciwny. Latwo
zauwaiy¢, Ze w przestrzeniach o nieparsystym wymiarze metoda ta jest
calkowicie bezuzyteczna. A jak to wyglada w przypadku parzystego
wymiaru? W przestrzeni czterowymiarowej, startujac od dowolnego
niezerowego wektora [y;, 2, ys, Y4], mozemy szybko znalefé baze prostokatna
dopisujac wektory [ya, —y1, Y4, ~ys], [y, —ya, —1, vo (¥4, Y3, —¥2, —31.

W przestrzeni odmiowymiarowej zadanie réwniei ma rozwiazanie.

Wektory [y1, 42, Y3, ¥4, 5, Y6, U7, Ys), [—¥2, ¥1, — s, Y3, —¥e, ¥s, s, — 1),
[—y3, Y4, Y1, —Y2, ~¥7, ~ Vs, Y5, Yo, [~ ¥4, =93, Y2, Y1, —¥s, ¥7, —¥6, Y5 s
[~¥5: Yo, Y7, Y8, Y1, —y2, —¥3, —¥a, [~¥e, —vs, Y8, —y7, ¥2, ¥1, va, —vs),

[~y7, =8, —Y5, Y6, Y3, —Va, Y1, Y2| oras [—ys, Y1, —ys, —s, Ya, ¥3, —yz, 1] tworsa
baze prostokatna (sprawds!).

Sformulujmy nasz problem bardziej precyzyjnie.

Zadanie: Niech y,...,y, beda niezaleznymi zmiennymi oraz niech § bedzie
zbiorem wszystkich wektoréw postaci [F9.1), -, FYo(n)]; o € Sp. Zbiér § ma
2"n! elementéw. Jaka jest mozliwie najwieksza liczba elementéw podzbioru,

w ktérym kaide dwa réine elementy sa prostopadle (w sensie zwyklego iloczynu
skalarnego)?

Wskazéwka: Niech T bedzie podzbiorem zbioru § , ktérego kaide dwa rézne
elementy sa prostopadle. Oznaczmy przez r liczbe elementéw zbioru T,
natomiast przez A macierz, ktérej kolumnami sa wektory nalezace do T.
Zatem A =y A; +...+ y, A, gdzie Aj,..., A, 33 macierzami wymiaru n x s
o wspélrzednych réwnych 0, F1, oraz A*A = (v +...+42)I,. Pomnéimy
pPowyisza réwnosé z lewej strony przez X = [#1,...,2,] oras z prawej strony
przez X*. Otrsymujemy XA'AX* = (y2 +...+ ¥2)X X*. Oznaczmy teraz

Z = [z1,...,2,] = AX*. Wtedy zachodzi réwnoéé 2t Z = (V+...+2)XXx2,
czyli

(1) (4. 42 +.. . +92) =22 +...+ 22,
gdzie zy,..., z, sa formami dwuliniowymi zmiennych niezaleznych
X=|z1,...,z ] oraz Y = [y,..., y].

Réwnosé (1) sugeruje nastepujaca definicje.
Definicja. Tozsamoscia dwuliniowa typu (r, s,n) nad cialem F nazywamy
tozsamosé

(E . +ad)yi+.. .+ =F+...F22
gdzie zy, ..., 2, sa formami dwuliniowymi (nad F) zmiennych niezaleinych
X =[z1,...,2,]oraz ¥ = (Y125 9]
Przyklady znanych tozsamodcs:
(1,1,1): 232 = (z191)?
(2,2,2): (=1 + 23) (41 + ¥3) = (2191 + 2292) + (2192 — 7201)?

(Diofantos, ok.250 n.e.)
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444 (@l +a3+a3+a) i+ ++4d) =
= (Z1y1 + Z2y2 + Zays + Tava)? + (Z1¥2 — Zay1 + Taye — Zays)?+

+ (2195 — T2ys — Zay1 + 24¥2)® + (Z194 + T2ys — Tayz — Tay1)?

; ; (Euler, 1748)
Zauwaimy, ge 3 ostatnich dwéch tozsamoséci moina odcsytaé roswiazanie
naszego zadania dla n = 2,4. W roku 1845 Cayley podal tozsamoé¢ typu
(8,8,8). Nie bedziemy jej tutaj praytaczaé, gdys jest ona sporych rozmiaréw.
Cazytelnik latwo moze ja odtworzyé z rozwiazania naszego zadania dlan =8
lub znalefé w ksiazce W. Sierpifiskiego, Teoria liczb, PWN 1950, str. 97.
O swego rodzaju kompletnosci powyiszej listy przykladéw swiadczy nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie (Hurwits, 1898). Toisamoé¢ dwuliniowa typu (n,n,n) nad cialem F
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy n = 1,2, 4, 8.

Po udowodnieniu tego twierdzenia Hurwitz postawil pytanie: dla jakich liczb r, s
oraz n istnieja toisamosci typu (r, s, n)?

Przyklad:
(22 + 23 +23)(vi + 93 + 45 + 9 +43) =
=2+ +4+2 + (z14s)? + (z2v5)® + (z3ys)? + (zays)?,

gdzie 21, 22, 23, 24 sa takie jak w tozsamosci Eulera (dla z4 = 0). Istnieje satem
tozsamosé typu (3,5,7).

Zauwaimy, ge teraz nasze zadanie mozna sformulowaé inaczej: dla jakiego
r istnieje nad cialem R toisamoé¢ dwuliniowa typu (r, n, n) (spéjrs na (1))?
Rozwiazanie wynika z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie (Hurwits, Radon, 1923). Toisamo$¢ dwuliniowa typu (r, n,n)
nad cialem F istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy r < p(n), gdzie p jest funkcja
okreslona nastepujaco:

2m+1, gdym=0

2m, gdym=1

jezeli n = 2™ng, ng & 2Z, to p(n) = (mod 4).

2m, gdy m=2

2m+2, gdym=3

Funkcja p nazywana jest funkcja Hurwitza—Radona. Z tw. Hurwitza—Radona
wynika tw. Hurwitza, bo p(n) = n wtedy i tylko wtedy, gdy n = 1, 2,4, 8.

Przyklady. p(12) = 4, p(16) = 9, p(32) = 10. Istnieja zatem toisamodci
typu (4,12,12), (9, 16, 16) oraz (10, 32,32). Za chwile poznamy metode ich
znajdowania.

Postepujac podobnie jak we wskazéwce do naszego zadania mozna wykazaé, ie
tozsamos¢ dwuliniowa typu (r, s,n) nad cialem F istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja macierze Aj,..., A, nad F wymiaru n X s i takie, Ze maciers
A=y1A; +...+ y; A, spelnia réwnosé A*A = (y? + ...+ y?)I,. Ta ostatnia
réwnos$é mozemy zamienié na uklad réwnait macierzowych (zwanym ukladem
macierzowym Hurwitza)

@) AlA; =1, dlal1<i <s,
AlA;+ A5A; =0 dlal1<i4,5<s, i#7.

Metoda podwajania: Jeieli Ay, ..., A, speliaja (2) dla r = n (tzn. istnieje
tozsamo$é typu (n, s, n)), to macierze

_ |4 o S AR > il 0 A

Cl—[o Al}’ CJ"[O _AJ.]’ 2<3<s C'c+l—[_A1 ol

réwniez spelniaja uklad maciersowy Hurwitza i pozwalaja napisaé tozsamoéé
typu (2n,s + 1,2n) (lub, co wychodzi na to samo, tozsamosé typu

(s + 1,2n,2n)). Zatem z tozsamosci typu (8, 8, 8) otrzymaé mozna toisamosci
typu (9, 16, 16) oraz (10, 32, 32).
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2. Funkcyjna wersja tozsamosci dwuliniowych

Zdefiniujmy odwzorowanie || ||? : F* — F okreslone wzorem: || X =

=23 +...+ 2} dla X = [2,,..., 2] € F¥. Nietrudno sauwaiy¢, ie toisamosé
typu (r, s, n) nad cialem F istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
odwzorowanie dwuliniowe f : F* X F* — F" speliajace warunek pnormy”:
I£(X,Y)|? = | X||? - |Y||?, dla X € F", Y € F*. Praypusémy, ie istnicje
tozsamoéé dwuliniowa typu (n,n,n). Wtedy przestrzefi wektorowa F™ moina
wyposaiy¢ w dzialanie mnozenia #, mianowicie X + Y := f(X, Y), otrsymujac
tzw. algebre kompozycyjna. W ten sposéb dla F =R otrzymujeny cialo R

(n = 1), cialo C (n = 2), algebre kwaternionéw Hamiltona (n = 4) orasz algebre
Cayleya (n = 8). Przypu$émy teraz, ze istnieje tozsamoéé dwuliniowa typu
(r,s,n) oraz F = R. Wtedy odwzorowanie f jest regularne (tzn. jezeli

X #0oraz Y #0, to f(X,Y) # 0) i pelni waina role w topologii algebraiczne;j.
Hopf uzy! go do konstrukcji odwzorowania pomiedzy sferami Jjednostkowymi
Hegrreol s st H(zx y) = ("’;"2 i "y"2: Zf(z’ y)) Dlar=s=n=2,4,8
otrzymujemy odwzorowania S° — S2, §7 — §4, §15 _, g8,

i
Definicja. r*p s := min{n : istnieje tozsamo$¢ typu (r, s, n) nad F}.
Twierdzenie (Stiefel, Hopf, 1940). Jezeli istnieje odwzorowanie dwuliniowe
f :R" xR® — R" speliajace warunek ,normy” (tzn. r g s < n), to spelniony jest
= n
warunek ¥(r,s,n): wspélezynniki Newtona ( lc) sa parzyste, gdy n —r < k < s.

Przykiad. 7 istnienia tozsamosci typu (3,5,7) (jeden z poprzednich przykladéw)
wynika nieré6wnos¢ 3 +g 5 < 7, natomiast z powyiszego twierdzenia mamy

6 <3z 5, bo (2) = 15. Zatem 3+ 5 =17.

Szereg interesujacych informacji na temat tozsamosci dwuliniowych oraz
gnanych wartosci r #F s snalefé moina w przegladowym artykule D. Shapiro [1].

Oryginalne dowody twierdzeri Hurwitza oraz Hurwitza—-Radona dotyczyly
tozsamosci nad C. Ich uogélnienie na dowolne cialo nie stwarzalo Jjednak
zadnych trudnosci. Wiele innych znanych tozsamoéci dwuliniowych (jak np.
toisamos¢ typu (3, 5,7)) réwniei nie zaleiy od ciala F. Naturalnym zatem
wydaje si¢ pytanie o te cechy ciala, ktére decyduja o istnieniu lub nieistnieniu
tozsamosci danego typu. Odpowieds na to pytanie nie Jjest znana.

Pigkne uogélnienie twierdzenia Stiefela—Hopfa znalazl M. Szyjewski.

Twierdzenie (D. Shapiro, M. Szyjewski [2]). Zaléimy, ie p, 0, sa formami
kwadratowymi nad cialem F wymiaréw odpowiednio r, s oraz n. Oznaczmy
ro =r—w(p), sp = s — w(0), no = n — w(r), gdzie w(p), w(c), w(r) sa indeksami
Witta (wymiarami maksymalnych calkowicie izotropowych podform) form p, o, 7.
Jeieli istnieje dwuliniowe odwzorowanie f : F* x F* — F» spelniajace warunek
phormy”:

AX)o(Y)=1(f(X,Y))dlaXeF", Y€ F,
to spelniony jest warunek X(ro, so, no).

Przykiad. Weimy r =5, s = 10, n = 12, F cialo algebraicznie domkniete. Wtedy
formy p, o oraz T moina potraktowaé jako sumy kwadratéw i ro=3,38 =5,

6 4 : il
no = 6. Poniewaz i 15, wiec tozsamoéé dwuliniowa typu (5, 10, 12) nad

F nie istnieje. Skoro kaide cialo zawiera sie w ciele algebraicznie domknietym,
wigc toisamosé typu (5, 10, 12) nie jest moiliwa nad zadnym cialem.

8. Tozsamos$ci wymierne

Zalezno$¢ pomiedzy warunkiem Hopfa ¥, a iloczynami kwadratéw zmiennych
niezaleinych (nad dowolnym cialem F) opisuje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie (A. Pfister, J.W.S. Cassels, T.Y. Lam, A. Wadsworth, zob. [1]).
Jeieli F jest dowolnym cialem charakterystyki # 2, to warunek ¥(r, s, n) jest
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