Zadania kombinatoryczne w geometrii
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Zrédlem zadaii, ktérym poswiecony jest niniejszy artykul jest stosunkowo
mloda i wciaz rozwijajaca sie (nie do koiica uksztaltowana) galaf matematyki
zwana geometria kombinatoryczna. Po bujnym rozwoju geometrii syntetycznej
i rzutowej w wieku XIX, wiek XX przyniésl zainteresowanie problemami
dyskretnymi, majacymi duze znaczenie w zastosowaniach matematyki. Pytania,
jakie stawia sobie ten dzial matematyki dotykaja miedzy innymi nastepujacych
zagadnien:

1) badanie dyskretnych (w szczegélnosci skoficzonych) ukladéw punktéw
w réznych przestrzeniach i znajdowanie ekstremalnych wymiaréw takich
ukladéw, g

2) badanie kombinatorycznych wlasnoéci zwiazanych z wypuklymi cialami
i wielodcianami w przestrzeniach euklidesowych,

3) rozklady figur geometrycznych dostatecznie prostej budowy i ich
poréwnywanie,

4) zadania swiazane z ,optymalnym” ulozeniem figur w przestrzeni.

Problemy geometrii kombinatorycznej formuluja sie na ogél w sposéb jasny, nie
wymagajacy duzej wiedzy matematycznej i przez to zrozumialy réwniez dla
licznej grupy milo$nikéw matematyki — nieprofesjonalistéw. Jest to, wedlug
mnie, druga po teorii liczb dyscyplina, ktéra pozwala na prace twércza juz
zdolnym uczniom szkél érednich, przy czym geometrycany charakter probleméw
czyni te dziedzing jeszcze bardziej obrazowg (i przez to bardaiej intuicyjna).
Natomiast metody stosowane w geometrii kombinatorycznej czerpia ze
wszystkich dzialéw matematyki poczawszy od zupelnie elementarnych rozwazan
kombinatoryczno-geometrycznych, po metody algebraiczne, topologiczne

i analityczne (co jedynie podkresla jednoéé matematyki). Szczegélne przypadki
rezultatéw uzyskiwanych w omawianej dziedzinie stanowia niejednokrotnie
inspiracje dla ukladania zada olimpijskich. Niniejszy artykul po$wiecony Jest
wlaénie oméwieniu takich zadai i ich zwiazkéw z badaniami matematycznymi.

Zadanie 1. Na plaszczyinie danych jest 2n punktéw, z ktérych zadne tray
nie leza na jednej prostej. Wéréd nich n pomalowano na zielono, a pozostale
n na czerwono. Wykaza¢, ze kaidy punkt zielony mozna polaczyé odcinkiem
z pewnym punktem czerwonym tak, by uzyskane odcinki nie mialy punktéw
wspélnych.

Rozwiazanie. Polaczmy w dowolny sposéb kaidy punkt czerwony z pewnym
punktem zielonym odcinkiem tak, ze réine punkty zielone polaczone sa

z réznymi punktami czerwonymi. Zalézmy, ze pewne dwa odcinki Przecinaja sie,
1. Cir 102 (C;i - punkty czerwone, Z; — punkty zielone) w przeciwnym
razie téza zadania jest dowiedziona. Naturalna wydaje sie zamiana odcinkéw
C1Z; i C22; na odcinki C; 25 i C2Z;; pozostale odcinki zostawmy (péki co)

bez zmiany. Céi si¢ wéwczas zmieni? Otéz suma dlugoéci odcinkéw CiZ:

i C32; jest ostro wicksza od sumy dlugosci odcinkéw C;2, i CoZ; (dlaczego?).
Wobec tego suma dlugoéci wszystkich odcinkéw w drugim polaczeniu (po
zmianie) zmniejszyla sie. Poniewai mozliwoéci polaczefi jest skoriczenie wiele,
wigc istnieje polaczenie o minimalnej mozliwej sumie dlugoci odcinkéw w nim
wystepujacych. W tym polaczeniu zadne dwa odcinki nie moga sie przecinaé,
bo w przeciwnym razie znalezlibyémy polaczenie o mniejszej sumie dlugosci (jak
wyzej) wbrew minimalnoéci.

Zauwaimy jeszcze, Ze wychodzac od dowolnego polaczenia i zmieniajac pary
odcinkéw przecinajacych sie na nieprzecinajace po pewnej liczbie takich operacji
otrsymamy polaczenie, w ktérym zadne dwa odcinki nie przecinaja sie. Mamy
wigc algorytm znajdowania takiego polaczenia. Swoja droga ciekawe jest ile
zmian trzeba dokonaé, by uzyskaé polaczenie bez przecie¢?
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Metoda zastosowana do rozwiazania zadania 1 jest dosyé czesto stosowana,
gléwnie w problemach wymagajacych uzasadnienia istnienia pewnej konfiguracji.
Mianowicie startujemy z dowolnej konfiguracji i jedli nie jest ona wlasciwa

to modyfikujemy ja. Przy tym chcemy, by smodyfikowana konfiguracja

byla w pewnym sensie mniejsza (co to oznacza — zalezy od konkretnego
problemu). Jedli teraz wiemy, Ze istnieje konfiguracja minimalna (nie dajaca sie
»Zmniejszy¢€”), to ona musi byé szukana.

Zadanie 2. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej m istnieje taki
skoriczony zbiér punktéw plaszczyzny S,,, ze dla dowolnego punktu A tego
gbioru istnieje w tym zbiorze dokladnie m punktéw odleglych o 1 od A.

Rozwiazanie. Dla m =1 za S) wystarczy wziaé pare punktéw odleglych

o 1. Postaramy sie teraz pokazaé, jak ze zbioru S, skonstruowaé zbiér Sm+1.
W tym celu rozpatrywaé bedziemy zbiory postaci S, U D, ("), gdzie D, (7))
jest zbiorem otrzymanym przez przesuniecie zbioru S,, o wektor ¥ dlugosci 1.
Wykazemy, fe mozna tak dobraé wektor V', by rozpatrywany zbiér byl dobry.
Zauwazmy, e jesli S, i D,,, (V') sa rozlaczne, to dla dowolnego punktu A zbioru
Sm UDp,(7) istnieje w tym zbiorze co najmniej m + 1 punktéw odleglych od

A o 1 (mianowicie, np. dla A € S,, jest to m punktéw w zbiorze Sm 1 punkt

A+ 7' tu A+ ¥ oznacza przesuniecie punktu A o wektor ).

Kiedy moie si¢ zdarzy¢, ie S,, i D (") nie sa rozlaczne? Ano wtedy, gdy
istnieja takie dwa punkty A, BE S,,, 5¢ A+ ¥ =B, tzn. v = AB. Cayli, gdy

V €V ={AB: A, B €5,.}. Tym samym jesli 7 & Vi, to S i Do (7) 52
rozlaczne. Zauwaimy jeszcze, e V;, jest skoiiczony.

Zalézmy teraz, ze zbiory S, i D,,;('J') sa rozlaczne. Kiedy moze sie zdarzyé, ze
dla pewhego A€S,,u D,,,('G') istnieje wiecej niz m + 1 punktéw odleglych od
A 0 17 Zauwaimy przede wszystkim, ze jesli zdarza sie todla A € D,,,(7'), to
réwniei dla pewnego A’ € S,,, mianowicie A’ = A + (—7") (dlaczego?). Zatem
wystarczy ograniczy¢ si¢ do punktéw z S,,. Otéz jesli A € S,,, to w S, istnieje
dokladnie m punktéw odleglych o 1 od A. Réwniez punkt A+ o' € D,.(Y)
jest odlegly od A o 1 ( bo ¥’ ma dlugosé 1). Jesli istnieje jeszcze jaki§ punkt

P € D,,(V') odlegly 0 1 od A4, to jest on postaci B + 7' dla pewnego B € S,,,
B # A. Wobec tego BP = AP = 1. Ale dla dowolnych dwéch réznych punktéw
X, Y istnieja co najwyiej dwa takie wektory v’ dlugoéci 1,z Y + 0 i X sa
odlegle 0 1. W szczegélnoci zbiér V (4, B) takich wektoréw o dlugosci 1, e
B+ 7' i A saodlegle o 1, ma co najwyiej dwa elementy (A # B). Zatem, jesli
W, jest suma zbioréw V (A, B), gdzie A # B przebiegaja punkty zbioru S,,, to
Wi jest skoficzony i jesli v ¢ W,, UV, (W U Vi, jest oczywidcie skoficzony),
to dla dowolnego A € S,,, U D,,.(v') w zbiorze S,, U D, (') istnieje dokladnie
m + 1 punktéw odleglych od A o 1 (dlaczego?). Poniewaz zawsze istnieje taki
wektor v” dlugosdci 1, ze ¥ & Wy UV, (bo W, UV, jest skoficzony) wiec dla
takiego v’ moina polozyé Spy1 = S,, U D,.(7).

Metoda, ktéra tu zastosowali$my jest warta zapamietania. Polega ona na

tym, ze jesli chcemy udowodnié istnienie obiektéw o pewnej wlasnoéci, to
wykazujemy, ze wszystkich obiektéw jest wiecej niz obiektéw tej wlasnosci

nie majacych (w powyzszym rozwiazaniu obiektami tymi byly wektory v').
Stosujac te metode Czytelnik z latwoscia udowodni, ze dla dowolnych n punktéw
przestrzeni istnieje taki pek plaszczyzn réwnoleglych, ze kaida plaszczyzna tego
peku zawiera co najwyzej jeden z danych punktéw (podobnie dla punktéw na
plaszczyinie i peku prostych). Stosujac ten rezultat Czytelnik bez wiekszego
trudu rozwiaze takze nastepujace zadanie:

Zadanie. W przestrzeni dany jest zbiér 3n punktéw. Udowodni¢, ze zbiér ten
mozna rozbi¢ na n takich zbioréw tréjelementowych {Ai,B;,C;},i=1,...,n, ie
tréjkaty A;B;C; sa parami rozlaczne.

26



Wracajac do zadania 2 zauwazmy, e skonstruowane tam zbiory S,, maja

2™ elementéw. Nasuwa sie pytanie, ile co najmniej elementéw musi mieé

zbiér postaci S,,,. Tego typu problemy optymalizacji sa charakterystyczne dla
zagadniei zwiazanych ze skoficzonymi konfiguracjami punktéw. Chodzi na ogél
o znalezienie minimalnej licznosci ukladu majacego interesujace nas wlasnosci.

Zadanie 3. Niech f(n) oznacza minimalna liczbe takich punktéw na
plaszczyénie, e dla k = 1,...,n istnieje prosta przechodzaca przez dokladnie
k spoéréd tych punktéw. Znalezé f(n).

Rozwiazanie. Rozwiazania tego typu probleméw skladaja sie na ogét

% dwéch czesci. Pierwsza polega na znalezieniu takiej liczby m, ze nie istnieje
konfiguracja spelniajaca warunki problemu i majaca mniej niz m elementéw.
Druga czeé¢ polega na skonstruowaniu konfiguracji skladajacej sie z dokladnie
m elementéw i majacej zadane wlasnoéci (czasem znaleziona w pierwszej czedci
liczba m moze byé zbyt mala i wtedy trzeba zaczaé od poczatku!). Tak bedzie
i tym razem.

Otd3 zalézmy, ze A jest zbiorem punktéw majacych zadana wlasnos€ i niech L,
oznacza prosta przechodzaca przez dokladnie p punktéw zbioru A. Zatem na

L, lezy n punktéw zbioru A. Prosta L,_; moze mieé co najwyzej jeden punkt
wspélny z Ly, a wiec na L,,_; sa co najmniej n — 2 punkty sbioru A, ktére nie
leig na L,. Podobnie prosta L,_; moze mieé co najwyiej jeden punkt wspélny
z kazda z prostych L,,,L,,_q,..., L, k41 (k - liczba naturalna mniejsza od n), a
wiec na Ly, jest co najmniej n — k — k = n — 2k ,nowych punktéw” zbioru A
(tzn. nie lezacych na zadnej prostej o numerze wigkszym niz n — k). Zatem zbiér
A zawiera co najmniej n + (n — 2) + ...+ (n — 2[2]) punktéw. Tym samym

f(n)2n+(n—2)+...+(n-z[g]) =

=nT:+...+n—2(1+...+[§])= ([§]+1)n_2' [%]'([2§]+1) £

=(E+) e-BD =[5 5] (eon-[31= ).

Pozostaje dla kaidego n skonstruowaé zbiér A, majacy g(n) = [2l]. [1‘:2?3]
elementéw i spelniajacy warunki zadania. Poniisza konstrukcja wynika

z analizy rozwiazania pierwszej czeéci (jak?). Za A; wystarczy wziaé zbiér
‘jednopunktowy, za A, - zbiér zlozony z dwéch punktéw. Dalej, jak to sie czesto
robi, konstrukcja bedzie przebiegaé indukcyjnie. Zalézmy wiec, ze A, jest
zbiorem skladajacym sie z g(n) punktéw i spelniajacym warunki zadania i niech
L; bedzie prosta przechodzaca przez dokladnie 1 punktéw zbioru A4,, dla
t=1,...,n. Ponadto niech L bedzie prosta nieréwnolegla do zadnej z prostych
L; i nie przechodzaca przez zaden punkt ze zbioru A, ani przez punkty
przeciecia zadnych dwéch spoéréd prostych Ly,..., L, (istnienie takiej

prostej wykazuje si¢ uzywajac metody opisanej po zadaniu 2) oraz niech

M; bedzie punktem przeciecia prostych LiL; (i = 1,2,.. ., n). W koficu

niech M, 1, M,, ;2 beda dwoma réinymi punktami prostej L réznymi od
punktéw M,..., M, iniech 4,45 = A, U {My,...,M,12}. Wéwczas prosta
L; przechodzi przez dokladnie i + 1 punktéw zbioru A, ;2 (mianowicie 1
punktéw zbioru A,, i punkt M;). Prosta L przechodzi przez dokladnie n + 2
punkty zbioru 4,2, mianowicie My, ...,M, 42 (bo punkty te sa parami

réine, dlaczego?). Poniewai istnieje prosta przechodzaca przez dokladnie 1

- punkt zbioru 4,42 (dlaczego?), wiec zbiér A, o spelnia warunki zadania dla
liczby n+2imag(n)+n+2=(n+2)+ ["—'tz] . ["—'H = ["—"ﬁ : [m] o

+[222] 4 [m29] _ (2] ([mad] g ) 4[] [deR) [afa]  dad) o

= [5"2"—3] . (["T”] +1) = [1‘32'—3] . ["—;,ﬂ] = g(n + 1) elementéw. Tym samym,
poniewas potrafimy skonstruowaé zbiory A; i A, i majac zbiér A, potrafimy
skonstruowaé zbiér A, 42, wiec dla kazdego n potrafimy skonstruowaé zbiér 4,,
majacy g(n) elementéw i spelniajacy warunki zadania. Wobec tego f (n) = g(n).
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Nastepne zadanie bedzie ilustracja indukcji matematycznej w zadaniach
geometrycznych. Bylo to zadanie nr 5 na ubieglorocznej (tzn. XXXIII)
Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej i okazalo sie zadaniem
najtrudniejszym tejze Olimpiady.

Zadanie 4. W przestrzeni z prostokatnym ukladem wspélrzednych Ozyz dany
jest skoficzony zbiér punktéw S. Niech S,, Sy, S; beda zbiorami zlozonymi

%z rzutéw prostokatnych wszystkich punktéw zbioru S odpowiednio na
plaszezyzny Oyz, Ozz, Ozy. Udowodni¢, fe |S|2 < |S;| - |Sy] - |S.|, gdzie |A]
oznacza liczbe elementéw zbioru A.

Rozwiazanie. Jak juz wspomnieliémy postuzymy sie¢ metoda indukcji
matematycznej. Nie bedzie to jednak indukcja ze wzgledu na liczbe punktéw
zbioru S, ale na licsbe réinych wspélrzednych ,zetowych” punktéw zbioru S.
Jesli wszystkie punkty S maja taka sama wspéhrzedna ,zetowa” réwna zo, tzn.
leza w plaszczyinie z = 2o wéwezas oczywiscie |S| = |S,| (dlaczego?). Zatem

w tym przypadku teza sprowadza si¢ do nieréwnosci |S,| - |Sy| > |S|. Nieréwnosé
ta jest plaska wersja naszego zadania i sformulujemy ja, jak to sie czesto czyni,
w postaci lematu (tzn. twierdzenia pomocniczego):

Lemat. Jesli na plaszczyfnie z prostokatnym ukladem wspélrzednych Ozy dany
Jest skoriczony zbiér punktéw S oraz S;, Sy sa rzutami zbioru S odpowiednio na
proste Oy i Oz, to |Sz]| - |Sy| > |S].

Dowéd. Kaidy punkt zbioru S lezy na przecieciu pewnej prostej prostopadlej
do osi Oy i przechodzacej przez pewien punkt zbioru S, (mianowicie rzut tego
punktu na Oy) oraz pewnej prostej prostopadlej do osi Oz i przechodzacej przez
punkt zbioru Sy (rzut tego punktu na Oz). Poniewas te proste maja |Sz| - |S,|
punktéw przeciecia, wiec |S| < |Sz| - |Sy|. =

Powyiszy lemat koficzy rozwazania w przypadku, gdy S zawiera si¢ w jednej
plaszcayinie z = zo. Zaléimy teraz, ze jesli liczba réznych wspélrzednych
nzetowych” punktéw zbioru S jest réwna n (w dalszym ciagu bedziemy méwili
w takiej sytuacji, Ze S ma n réznych wspélrzednych ,zetowych?), to teza
zadania jest prawdziwa i niech S bedzie zbiorem majacym n + 1 réinych
wspdlrzednych ,zetowych”. Wobec tego punkty zbioru S zawarte sa w n + 1
plaszczyznach 2z = 29, z = 23, ..., z = z,,. Zaléimy, e plaszcayzna z = z,
zawiera najmniejsza liczbe punktéw zbioru S. Niech S, bedzie zbiorem
punktéw S zawartych w plaszcayznach z = z, ... » 2 = 2Zp_1, a S1 — zawartych
w plaszczyénie z = z,. Dla < =0, 1 zbiory S; ., S;, S; . niech beda rzutami
zbioru S; odpowiednio na plaszczyzny Oyz, Ozz, Ozy. Wéwczas

(1) |S2| = [So,2| + S1,els [Syl = [So,y| + [S1,4,
50,21 2 |81,z = |81, S| = |So| + |84]
Ponadto z zalozenia indukcyjnego dla zbioru S; mamy

() |S0]? < 1S0,4] - |So,u] - S0,z
a z lematu dla zbioru S;:
(3) [S1,2] - [S1,4] 2 |11,

Wobec tego |Sz| - |Sy| - Sz] = (|So,e| + [S1.]) - (ISo,4] + [S1,4]) - |S:| =

= |S0,2| + [So.u| - |S:] + [Su] - |S1,3] - [S:| + (10,0 - |S1,4] + [S1,el - |S0,0])ISs].
Poniewas |S.| > |Sy .| oraz |S| — |So| = |S1] = [S1,2] < |8z,

wiec 2 (2) i (3) otraymujemy, ze |S,| - [Sy| - [S:| > |So,z| - [So,y| - [S0.2] +
+(IS] = 1Sol)(IS| — |So]) + (1So,e] - [S1.4] +|51.4] - [S0,4])IS:| 2

2 [Sof? + (IS] = 150])? + 2v/[So.2] - [S1.4] - [S1,a] - [So] - [S:] >

2 |Sol? + (IS] = [So])? + 2/180,2 - T80,6] - 1S0,4] - V[S1.2] - [S1,4 - [S1.4] >

2 |Sof? + (IS] = S0])2 + 2v/ISoP? - V/{IST= [So]) (IST = [So]) =

= [Sol? + (IS| = IS0])? + 2[So[(IS| — |Sol) = |S[?, tan. |S.|-|S,| - |S.| > |S|?
(wykorzystaliSmy tu fakt, ze dla liczb dodatnich a, b jest a + b > 21/ab
(dlaczego?)). Na mocy zasady indukcji teza zadania zostala dowiedziona. =

Jak widaé powyisza iﬁdukcja jest wysoce nietrywialna i nic dziwnego, ze
sprawila uczestnikom MOM wiele klopotéw. Udowodniony fakt pochodzi
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od znanego matematyka H. Whitneya, ktéry wykorzystal go do dowodu
nastepujacego twierdzenia:

Jesli figura w przestrzeni 3-wymiarowej ma objetosé V, a jej rzuty na
plaszczyzny Oyz, Ozz, Ozy maja pola odpowiednio S;, Sy, Sz, to

V2<8,S,S,.

Zadanie 5. W kwadracie o boku 1 lezy n punktéw tworzacych n-kat wypukly.
Wykazaé, e pewne 3 3 tych punktéw wyznaczaja tréjkat o polu nie wiekszym
niz 5.

Rozwiazanie. Niech 4, 4y,..., A, beda kolejnymi wierzcholkami n-kata
wypuklego wyznaczonego przez dane punkty. Ponadto niech a; = A;Aiyq oraz
niech a; = LA;_1A;A;41 (wierzcholki numerujemy modulo n, tzn. A,;; = A).
Niech S; oznacza pole tréjkata A;_1A4;A;;1. Wobec tego S; = %a.-_la,- sin o;.
Tym samym mamy

/1 i 1 .
VSi+...+VS, = -2-a,.a1 sina; +... -ian_la,.smau <
/1 /1
S Eanal +...+ Ean—lan S

1 fan+a; Gp-1+a, \/T
<y/=: =4/ =
=5 ( 2 + 3 ) 2(a1+ + an)

(znéw skorzystaliémy z nieréwnosci vab-< izﬂl) Wobec tego jesli S oznacza
najmniejsze z pél S;, to mamy:

2
S=(‘/§)2S (\/S_1+...+\/S_u)2= \/g(tu +n...-_f—an) =(ﬂl+--.-+a,,)2.

n on?

Pozostaje zauwazyé, ze jesli wielokat wypukly W, lezy wewnatrz wielokata Wy,
to obwéd W, jest nie wiekszy od obwodu Wj, co bedzie treécia nastepnego
zadania. Tym samym a; +...+a, < 4, astad S < ZL:,- = ;3,-.

Przeanalizujmy metode uzyta w powyiszym rozwiazaniu. Mianowicie, by
wykazaé, ze wéréd rozwazanych obiektéw istnieje obiekt maly, wykazujemy

ze $rednia wielko$¢ obiektéw jest mala, a oczywidcie obiekt najmniejszy jest
mniejszy niz $rednia. Metoda ta jest czesto stosowana przy dowodzeniu réinego
typu nieréwnosci.

Rozwiazane zadanie wiaze sie z wciaz otwartym zagadnieniem postawionym
przez Heilbrona, mianowicie:

W kwadracie lezy n punktéw. Niech S oznacza pole najmniejszego tréjkata
o wierzchotkach w tych punktach. Znale#¢ kres gérny (supremum) liczb S dla
wszystkich ukladéw n punktéw w kwadracie.

Przejdémy teraz do probleméw zwiazanych z figurami wypuklymi. Teoria
zbioréw wypuklych jest obszernym i obecnie szybko rozwijajacym sie dzialem
matematyki, ktéremu poswiecono wiele ksiazek i artykuléw.

Na wstepie praypomnimy kilka wlasnosci zbioréw wypuklych. Przede wszystkim
zbiér wypukly to taki, ktéry wraz z kazdymi dwoma punktami zawiera odcinek
je laczacy. Kaidy zbiér moina ,,uwypukli¢”, tzn. istnieje najmniejszy gbiér
wypukly zawierajacy dany zbiér. Jesli zbiér jest skorficzonym zbiorem punktéw
plaszczyany (przestrzeni), to jego uwypuklenie jest wielokatem (wieloscianem)
wypuklym o wierzchotkach w pewnych z danych punktéw. Wielokat wypukly
ma te wlasnos¢, e miesci si¢ w jednej z pélplaszczyzn wyznaczonych przez
prosta zawierajaca dowolny z jego bokéw. Jesli W jest wielogcianem wypuklym
majacym w wierzcholkéw, k krawedzi i s écian, to w — k+ s = 2 (jest to wzdr
Eulera).

Zadanie 6. Wykaza¢, ie jesli wielokat wypukly W, lezy wewnatrz wielokata
W2, to obwéd W, jest nie wickszy niz obwéd W,.
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By

By

B3

Rozwiazanie. Niech By, Bs,..., B, beda kolejnymi wierzcholkami W;. Prosta
B, B; dzieli wielokat W3 na dwa wielokaty W} i W3, przy czym,

W, € W5. Obwéd wielokata W3 nie przekracza obwodu wielokata Ws
(dlaczego?). Podobnie prosta Bz B; dzieli W3 na dwa wielokaty Wiiw,,

Wy € Wy i obwéd Wy nie przekracza obwodu Wi. Postepujac w ten sposéb
dalej otrzymamy ciag wielokatéw Wz D W3 D ... D W, takich, ie obwéd W; nie
przekracza W;_; i W,, = W;. Stad teza zadania. =

Warto zapamigtaé udowodniony przed chwila fakt.

Zadanie 7. Wykazaé, ze w dowolnym wypuklym wieloécianie istnieje Sciana
majaca mniej niz 6 bokéw.

Rozwiazanie. Mamy udowodnié, e wéréd rozwasanych obiektéw, tzn. écian,
istnieje obiekt ,maly”, tzn. éciana majaca mniej niz 6 krawedzi. Sprébujmy
przeto zastosowaé metode opisana po zadaniu 5.

Niech wigc w, k, s oznaczaja odpowiednio liczbe wierzcholkéw, krawedzi i §cian
wielo$cianu wypuklego i niech k; oznacza liczbe krawedsi i-tej éciany,
8

2 =1,...,s. Zatem $rednia liczba krawedzi jednej $ciany jest réwna % Y k.

i=1

S 2 )
Poniewaz kaida krawed naleiy do dokladnie dwéch cian, wiec > ki =2k.
=1

Wystarczy zatem wykazaé, ze -2% < 6 (dlaczego?). W tym celu zauwaimy,
ze z kazdego wierzcholka wychodza co najmniej 3 krawedzie i kazda kraweds
ma dwa wierzcholki, wiec 3w < k (dlaczego?), tzn. w < 2k. Z wzoru Eulera
mamy w—k+ s =2, wiec 2 < %Ic—k+s=s-— %lc, a stad s > %k+2> %Ic,
tzn. 2—"2 <6. =

Metoda uzyskiwania nieréwnosci miedzy liczba wierzcholkéw, krawedszi, écian
jest dosy¢ typowa, wiec warto ja przemyéleé i zapamietaé.

Zadanie 8.’ Na prostej danych jest n odcinkéw, z ktérych kaide dwa maja
punkt wspélny. Wykazaé, ze wszystkie odcinki maja punkt wspélny.

Rozwiazanie. Dowdéd bedzie indukcyjny. Dla n = 3 oznaczmy dane odcinki
przez Iy, I, I3 iniech As€e LN, A, € [ NIz, A; € N I;. Wéwcezas ktérys
z punktéw A; leiy pomiedzy pozostalymi, np. Aj lezy miedzy A; i A;. Ale

Al € I;; iAz = Is, zatem A1A2 g I3, a Sti\d Aa (S AxAg Q Ia, tzn. As jest
punktem wspélnym odcinkéw I, I, I5. Jeéli teraz zalozymy, ie twierdzenie
jest prawdziwe dla n i rozpatrzymy n + 1 odcinkéw Iy, ..., I,;; speliajacych
zalozenia zadania, to prayjmujac J = I, N I,,41 #  otraymamy wobec przed
chwila udowodnionego faktu, ze r NJ # @ dlak=1,...,n— 1. Ponadto

IxNn 1, #0 dla k, s nie przekraczajacych n — 1. Wobec tego, dowolne dwa odcinki
spoéréd Ih,...,I,_1,J maja niepusta czeéé wspélna, a poniewasz jest ich n,
wobec zalozenia indukcyjnego odcinki te maja punkt wspélny,. Tym samym
odcinki I, ..., Fys—1, I, In41 réwniez maja punkt wspélny, co koficzy dowéd
kroku indukcyjnego i rozwiazanie zadania. =

Udowodniony fakt jest przypadkiem jednowymiarowym nastepujacego
twierdzenia Helly’ego:

Jedli na plaszczyinie (w przestrzeni n-wymiarowej) danych jest k > 3 (k>n+1)

figur wypuklych i kazde 3 (kazde n + 1) z nich maja punkt wspdlny, to wszystkie
figury maja punkt wspélny. Dowéd tego twierdzenia, ktéry jest adaptacja
rozwiazania powyzszego zadania (indukcja wzgledem k; najistotniejsza czedé

to dowéd dla k = n +2), pozostawiamy Cazytelnikowi. Korzystajac natomiast

% twierdzenia Helly’ego na plaszezyZnie rozwiazemy nastepujace zadanie:

Zadanie. Dany jest wielokat wypukly o érednicy 1. Dowiesé, ze moina go
umiescié¢ w kole o érednicy 243@

Rozyviazanie. Niech A;, A3,..., A, beda wierzcholkami naszego wielokata
i niech K; bedzie kolem o promieniu 335 i érodku A;. Rozpatrzmy dowolne
trzy z tych kél, K;,, K;,, K;,. Poniewas tréjkat A;, A;, A;, ma wszystkie boki
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dlugoéci nie przekraczajacej 1, wiec mozna go zmiescié w kole o promieniu -\C
(teza zadania dla tréjkata). W samej rzecay, jesli tréjkat jest rozwa.rtokatny,
to miesci sie¢ w kole o promieniu % - mianowicie kole o érednicy bedacej
najdluzszym bokiem (dlaczego?); jedli za$ tréjkat jest ostrokatny bads
prostokatny, to istnieje kat a tego tréjkata spelniajacy nieréwnoéci 60° < a<

< 90°. Wéwezas sina > ﬁc a stad i twierdzenia sinuséw 2R = == 7- 725

(a — bok przeciwlegly katowi a), stad R < SC tzn. okrag opisany na
rozwazanym tréjkacie ma promiei nie przekraczancy [ Wobec tego istnieje
punkt odlegly od kazdego z punktéw A;,, Ay, Ai; 0 co najwyiej 3C (dlaczego?).
Punkt ten naleiy wiec do két K;,, K;,, K;;. Tym samym dowolne 3 spoéréd
rozwazanych kél maja punkt wspélny, a wiec na mocy twierdzenia Helly’ego
wszystkie kola (jako figury wypukle) maja punkt wspélny. Ten wspélny punkt
jest odlegly od kazdego z wierzcholkéw wielokata nie wiecej niz o 55 , stad

wielokat nasz miesci si¢ w kole o érodku w tymze punkcie i promieniu L
(dlaczego?), co koticzy rozwiazanie. =

Ostatnie zadanie jest szczegélnym przypadkiem nastepujacego twierdzenia
pochodzacego od G. Junga:

Dowolna figure wypukla o srednicy 1 w przestrzeni n-wymiarowej mozna

umieécié¢ w kuli o promieniu ﬁ

Z zadaniem tym wiaze sie krag problemow polegajacych na umieszczaniu figur
wypuklych o danej srednicy w pewnych figurach mozliwie najmniejszych,

np. kazda figure plaska o érednicy 1 mozna umieécié w kwadracie o boku 1

i w szedciokacie foremnym o odleglosci miedzy parami bokéw réwnoleglych
réwnej 1. Ten ostatni fakt jest punktem wyjécia do rozwiazania nastepujacego
zadania:

Zadanie 10. Wykazaé, ze dowolna figure o érednicy 1 na plaszczyZnie moina
rozbi¢ na 3 figury o érednicy mniejszej od 1.

Rozwiazanie. Poniewaz oméwione na poczatku uwypuklenie figury nie
zwieksza sredmcy, wiec wystarczy sie ograniczyé do figur wypuklych (dlaczego?).
Umie$émy wiec najpierw nasza figure w szeéciokacie o odleglosci miedzy
réwnoleglymi bokami réwnej 1. Nastepnie podzielmy ten szedciokat na trzy
wypukle czesci Srednicy mniejszej niz 1 laczac Srodek szedciokata ze érodkami

co drugiego boku. Tym samym nasza figura zostanie podzielona na 3 czedci

o $rednicy mniejszej od 1 (dlaczego?).

Udowodniony fakt wiae si¢ ze starym problemem pochodzacym od polskiego
matematyka Karola Borsuka:

jaka jest najmniejsza liczba k taka, ze kaida figure o érednicy 1 w przestrzeni
n-wymiarowej mozna rozbié¢ na k figur o érednicach mniejszych od 1.

Borsuk postawil hipoteze, Ze zawsze mozna w ten sposéb rozbié figure na n + 1
czesci. Dla n = 3 udowodniono to w 1953 roku. Dla n > 4 problem ten pozostal
otwarty do 1992 roku, kiedy to wykazano, ze dla dostatecznie duzych n hipoteza
Borsuka jest po prostu nieprawdziwa. Warto tu jeszcze wspomnieé, e Karol
Borsuk udowodnil, ze n wymiarowej kuli o érednicy 1 nie mozna podzielié na n
czesci o Srednicy mniejszej niz 1.

Zadanie 11. Czy kwadrat moina rozciaé wzdluz prostych i lukéw okregéw na
skoiiczenie wiele czedci, z ktérych da sie zlozyé kolo?

Rozwiazanie. Rozpatrzmy figury, ktérych brzeg sklada sie ze skoriczonej
liczby odcinkéw i skoficzonej liczby lukéw okregéw. Zauwazmy, ze tuki
okregéw moga byé zwrécone wypukloscia na zewnatrz lub do wewnatrz.

W pierwszym przypadku bedziemy méwili, ze tuk jest wypukly, w drugim —
wklesly. Zauwaimy teras, ze jesli skladamy dwie takie figury wzdhuz czesci
brzegu, to tuki wypukle pierwszej figury musza laczyé sie z lukami wklestymi
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luk wypukly

luki wklesle

Funkcja jest D-addytywna, gdy spelnia
dla dowolnych z i y warunek

H(=z)+ 1(v) = f(=+y)
oraz

f(r)=o.

drugiej i na odwrét. Ta prosta uwaga podpowiada, by kazdemu lukowi na
brzegu figury przyporzadkowaé miare kata $rodkowego jaki on wyznacza

ze znakiem +, gdy jest to luk wypukly, i ze znakiem —, gdy jest wklesly, a
odcinkowi na brzegu liczbe 0 i zsumowaé te liczby. Otrzymana sume nazywaé
bedziemy niezmiennikiem figury. Otéz z poczatkowych rozwazaih wynika, ze jesli
figura sklada sie z dwéch innych, to jej niezmiennik jest suma niezmiennikéw
czesci skladowych. Zatem jesli dwie figury zlozone sa z tych samych czeéci, to
maja takie same niezmienniki. Ale kwadrat ma niezmiennik 0, a kolo 27. Zatem
odpowiedf na postawione w zadaniu pytanie jest negatywna. m

Metoda uzyta w rozwiazaniu tego zadania jest dosyé powszechna w tego

typu problemach. Jesli chcemy wykazaé, ze pewne dwie figury nie dadza sie
zbudowaé 3 tych samych czeéci, znajdujemy niezmiennik, ktéry jest réiny dla
tych figur i dobrze zachowuje sie przy skladaniu czeéci. Takim niezmiennikiem
moize byé na prayklad pole. Okazuje sie, e jesli dwa wielokaty maja takie
samo pole, to moina jeden z nich pociaé prostymi na czesci, z ktérych da sie
zlozy¢ drugi. Dla wieloscianéw sytuacja jest bardziej skomplikowana. Pytanie,
kiedy dwa wielosciany dadza sie zlozy¢ 5 takich samych czesci wieloiciennych
(tzn. jeden z nich mozna pociaé fragmentami plaszczyzn na czeéci, z ktérych
da sie zlozyé drugi) postawil w 1900 roku Dawid Hilbert jako III ze swoich
slynnych probleméw. Jeszcze w tym samym roku Dehn rozwiazal ten problem
podajac niezmienniki, ktére sa takie same dla dwu wielodcianéw wtedy i tylko
wtedy, gdy odpowied? na rozwazane pytanie jest pozytywna (to, ze réwnosé
niezmiennikéw pociaga za soba mozliwosé odpowiedniego pociecia udowodnit
dopiero w 1965 roku Jean-Paul Sydler). Niezmienniki te swane niezmiennikami
Dehna to sumy iloczynéw dlugosci krawedsi przez wartosci dowolnej z funkcji
D-addytywnych dla kata dwusciennego pray tej krawedzi.

Zadanie 12. Czy kwadrat moina rozciaé na pie¢ czworokatéw tak, by w kazdy
z nich dalo si¢ wpisaé okrag o tym samym promieniu?

Rozwiazanie. Cala trudnosé polega na tym, ze nie znamy odpowiedzi.
Przyjecie falszywej hipotezy i préby jej dowodu moga czesto pograzyé nas na
dlugi czas w blednych rozwazaniach (z ktérych czasami cos pozytywnego réwniez
moze wyniknaé). Okazuje sie, ze odpowieds jest pozytywna. Rozpatrzmy
bowiem podzialy symetryczne, nie zmieniajace sie przy obrotach wlasnych
kwadratéw (dowolne podzialy s3 trudne do ogarnigcia, wiec staramy sie
ograniczy¢ do sytuacji mniej zlozonych). Czworokat podzialu zawierajacy
gérodek musi wiec byé kwadratem, ktérego érodek pokrywa sie ze érodkiem
wyjsciowego kwadratu. Taki podzial wyglada wiec tak jak podzial na rysunku 1.
Chcielibysmy by w caworokaty tego podzialu dalo sie wpisaé okregi. Okregi
takie beda przystajace i styczne do bokéw kwadratu wyjséciowego. Umie$émy
wiec w kazdym rogu kwadratu okrag o promieniu r styczny do bokéw kwadratu
w tym rogu i poprowadzimy styczne jak na rysunku 2. Styczne te wyznaczaja
nam symetryczny podzial na czworokaty, w ktére mozna wpisaé okrag. Niech
R oznacza promien okregu wpisanego w $rodkowy kwadrat. Zauwazmy, e jesli
r jest male, to R > r, a jesli 2r jest bliskie polowy dlugoéci boku wyjsciowego
kwadratu, to R jest bliskie 0, a wiec r > R dla duzych r. Poniewas jesli
zmieniamy r w sposéb ciagly, to R tez zmienia sie w sposéb ciagly, przeto
istnieje takie r, de r = R (jesli f : [a, 5] — R jest funkcja ciagla i f(a) < q,

f(8) 2 b, to istnieje takie ¢ € [a, b], ze f(e) = ¢). Wykazaliémy, ze odpowied$
Jest pozytywna, ale nie skonstruowaliémy zadanego podziatu (jest to typowy
niekonstruktywny dowéd istnienia). Przeprowadzenie konstrukcji pozostawiamy
Cazytelnikowi. Proponujemy tez rozwiazanie analogicznego zadania 3 okregami
opisanymi.

Zadanie 13. W kole o promieniu 20 lezy 1164 punkty. Wykazaé, e w pewnym
piericieniu kolowym o promieniach 2 i 3 lezy co najmniej 12 z tych punktéw.

Rozwiazanie. Zauwaimy, ze punkt P leiy w pierécieniu kolowym o frodku S
wtedy i tylko wtedy, gdy punkt S lezy w przystajacym pierscieniu o érodku P.
Zatem wystarczy wykazaé, ze wéréd pierécieni kolowych o érodkach w danych
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punktach i promieniach 2, 3 istnieje 12 majacych punkt wspélny. Wszystkie te
pierscienie zawarte sa w kole K o promieniu 20 + 3 = 23. Zalézmy przeciwnie, ze
kazdy punkt kola K nalezy do co najwyzej 11 pierécieni. Intuicyjnie rzecs biorac
kolo K jest wiec pokryte tymi pierScieniami co najwyzej jedenastokrotnie, stad
suma pél tych piericieni nie przekracza 11- 7 - 232 = 5819x. Zatem 1164 - 57 =
= 58207 < 5819, co jest nieprawda. Dla zakoniczenia dowodu naleiy wiec tylko
uécisli¢ ostatnia cze$é rozwazan. W tym celu sformulujemy warty zapamietania
lemat.

Lemat. Jesli w figurze Fy o objetosci (polu) P leza figury Fy,..., F,
o objetoéciach (polach) Py, ..., P,, przy czym kazdy punkt F nalezy do co
najwyzej k z figur F;, to

f:P.-ng.

s=1

Dowéd. Dla dowolnego podzbioru {iy,...,%,} zbioru {1,...,m} niech 4;,,. ;,
oznacza zbiér punktéw F, ktére naleza do kazdej z figur P;,,..., P, i nie naleia
do zadnej z pozostalych. Wéwczas figury A;, . ;, sa parami rozlaczne i kaida

z figur F; jest suma pewnych sposréd nich (mianowicie tych, ktére maja punkt
wspélny z F; — dlaczego?). Wobec tego, poniewas kaidy punkt F nalezy do co
najwyzej k figur F;, wiec kazda s figur A;, _;, leiy w co najwyzej k figurach
F;. Zatem

Y P<k-) S(Ai,.i)<k-P

gdzie S(A4;,,....;,) oznacza objetoéé (pole) figury A;,, ;.. =

Zadanie 14. W prostokacie o wymiarach 3 X 4 rozlozyé mozliwie duzo punktéw
tak, by odleglos¢ miedzy kazdymi dwoma z nich byla wieksza od 1/5.

Rozwiazanie. Podzielmy nasz prostokat na 5 czeéci, jak na rysunku. Kazda

z tych czesci ma Srednice /5 (dlaczego?). Zatem, jesli rozloiyé wiecej niz 5
punktéw w tym prostokacie, to pewne dwa punkty, bedace w tej samej czesci
podzialu, beda odlegle nie wiecej niz o v/5. Zatem co najwyiej 5 punktéw
mozna rozmiesci¢ w tym prostokacie tak, by spelniony byl warunek zadania.
Uzasadnienie, ze rzeczywiscie mozna umiescié ich 5 pozostawiamy Czytelnikowi.

Nasuwa sie pytanie, jaka jest maksymalna liczba d taka, e w rozpatrywanym
prostokacie moizna znalezé 5 punktéw, wéréd ktérych odlegloéé miedzy
dowolnymi dwoma jest nie mniejsza niz d. Jest to typowe pytanie geometrii
kombinatorycznej, na ktére odpowied? pozostawiamy Czytelnikowi.

Zadanie 15. Wykazaé, ze wéréd tréjkatéw wpisanych w dany okrag najwieksze
pole ma tréjkat réwnoboczny.

Rozwiazanie. Zalézmy, ze tréjkat ABC wpisany w okrag o nie jest
réwnoboczny, np. AC # BC. Niech C’ bedzie srodkiem luku ACB. Wéwczas
punkt C’ jest bardziej odlegly od prostej AB nii C, wiec tréjkat ABC' ma pole
wigksze. Gdyby wiec wiedzieé, Ze istnieje tréjkat o najwiekszym polu wéréd
tréjkatéw wpisanych w dany okrag, to musialby to by¢ tréjkat réwnoboczny
(patrs uwagi po zadaniu 1). Ze tak jest w istocie, mozna wykazaé wykorzystujac
zwarto$¢ okregu, choé¢ argument ten nie jest calkowicie elementarny.

Inny spos6b rozwiazania zadania to przeprowadzenie rachunkéw, co
pozostawiamy Czytelnikowi. Zwracam tylko uwage na potrzebe uzasadnienia
istnienia obiektu ekstremalnego w rozwazaniach tego typu, co sposéb 1, z ktérej
to potrzeby czesto nie zdaja sobie sprawy uczniowie rozwiazujacy zadania
olimpijskie.

Na tym koricze przeglad zadan zwiazanych z metodami kombinatorycznymi

w geometrii. Swiadom tego, ze przeglad ten z uwagi na obszernoéé tematu

i ograniczono$é miejsca jest niepelny, wlaczam bibliografie, ktéra pozwoli
uzupelni¢ wiadomosci zainteresowanym Czytelnikom, a takze zbiér zadaii, ktére
pomoga, zgodnie z zasada the best way to learn ts to do lepiej przyswoié sobie
metody geometrii kombinatorycznej.
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Rozstrzygnaé czy istnieje na plaszcaysnie 100 parami réinych prostych majacych

dokladnie 1985 punktéw przecigcia miedzy soba.

Okrag podzielono 3k punktami na 3k lukéw. W tym k lukéw ma dlugoéé 1, k -

dlugos¢ 2 i k — dlugoéé 3. Dowiesé, ze istnieja waréd tych punktéw dwa punkty

antypodyczne.

Na plaszczysnie danych jest n réwnoleglych odcinkéw. Dla kazdych 3 z tych

odcinkéw istnieje prosta je przecinajaca. Dowieéé, ge istnieje prosta przecinajaca

wszystkie te odcinki. 5

Na plaszczyénie danych jest 100 punktéw, sadne 3 z nich nie leia na jednej

prostej. Rozwaimy tréjkaty o wierzchotkach w tych punktach. Dowieéé, ze co

najwyzej 70% z nich to tréjkaty ostrokatne.

Na plaszczyénie umieszczono kola o roslacznych wnetrzach tak, ze kaide

% nich jest styczne do co najmniej 6 innych. Wykazaé, ie zbiér tych kot jest

nieskoficzony.

Niech M bedzie takim zbiorem punktéw przestrzeni, ie dla kazdego punktu z

przestrzeni istnieje dokladnie jeden punkt y € M najdalej od niego oddalony.

Dowiesé, ze M jest jednopunktowy. :

Niech Ay, ..., A, beda réinymi niewspélliniowymi punktami plaszczyzny. Kolo

K(P,r) nazwiemy minimalnym jesli punkty A; leia w tym kole, przy czym co

najmniej 3 z nich leia na brzegu kola. Jaka jest maksymalna mozliwa liczba

okregéw minimalnych (w zaleznoéci od n)?

Na plaszczyénie danych jest n réinych punktéw, n > 3. Niech d bedzie érednica

tego zbioru punktéw. Dowiesé, e wiréd nich istnieje nie wiecej niz n par

punktéw odlegtych o d.

W kwadracie o boku dlugoici 2 lezy 6 punktéw. Dowiesé, ze istnieja wéréd nich

takie 3 punkty, Ze suma odlegloéci miedzy nimi nie przekracza 3V/2.

Danych jest n punktéw na plaszczysnie, zadne trzy z nich nie leza na jednej

prostej. Niech S bedzie zbiorem tréjkatéw o wierzchotkach w tych punktach

takich, ze

1° kazde dwa tréjkaty maja albo wspélny bok albo wsp6lny wierzcholek, albo

83 rozlaczne (tzn. ich czedcia wspélna jest albo bok, albo wierzcholek, albo zbiér

pusty),

2° S jest maksymalnym zbiorem majacym wilasnoéé 1°.

Wykazaé, ie liczba odcinkéw bedacych bokami tréjkatéw z S nie zalezy od

wyboru zbioru S.

Wyznacayé najwigksza liczbe naturalng n, dla ktérej istnieje w przestizeni n + 1

wielodcianéw Wo, ..., W, o nastepujacych wlasnosciach:

1° W, jest wieloscianem wypuklym srodkowo symetrycznym,

2° kazdy z W; powstaje z Wy przez translacje,

3° kazdy z W; ma punkt wspélny z W,

4° wielodciany W; maja wnetrza parami rozlaczne.

Dowieéé, ze w kazdym wieloscianie wypuklym jest albo éciana tréjkatna, albo

wierzcholek, z ktérego wychodza 3 krawedzie.

Dowiesé, ze w dowolnym wieloécianie wypuklym sa dwie éciany majace tyle samo

krawedzi.

Dowiesé, ze w dowolnym wielokacie wypuklym o polu S i obwodszie P moina

umiedcié kolo o promieniu §.

Udowodnié, ze jedli w wieloscianie wypuklym majacym k écian istnieje wiecej ni

% dcian, z ktérych zadne dwie nie maja wspélnej krawedzi,

to w wieloécian ten nie mozna wpisaé kuli.

Dowies¢, ze wiréd wszystkich n-katéw wypuklych wpisanych w dany okrag,

wielokat foremny ma

a) najwigkszy obwéd,

b) najwigksze pole.

Wykazaé, ze wielokat wypukly mozna pokryé trzema podobnymi do niego

i mniejszymi wielokatami. »

Udowodnié¢, ze kul¢ mozna odwietlié czterema punktowymi frédlami §wiatla

umieszczonymi poza nia, a nie mozna trzema.

K1, K3 — dwa kwadraty przystajace na plaszczynie. Czy moina K, podzielié na
E

tréjkaty Ti,..., Tk tak, by istnialy takie translacje ¢1,...,t, e Ko = U (7).
i=1

Dany jest wielokat wypukly majacy érodek symetrii. Dowieéé, ie moil;a go

podzieli¢ na réwnolegloboki.
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Dowieéé, ze istnieje taka liczba N, ie wéréd dowolnych N punktéw na
plaszczyinie, wéréd ktérych nie ma 3 wspélliniowych, istnieje 100 punktéw
bedacych wierzchotkami wielokata wypuklego.

Dany kwadrat rozbito na skoficzona liczbe wielokatéw. Dowiesé, ze moina
znaleié taka liczbe € > 0, Ze jesli érednica tych wielokatéw jest mniejsza niz ¢,
to istnieje wiréd tych wielokatéw taki, ktéry ma dokladnie szesciu sasiadéw.
Kwadrat podzielono na czworokaty. Dowieéé, ze co najmniej jeden z nich jest
wypukly.

W wielokacie wypuklym o bokach @1,...,8, leiy n punktéw. Dowiesé, ze mozna
tak ponumerowaé te punkty A;,..., A,, e

a) tréjkaty o boku a, i wierzchotku A; pokrywaja ten wielokat,

b) tréjkaty o boku a; i wierscholku A; maja rozlaczne wnetrza.

W czworokacie wypuklym znalefé punkt, ktérego suma odlegloéci od
wierzchotkéw jest minimalna.

Siedem punktéw lezy w kole o promieniu 1 tak, ze odlegloé¢ miedzy dowolnymi
dwoma z nich jest nie wigksza nii 1. Dowiesé¢, ze jednym 2 tych punktéw jest
drodek kota.

W kwadracie o boku 1 znajduje si¢ n punktéw. Dowieéé, e mozna je tak

ponumerowaé Py,..., P,, ie E |PiPiya]? < 4.

Na sferze o promieniu 1 lezy 5 punktéw Dowiesé, e pewne dwa sa odlegle nie
wiecej niz o /2.

Niech S bedazie sfera opisana na czworoécianie foremnym o krawedzi dlugoéci
wiekszej niz 1. Sfer¢ S przedstawiono w postaci sumy caterech zbioréw.
Udowodni¢, ze do pewnego z nich naleia takie punkty P, Q, ie PQ > 1.
Rozstrzygnaé, czy w kuli o promieniu 1 zmiesci sie 20 czworodcianéw foremnych
o krawedzi 1 majacych wnetrza parami rozlaczne.

Punkty A), Az, As, A4 leia na powierzchni sfery, przy czym odlegloéé miedzy
dowolnymi dwoma z nich jest mniejsza od dlugoéci krawedzi czworoécianu
foremnego wpisanego w te sfere. Dowies¢, Ze wszystkie te punkty mozna oéwietli¢
jednopunktowym 4rédlem éwiatla umieszczonym na zewnatrz sfery.

W przestrzeni dany jest skoficzony zbiér punktéw, z ktérych kaide cztery sg
wierzchotkami czworoscianu o objetosci nie wiekszej niz 1. Udowodnié, ze istnieje
czworoécian o objetoéci nie przekraczajacej 27 i zawierajacy te punkty.

Czy kolo domkniete mozna podzieli¢ na dwie figury praystajace i rozlaczne?
Czy z szedcianu o krawedzi 1 moina wyciaé tray czworodciany foremne

o krawedzi 17

W kwadracie o polu 1 lezy figura o polu s taka, ze zadne jej dwa punkty nie 83
odlegle o0 0,001. Dowiesé, ze s < 0,3.

Dowieéé, ze w dowolnym wielokacie wypuklym istnieja 3 kolejne wierscholki
takie, Ze przechodzacy przez nie okrag jest brzegiem kola zawierajacego ten
wielokat.

Z plaszezyzny usunieto 3 punkty A, B,C. Jaka jest najmniejsza liczba zbioréw
wypuklych, na ktére mozna rozbié otrzymany zbiér?

Dowies¢, ze dowolne dwie drednice ograniczonej figury wypuklej maja punkt
wspélny.

Czy istnieje wieloscian, ktérego kaida dciana jest réwnoleglobokiem, majacy
1992 sciany?
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