Metoda drzew
w rachunku prawdopodobieristwa

Pawet STRZELECKI, Warszawa

Rachunek prawdopodobiedistwa to przedmiot wyrasnie odmienny od wielu
innych wykladanych na studiach matematycznych. Trudniej w nim o proste,
czytelne intuicje, latwiej o nieprzyjemne paradoksy; roczny wyklad jest
przesycony rozmaitymi szczegélami i trudnymi rachunkami, choé z drugiej strony
studenci poznaja w czasie kilkudziesieciu godzin nauki jedynie kilka naprawde
waznych pojeé i rezultatéw. Dwa z nich to niewatpliwie Centralne Twierdzenie
Graniczne Levy’ego i Lindeberga oraz mocne prawo wielkich liczb Kolmogorowa;
na trzecim miejscu wymienilbym pojecie prawdopodobiefistwa warunkowego

i tzw. wzér na prawdopodobienistwo calkowite.

Oprécz trudnosci zwiazanych z brakiem intuicji i obecnoscia paradokséw
trafiamy tei, szczegélnie, gdy przyjdasie nam uczyé studentéw — przyszlych
nauczycieli, na bariere kultury analitycznej. Okazuje sie, ze studentom nie jest
latwo odrézni¢ zbieinoéé wedlug miary od zbieznosci prawie wszedzie czy w rr;
ge maja klopoty z dosé elementarnymi oszacowaniami, ze nie bardzo rozumieja,
co to wlasciwie jest funkcja charakterystyczna rozkladu (rasowy probabilista
prowadzacy wyklad zazwyczaj niechetnie zdradza, jak poteinym i potrzebnym
w innych dziedzinach matematyki narzedziem jest transformata Fouriera);
przyklady mozna by mnozyé.

Gdy sie prowadzi éwiczenia z rachunku prawdopodobiefistwa, nielatwo jest — ze
wspomnianych wyiej prayczyn — wyjéé poza ogélnie znany kanon prostych zadat
o charakterze kombinatorycznym, dotyczacych skoficzonej przestrzeni zdarzeit
elementarnych i pokaza¢ prayklady nieco bardziej skomplikowane, a przy tym
prawdziwie ciekawe, zakorzenione w probabilistycanym opisie rzeczywistoéci

~ i to niekoniecznie tej wymyslonej dla potrzeb zadania. Chcialbym Paristwu
opowiedzie¢ o moich do$wiadczeniach zwiazanych z préba pokazywania
studentom takich wlasnie stosunkowo prostych, a nietrywialnych przykladéw.
Wszystkie one maja wspélna ceche: wykorzystuja w rozmaity sposéb

(czasem dos¢ sprytnie) wzér na prawdopodobiefistwo calkowite, a ponadto

— przynajmniej w poczatkowej fazie rozumowania — skwapliwie sie w nich

unika jawnego okreslenia przestrzeni probabilistycznej (co u probabilistéw jest
czeste; w istocie ciekawe sa tylko rozklady prawdopodobieristwa, a nie same
przestrzenie!). Mamy nadzieje, ze skrupulatny Czytelnik niniejszego tekstu zdola
bez wiekszych trudnosci w pelni sformalizowaé kaide 3 zaprezentowanych nizej
rozumowan.

Zacznijmy od praypomnienia: jedli przestrzefi probabilistyczna 2 jest suma
parami rozlacznych zdarzedi A, ..., A,, przy czym dla kaidego numeru ¢ mamy
P(4;) > 0, to prawdopodobieiistwo dowolnego zdarzenia B wyraza sie wzorem

n
(1) P(B) =) P(4)-P(B|A;),
; i=1
gdzie P(B|4;): = P(B N A;)/P(A;) oznacza prawdopodobiefistwo warunkowe
zdarzenia B pod warunkiem A;.

Wzér (1), zazwyczaj zwany wzorem na prawdopodobiefistwo calkowite, to prosty
sposéb na liczenie, jaki ulamek powierzchni tortu pokryty jest lukrem: zeby
odpowiedzie¢ na to pytanie, wystarczy wiedzieé, jaka cze$é powierschni kazdego
kawalka tortu zajmuje lukier i znaé wielkoé¢ wszystkich kawalkéw. Bardzo
prosty dowéd pominiemy.

Czasami, by stosowaé ten wzér, wygodnie jest narysowaé drzewko, obrazujace
wszystkie mozliwosci, z jakimi mamy do czynienia w zadaniu (stad metoda drzew
w tytule). Popatrzmy na nastepujacy proéciutki przyklad.
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Przyklad 0. Dane sa cztery urny: w pierwszej jest jedna kula biala i dwie
czarne, w drugiej — jedna biala i jedna czarna, w trzeciej i cawartej — po dwie
biale i jednej czarnej. Wybieramy losowo jedna urne, a nastepnie z niej losujemy
kule; jakie jest prawdopodobiefistwo, ze wyciagniemy kule czarna?

Zrébmy rysunek.

"

(Galezie wychodzace z gléwnego wierzcholka drzewa odpowiadaja réznym T
mozliwoéciom wyboru urny, za galezie z dolnego poziomu ilustruja mozliwoéé

wyboru czarnej lub bialej kuli z odpowiedniej urny.) By odpowiedzieé na

postawione pytanie, sumujemy iloczyny prawdopodobiefistw wypisanych pray

tych drogach w naszym drzewie, ktére prowadza do wylosowania kuli czarnej:

L2 L1 11T 1 1T 1t
e el o o e e T
Latwo stwierdzié, ze w istocie robimy to samo, co stosujac formalnie wzér na
prawdopodobieristwo calkowite.

Przyklad 1: zaklady w grze w orla i reszke

Dwayj gracze, A oraz B, obserwuja chlopca, ktéry bez przerwy rzuca
symetryczna moneta. Wyniki rzutéw zapisywane sa w postaci ciagéw: na k-tym
miejscu stoi litera O lub litera R w zaleinosci od tego, cay w k-tym razucie
wypadl orzel czy reszka. Gracs A twierdzi, ze tréjka 00O wystapi w zapisie
wczesniej, nii tréjka ORO; gracz B jest przeciwnego zdania.

Ktéry z nich ma wigksze szanse wygranej w tym sporze?

Jakie jest prawdopodobiefistwo wygranej kazdego z nich?

Przed rozpoczeciem rachunkéw poszukajmy intuicji swiazanych z zadaniem. Gra
robi si¢ emocjonujaca w momencie, gdy po raz pierwszy wypada orzel; nastepny
rzut na pewno bedzie wtedy korzystny dla ktéregos z graczy. Ale jedli po parze
OO wypadnie reszka, to tylko gracz B moze wygraé w efekcie nastepnego rzutu;
gracs A musi czekaé na trzy kolejne orly.... Zatem wicksze szanse wygranej
powinien mieé B.

Narysujmy teraz drzewo. Reszka w pierwszym rzucie albo dwie kolejne reszki
po orle nie koriczacym gry oznaczaja (dla kazdego z graczy) powrét do punktu
wyjscia i rozpoczecie gry od nowa. Rysunek bedzie wiec nastepujacy:

powrét do
poczatku gry

powrét do

A wygral poczatku gry

B wygral

powrét do
B wygral poczatku gry
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Niech p oznacza prawdopodobiefistwo wygranej gracza A. W naszym drzewku
mamy jedna droge koriczaca sie od razu wygrana A i trzy drogi (z jednego,
trzech i czterech odcinkéw) powracajace do punktu wyjécia, zatem, ze wzoru
na prawdopodobieriswtwo calkowite, :
fo o s n 1

E=S*e RE =0
czyli p = 2/5. W przypadku gracza B mamy dwie drogi prowadzace
bezpoérednio do wygranej i trzy drogi powracajace do poczatku gry. Jesli przes
q oznaczymy prawdopodobiefistwo wygranej gracza B, to, jak latwo widazieé,

el a1
i W R et B ok
zatem ¢ = 3/5. Okazalo si¢, ze p+ ¢ = 1. Zobaczymy za chwile, w nastepnym

przykladzie, ze ten fakt tez latwo bylo przewidzieé.

Przyklad 2: prymitywny model bladzenia

Rozpatrzymy teraz przyklad, ktéry mozna traktowaé jako bardzo prymitywny
model bladzenia losowego czastki w sieci krystalicznej. Droga wybierana jest
losowo, a w niektérych miejscach sieci czastka moze sie zatraymaé i ,,ugrzeznaé”.

Punkt porusza sie po krawedziach sze$cianu ABCDA'B'C'D’' (przebywajac

w jednostce czasu jedna krawed?) i gdy dotrze do wierzcholka B’ lub C', to
sie zatrzymuje. Jesli punkt znajduje sie w wierzcholtku innym niz B’ lub C’, to
moze dalej poruszaé si¢ z jednakowym prawdopodobieristwem 1/3 po kazdej
krawedzi wychodzacej z tego wierzcholka. Za kazdym razem droga wybierana
jest niezaleznie od poprzedniego ruchu. Zalézmy, ze punkt rozpoczyna ruch

z punktu A; z jakim prawdopodobieristwem

1. ruch zakoniczy si¢ w punkcie B'?

2. ruch zakoriczy si¢ w punkcie C'?

3. punkt nigdy nie dotrze ani do B’, ani do C'?

Uwaga. Punkt B’ jest polaczony z A przekatna éciany bocznej, punkt C' jest
polaczony z A przekatna szedcianu.

Ci z Panistwa, ktérzy slyszeli nieco o procesach stochastycznych, zauwaza

tu prosty, ale nietrywialny laficuch Markowa: osiem wierzcholkéw szedcianu
to osiem stanéw procesu, a przyszloéé (czyli nastepne polozenie punktu
znajdujacego si¢ w jakim$ wierzcholku) zalezy od przeszlosci tylko poprzez
teraZniejszoéé (nie jest bowiem wazna cala przebyta droga, a jedynie ostatnio
osiagniety wierzcholek).

Odpowiemy najpierw na ostatnie pytanie. W dwéch kolejnych ruchach punkt
ma do wyboru 3 - 3 = 9 réznych drég; niezaleznie od polozenia wyjéciowego

co najmniej jedna z nich (a czasem wiecej) prowadzi do B’ lub C'. Poniewas
kolejne ruchy sa od siebie niezalezne, to prawdopodobieristwo p,, tego, ze punkt
nie dotrze do B’ ani do C' w ciagu 2n kolejnych ruchéw, nie przekracza liczby
(9 — 1)*/9". Mamy wiec

8 n
OSPnS(g) =20 dla n — oo.

Zatem zdarzenie polegajace na tym, ze punkt nigdy nie dotrze ani do B’, ani
do C’, ma prawdopodobienistwo réwne zeru.

(Wnikliwy Czytelnik moze przeprowadzié¢ takie samo rozumowanie dla
poprzedniego przykladu; pozwala to od razu przewidzieé, e suma szans
wygranych obu graczy A i B powinna by¢ réwna 1.)

Zajmijmy sie teraz pierwszym pytaniem. Oznaczmy przez pa, pB, pC, - - -
prawdopodobiefistwa zdarzeri polegajacych odpowiednio na tym, ze punkt
startujacy z A, B, C, ... dotrze do B'. Z uwagi na symetrie polozenia
wierzcholkéw pec = ppr.
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Rysujemy drzewko:

Dt B gossphes @ A D' CooR

i natychmiast widzimy, ze
3 2 2 2 1 2 4
PasEs §Pa+§+§Pc+§PD' = gPatgtgpe
(kazda droge dlugosci 2 nasz poruszajacy sie punkt ,,wybiera”
3 prawdopodobieristwem 1/9!). To jedno réwnanie, a niewiadome mamy
dwie; drugie réwnanie dostaniemy rysujac drzewko obragujace losy punktu
startujacego z wierzcholka C. :

(o]

B c A D c A

Nietrudno teraz stwierdzi¢, ze

sl +1+2 +1 _ 2 +1+1
Pc—gm 9 9Pc 9PD —9PA 9 3Pc-

Rozwiazujac otrzymany uklad réwnai dostaniemy p, = 4/7.

Poniewaz jui wiemy, ze punkt na Pewno nie bedzie bladzié nieskoriczenie dlugo,
to prawdopodobiefistwo, ze ruch zakoficzy sie w C’, jest réwne 1 — 4/7 = 3/1.
Oczywiscie, mozna ten wynik uzyskaé podobnie, jak obliczyliSmy p4, nie
korzystajac z odpowiedzi na pytanie nr 3.

Przyklad 3: zadanie o trzech strzelcach

Trzech strzelcéw, A, Bi C, ma odbyé wspélny pojedynek. Zasady pojedynku
83 nastepujace: strzelcy stoja w wierzcholkach tréjkata réwnobocznego, jako
pierwszy strzela A, potem B, potem C, potem znéw A itd.; jesli ktérys ze
strzelcéw znika ze sceny, to pojedynek ciagnie sie dalej miedzy pozostalymi
dwoma. A trafia w cel z prawdopodobienistwem 0,3,

C - z prawdopodobierfistwem 0,5, za$ B wcale nie chybia. Kazdy z nich
strzela w jednego z innych lub w powietrze w ten sposéb wybierajac cel, zeby
z najwiekszym prawdopodobiefistwem wygraé pojedynek. Gdzie powinien
wycelowaé swéj pierwszy wystrzal strzelec 4: w powietrze, w B, cay w C?
(Zakladamy, ze wystrzaly w powietrze sa na pewno chybione, a strzelcy znaja
nawzajem swe umiejetnoéci.)

Intuicja moze byé tu nastepujaca: slabeuszowi A nie oplaca si¢ ,wychylaé” — by¢
motze powinien wiec swéj pierwszy strzal oddaé w powietrze, tak, by na pewno
spudlowaé.
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Ruletka w Las Vegas ma 18 pél
czarnych, 18 czerwonych i dwa zielone.

Jesli A zdecyduje sie oddaé swéj pierwszy strzal do C, to dalszy rozwéj
wypadkéw nastepujacy: albo trafi i wtedy zaraz zginie, zabity przez B; albo
nie trafi (z prawdopodobiefistwem 0,7), wtedy B na pewno zabije C, jako
grozniejszego ze swoich przeciwnikéw, i A bedzie mial okazje oddaé jeden strzal
do B (albo uda mu sie trafi¢ — prawdopodobiefistwo tego zdarzenia Jjest réwne
0,3, albo zginie zabity nastepnym strzalem strzelca B). Zatem

P(A przezyje) =0,3-0+0,7-1:0,3 = 0,21.
Gdyby A zdecydowal sie na pudlowanie, to rzecz jest jeszcze prostsza: B swoim

pierwszym strzalem na pewno zabije C i A bedzie mial okazje oddaé jeden strzal
do B. Zeby przeiyé pojedynek, musi trafié, a wiec w tym przypadku

P(A przezyje) = 0,3 > 0,21.

A co w praypadku, gdy A odda swéj pierwszy strzal do B? Naszkicujmy tym
razem dwa drzewa:

pojedynek C s A
(pierwszy strzal nalezy do c)

B ginie
pojedynek C s A

C ginie
A ginie

0,7

A wygrywa A zostanie A wygrywa pojedynek
zabity przez B od poczatku

Mozemy teraz zapisaé dwa réwnania. Drzewko po lewej stronie przekonuje nas,
ze
P(A przeiyje) = 0,3 - P(A przeiyje pojedynek z C) +0,7-1-0,3
°Z" 0,3¢+ 0,21,
za$ prawdopodobieiistwo ¢ przezycia przez A pojedynku z C spelnia, jak widaé
dzigki drzewku po prawej stronie, zaleznosé

¢=0,5(0,3+0,7-gq).

Z obu powyiszych warunkéw dostajemy natychmiast
g 9
P(A przezyje) = 0,21 + ol 0,3.

Oznacza to, Ze strzelec A ma najwigksze szanse przeiycia pojedynku, jesli swéj
pierwszy strzal odda w powietrze. Wnikliwy Czytelnik sprawdzi bez klopotu,
Ze sytuacja nie zmieni sie, jeéli prawdopodobiefistwo, ze A trafia w cel, bedzie
dowolna liczba z przedziatu (0, 3).

Przyklad 4: klasyczne zadanie o ruinie gracza

Ostatnim przykladem stosowania wzoru na prawdopodobiefistwo calkowite
bedzie klasyczne zdanie o ruinie gracza. Problem sformulowany jest zazwyczaj
nastepujaco: gracz ma poczatkowo kapitat k$ i zamierza graé w ruletke,
stawiajac kolejno po 1§ na czerwone lub czarne, az do momentu, gdy jego
kapital osiagnie N, albo do chwili, gdy bedzie doszczetnie zrujnowany.

(Przypomnijmy, ze ruletka ma 37 pél: 18 z nich jest czerwonych, 18 czarnych,
a jedno zielone. Jesli postawimy np. na czarne, a wypadnie czerwone lub
zielone, to tracimy stawke; jesli za§ wypadnie czarne, to dostajemy z powrotem
podwojona stawke.)
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Zatem, po kaidej grze kapital naszego gracza zmienia sie o jeden: wazrasta
w przypadku ,sukcesu”, a spada w przypadku ,porazki®. Widzimy tez,
ze prawdopodobieiistwo ,sukcesu” p i prawdopodobiesistwo »porazki” q sa
nastepujace:
48 19

p= 37! i 37
Oznaczmy przez pi(N) prawdopodobieiistwo zdarzenia, ze gracs
rozpoczynajacy gre z kapitalem k zdola powickszyé go do N, zaé przes re(N) -
prawdopodobieristwo, ze gracz z kapitalem k zostanie grujnowany przez kasyno,
zanim jego kapitat osiagnie N.

Najpierw obliczmy py(N). Drzewo jest tak proste, e nie warto go rysowaé; po
pierwszej grze gracz nadal chce uciulaé N dolaréw, ale zmienia sie jego kapital
poczatkowy (w przypadku sukcesu, czyli z prawdopodobiefistwem p, wzrasta do
k+ 1 dolaréw, za$ w przypadku porazki - z prawdopodobieristwem ¢ — maleje do
k — 1 dolaréw). Mamy wiec nastepujace réwnanie:

(2) Pe(N) =p - pe+1(N) + g pe—1(N).

Zauwaimy tez, ze z oczywistych powodéw py (N) =1 oraz po(N) = 0. Moizemy

teraz rozwiazaé nasz problem. Najprociej zrobié to nastepujaco: gdyby p=g¢=
= 1/2, to réwnanie (2) implikowaloby, ze ciag (pe(N ) k=01, Jest arytmetyczny.
Sprébujmy uogélnié to trywialne spostrzeienie i przepiszm,y‘ (2) w takiej postaci,
by wyrazi¢ prayrost ppi1(N) — px(N); otrzymamy °

pet1(N) — pe(N) = §(pkuv) — pe_1(N)).

Oznacza to po prostu, ze ciag przyrostéw jest geometryczny, Pr+1(N) — pe(N) =
= (¢/p)*(p1(N) - po(N)). Dalej jui jest latwo, zapisujemy py (N) w postaci
sumy kolejnych prayrostéw i wykorzystujemy wzér na sume N wyrazéw ciagu
geometrycznego:

N-1
1=pn(N) =po(N)+ Z (Pe+1(N) - p(N))
N-1 k
=3 (&) e -miw) = @A

Stad p;(N) = —gqg—l)v—_l—l; teraz tylko powtarzamy poprzedni zabieg, by
w efekcie dostaé wynik
= = a\' _ (a/p)* -1
pk(N) = po(N) + > (pis1(N) — p(N)) = > o m(N)- (—) e gt
i - \P (¢/p)V -1

Ta sama metoda liczymy prawdopodobiefistwo rx(N) — musimy rozwiazaé
réwnanie

(3) (V) =p ret1(N) + ¢ -pe-a(N),  ro(N)=1-ry(N)=1.
Latwo sprawdzi¢, ze ry(N) = 1 — pr(N). Ponadto

k—-N
pr(N) ~ (2) dla0< k< N.

Prawdopodobiefistwo, ze graczowi uda sie zrealizowaé swéj cel i uciutaé

N dolaréw, maleje wiec wykladniczo do zera wraz ze wzrostem réznicy

N — k... W tabelce ponizej (gwoli przestrogi dla nieroztropnych) podajemy
kilka przykladowych wartosci pk(N), dla kapitalu poczatkowego k = 100 i
réinych wartosci zamierzonego zysku N.

== N [ 200 500 | 1000 [ 2000 | o000 ]|

P100 (N) -10 -23 —45 —-116
(ruletka 37-polowa) \Q,pf)‘iS 4,03:-10 7,32-10 2,42-10 8,72-10

P100 (N) -19 —43 —-87 -335
(ruletka z Las Vegas) 0,000027 [ 4,98 - 10 6,68 - 10 1,15- 10 6,14 - 10
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Caytelnik widzi wiec, ie ciulanie przy grze w ruletke jest zajeciem wysoce
nieoplacalnym (przynajmniej z probabilistycznego punktu widzenia). Jesli
zdarzy si¢ tak, e bedziemy mieé 100 dolaréw i zechcemy podwoié swéj kapital
w kasynie, to najlepiej od razu postawié wszystko na czerwone lub czarne —
wtedy prawdopodbieristwo, ze zrealizujemy swéj zamiar, bedzie bliskie 1/2.
Kasyna czesto zabezpieczaja sie przed takim postepowaniem graczy, ograniczajac
z géry dozwolone stawki (gdy sie gra w ruletke np. na polskim promie
Pomerania, to wolno postawié jednorazowo nie wiecej, niz 4 marki fifiskie. . .).

Dodajmy, ze gdyby p = ¢ = 1/2, to mielibyémy p(N) = k/N, czyli - pray
kapitale wyjsciowym 100 stawek — zamiar uciulania 5000 stawek bylby znacznie
latwiejszy do zrealizowania, niz zamiar uciulania 200 stawek w prawdziwej
ruletce (nawet tej 37-polowej).

Na gakoriczenie, tym razem nieco inna metoda, rozwiazemy jeszcze jeden
problem (istotny z punktu widzenia wladcicieli kasyn gry). Jedli jui wiemy, ze
zrujnujemy kazdego zapamietalego ciulacza z prawdopodobiefistwem bardzo
bliskim 1, to ciekawi nas jeszcze jedno: jak duzo czasu, érednio rzecz biorac, taki
nieszczesnik spedzi w naszym kasynie? Innymi slowy, jeéli przez r oznaczymy
numer tej z kolejnych gier, po ktérej kapital gracza przyjmie wartoéé 0 lub N
(to oczywicie jest zmienna losowa, mozna by ja nazwaé momentem wyjécia

2z kasyna), to jaka bedzie warto$é oczekiwana 7

Zauwaimy, ze zmienna losowa r nie zalezy od prayszloéci w nastepujacym sensie:
jesli (przy dowolnym I € N) znamy rezultaty gier 1, 2, ..., I, to oczywiscie
potrafimy powiedzieé, cay 7 < I, czy tez 7 > l. Probabilisci powiedza uczenie, ze
7 jest momentem Markowa (nie podamy tu formalnej definicji, zainteresowany
Czytelnik odnajdzie ja np. w monografii P. Billingsley’a Prawdopodobieristwo

1 miara).

Oto szkic rozwiazania naszego problemu. Niech X; oznacza zmiane kapitalu
gracza w i-tej grze. Zmienna X;, jak wiemy, ma nastepujacy rozklad i wartoéé
oczekiwangy:

P(X;=1)=1-P(X;=-1)=p, EX;=2p—1.
Litera S oznaczmy laczna zmiane kapitalu gracza do momentu wyjécia z kasyna.
Zmienna losowa S tei ma bardzo prosty rozklad; prayjmuje mianowicie tylko

dwie wartoéci (N — k, jesli gracz wychodzi z kasyna s samierzonym szyskiem
w kieszeni, oraz —k, w przypadku, gdy gracs jest zrujnowany). Mamy wiec

P(S=N-k)=1-P(S=—k)=pe(N), ES=—k+N-pu(N).

Ponadto, laczna zmiana kapitalu to suma zmian w kolejnych grach az do
momentu wyjscia z kasyna 7, czyli

S=X1+Xo+---+ X,

(S jest suma losowej liczby zmiennych X;). Zauwaimy, ze znamy wartoéé
oczekiwana lewej strony oraz kazdego ze skladnikéw wystepujacych po prawej
stronie. Do powiazania obu tych informacji postuiy nam tzw. tozsamodé
Walda: gdy zmienne losowe X; maja ten sam rozklad i sa niezaleine, zaé r jest
momentem Markowa o wartosciach naturalnych, to

(4) E(X:+ X2+ -+ X,) =Er-EX,. v
Scisly (niezbyt trudny, ale nieco techniczny) dowéd tego faktu mozna znalesé
w prawie kazdym podreczniku rachunku prawdopodobieiistwa, my podamy

tylko oczywista intuicje: warto$é sumy takich samych skladnikéw otrzymuje sie,
mnozac iloéé skladnikéw przez warto$é jednego skladnika.

Dzigki tozsamoéci Walda mozemy zakoficzyé rachunki:
i E(X1+X2+"‘+Xf) 53 ES < —k’+N'pk(N) =

E
: EX, EXs 2p—1

o~ dlao<k< N.
P

23






