Realistyczne podejscie do procentéw
— takze z uzyciem kalkulatora

Harie BROEJMAN, Uniwersytet w Utrechcie

z pomocq Leena STREEFFLANDA, Instytut
Freudentala w Utrechcie

Wprowadzenie

W ciagu ostatnich pietnastu lat zalozenia programu naucgania matematyki
w Holandii zmienily sie znaczaco dokonujac w podejéciu do nauczania
przesuniecia z ,mechanicznego” lub czasem ,strukturalnego” na realistyczne.

Z mechanicznego punktu widzenia matematyka jest zbiorem gasad i algorytméw.
Kladzie sie wiec nacisk na sprawdzenie i zastosowanie tych zasad w gadaniach,
ktére sa analogicane do rozwiazywanych poprzednio. Wiele uwagi poswieca
sie zapamietywaniu i uczeniu ,trikéw”. Ze strukturalnego punktu widszenia
matematyka, jako osiagniecie poznawcze, jest zorganizowanym dedukcyjnym
systemem i proces uczenia w szkolnej edukacji matematycznej powinien by¢é
podporzadkowany strukturze tego systemu.

Podejicie realistyczne jest tym, za ktérym opowiadaja sie ludzie skupieni
wokét Instytutu Freudentala. Podejécie to moze byé okreslone za pomoca
zwrotéw: ,powtérne odkrywanie”, ,rézne poziomy konkretu i abstrakcji”,
suwarunkowanie bardziej przez przyczyny historyczno-genetyczne niz przes
metode systematyczna, wladciwa przedmiotowi”, ,odnoszenie znaczenia do
realiéw”.

Dla podejscia realistycznego charakterystyczne jest zwrécenie uwagi na
potrzebe aktywnego zaangazowania uczniéw w tworzenie sytuacji grozumialej
1 znajdowanie strategii rozwiazujacej zadanie oraz preferowanie w nauczaniu
przykladéw zastosowali matematyki w codziennym #yciu. Przyjmujac
mechaniczny lub strukturalny punkt widzenia nauczano matematycznych
algorytméw poprzez wyklad i demonstracje. W szczegélnosci, pray
zagadnieniach takich jak ,procenty” trudna jest nie tylko zmiana mechanicznego
(strukturalnego) podejécia, lecz takie drogi nauczania.

Zanim zatem zaczniemy my$leé o zmianie nauczania i uczenia sie procentéw
musimy przynajmniej przeanalizowaé, czy i jak stosuje sie procenty w yciu
codziennym i szkolnym. Zanim zaczniemy dyskutowaé, czy rozpoczaé nauczanie
od definicji, czy intuicji wspartej wiedza, ktéra uczniowie jus posiadaja, trzeba
wziaé pod uwage trudnoéci wystepujace przy stosowaniu procentéw.

Niezaleznie od powyzszego, w pracy z uczniami chcemy prayjaé jako
podstawowy cel nastepujace aspekty rachowania (inteligentnego uzywania liczb):
1. umiejetno$¢ sensownego szacowania,

2. umiejetnoéé przeprowadzania rozumowan dotyczacych liczb bez uzywania
algorytméw,

3. umiejetnos¢ sensownej interpretacji wynikéw.
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W szczegblnodci, pierwszy z wymienionych aspektéw — sensowne szacowanie —
jest niezbedny, gdyz czesto uiywa sie procentéw w bardzo ogblnych zadaniach.
W wielu pozaszkolnych sytuacjach stosujemy procenty niezbyt dokladnie, np.
piedziesiat dwa procent to troche wiecej niz polowa, a prawie szedédziesiat
procent to wiecej niz pieédziesiat cztery procent. Podobnie, 8% to dwa razy
wiecej niz 4%.

Jak rolnicy moga poprawié swoja sytuacije
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Przy analizowaniu uiywania kalkulatoréw swracaliémy takie uwage na to,

jak nauczyé uzywania klawisza #/0" i ,pamieé®, poniewas te klawisze moga
poméc uczniom w zorganizowaniu ich pracy obliczeniowej. Nie narzucaliémy
tej organizacji, lecz wymuszaliémy na uczniach planowanie ich dzialania.
ChcielibySmy uczynié z uczniéw mistrzéw w postugiwaniu sie wlasnymi
kalkulatorami. Oznacza to uzywanie przez nich kalkulatoréw w sposéb sprawny
(tzn. wykorzystaj wszystkie mozliwosci, jakie daje ci to narzedszie) i krytycany
(tzn. uzyj, gdy jest to konieczne lub uzyteczne).

Jednak znéw musimy — my i nasi uczniowie — by¢ $wiadomi trudnosci, jakie
napotykamy w pracy z procentami, zanim rozpoczniemy prace z kalkulatorem.
Jest to niezwykle waine, gdyi analiza klawisza ,%” pokazuje, e wiele
kalkulatoréw przysparza uczniom wiecej probleméw, niz pomocy. Przykladem

est zapytanie kalkulatora, ile wynosi 5% liczby 200 poprzesz sekwencje uderzen:
[200] x [5[%[=]

Trudnosci z procentami

Chociaz procenty sa bardzo wygodnym narzedziem do opisu danych, to
réwnoczeénie sa bardzo skomplikowane dla kogo$, kto startuje w takich
obliczeniach. Przyczyny sa nastepujace:

— asymetria w sytuacjach ,,odwrotnych” (patrz przyklad),

= relatywny charakter procentu,

— koniecznoéé wybrania punktu odniesienia (wielkosci, na ktéra naprawde naleiy
zwrécié uwage),

- koniecznos¢ wybrania punktu startu (wielkosci, ktéra jest podstawa obliczefi),
— przestawienie si¢ z myélenia addytywnego na multiplikatywne.

Przyklad:

Asymetria w ,odwrotnych” sytuacjach staje sie jasna, gdy dostrzeze sie,
ze liczba 100 jest o 100% wigksza od liczby 50, ale 50 stanowi stylko” 50%
liczby 100.
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Wiele informacji o trudnosciach uczniéw uzyskaliSmy analizujac rozwiazania
nastepujacego zadania:

Pracownicy fabryki dowiedsieli sie, ze poczawszy od nastepnego miesiaca ich
pensja bedzie zmniejszona o 10%. Pracownicy przerwali prace. Po negocjacjach
zarzad obiecal podwyiszyé place o 10% za trzy miesiace. A zatem — wydaje sie —
wszystko znéw bedzie dobrze. Czy to prawda?

Odpowiedzi dzieci:

— Tak, gdyi najpierw wziale§ 10% i potem oddale$ te 10%. Massz satem to samo,
co wtedy, gdy zaczynales.

- Nie, gdyz oni obliczyli podwyzke o 10% z nowej pensji pracownikéw.

— Nie, gdyz oni opudcili trzy miesiace po 10%, czyli 30%.

Relatywny charakter procentéw

Innym rodzajem trudnosci sa sprawy zwiazane ze wzglednoscia procentéw.
Oznacza to, Ze ,czysty” procent nie moze byé podstawa do poréwnai
czynionych bez odniesienia do konkretnego przypadku. Zadanie cytowane nizej
Zwraca uwage na to, ze ,czyste” procenty nie moga by¢ poréwnywane w zaden
sposéb:

Agnieszka i Andrzej sa bliZnietami.

Agnieszka: Obydwoje dostaliémy 10% rabatu, a jednak nie otrzymali$my tej
samej kwoty. Ja dostalam 10 guldenéw, a ty dostale$ tylko 5. To nie jest
wlasciwe wobec bliZniat, prawda?

Andrzej: Przeiyje to.

Czy jest mozliwe, Ze ten sam procent rabatu nie stanowi takiej samej kwoty?

»Punkt odniesienia” i ,punkt startu”

Zadania o relatywnym charakterze procentéw sa konieczne ze wizgledu na
jego znaczenie przy dokonywaniu wyboru punktu odniesienia i punktu startu
w zadaniu.

Tlustracja tych komplikacji jest zadanie o liczniku na parkingu (Groendaal i in.
1992):

Ostatnio miejska rada Tiburga zdecydowala o zmianie starych licznikéw
parkingowych na nowe. Oczywiscie, parking bedzie drozszy.

Ramki Ii II pokazuja zmiane:

25 centéw = 12 1/2 min 25 centéw = 10 min
1 gulden = 50 min 1 gulden = 40 min

O jaki procent podrozala oplata parkingowa?
Napisz jak znalazle$ swoja odpowieds.

Wiekszos¢ dzieci odpowiedziala na pytanie: ,0 ile procent zostal skrécony
czas parkowania”. Ich rozumowanie zostalo przeprowadszone przy zalozeniu, ie
punktem odniesienia jest czas parkowania, a nie oplata za parkowanie.

Niektére dzieci wybraly wlasciwy punkt odniesienia (oplata parkingowa), ale #le
rozpoczely rozwiazywanie, tj. od nowej taryfy, zamiast od starej.

Od addytywnosci do multyplikatywnosci

Najistotniejsza wlasnoscia procentéw, choéby ze wzgledu na schematyzacje, jest
potrzeba przestawienia sie z ujecia addytywnego na multyplikatywne — od: p
procent wiecej lub mniej, do: (1 + p/100) razy. Przestawienie to jest konieczne
dla krytycznego i skutecznego usycia kalkulatora przy rozwiazywaniu bardziej
skomplikowanych zadafi. Ma to nawet wicksze znaczenie, jesli w kalkulatorze
funkcja ,%” jest druga mozliwoscia pracy jakiego$ klawisza lub nie ma w ogdle

klawisza ,%”. .
100% + p% => (1 + p/100)[x]... =
13
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Dla uczniéw 10-12-letnich bardzo wygodne sa kalkulatory takie jak: Galazy 9z
lub Math Ezplorer, ktére pomagaja pray pokonywaniu trudnoéci w zamianie
rozumowain na multyplikatywne. W tych kalkulatorach przeklad polecenia:
»Pigé procent z dwustu” jest nastepujacy: 5% x 200 = . Kolejne napisy

w wyswietlaczu kieruja wlasciwie uwage ucznia.

W naszym doswiadczeniu nie chcieliémy zmuszaé uczniéw do dokonania
wspomnianego zwrotu, lecz spowodowaé, by stat sie on istotna czeécia procesu
matematyzacji. Tym niemniej, w celu zachecenia uczniéw, koniecznym bylo
uzycie odpowiedniego kalkulatora i dobranie zadaf wymagajacych pewnego
wysitku.

Przedstawimy dwa prayklady: ,upadek stowarsyszenia” (z zalaczonymi
rozwiazaniami uczniéw) i ,fabryka samochodéw”.

Upadek stowarzyszenia: v

W 1970 r. stowarzyszenie liczsylo 200 000 czlonkéw.

W 1971 r. 20 000 czlonkéw odeszlo.

W 1972 r. liczba czlonkéw wynosila 162 000.

W 1973 r. nastepne 16 200 oséb opuscilo stowarzyszenie.

Czy w 1990 r. jacy$ czlonkowie odejda, jesli ich liczba caly czas bedzie
gmniejszaé si¢ w ten sposéb?

W ktérym roku liczba czlonkéw stowarzyszenia bedzie polowa liczby z 1970 r.?

Jedno z dzieci zaczelo zapisywaé, co sie dzialo ze stowarzyszeniem rok po roku:

19% 200.000 fadkn ,
QY /80.000 [eden - 3 oyizip x ,%upE‘Eﬁ

1932 162.000 fagon -L. 9 .
1933 146.800 - L. s Xig x 0,9 ¥

Od 1970 do 1971 roku odeszlo 20 000 0séb. — Uczniowie byli/zachecani do
zapisania tego na réine sposoby: (0,1 = 1/10), co zmierzalo’do zapisania wyniku
(x9/10 lub 0,9), a to oznacza wziecie 90%, itd.
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Po tych wstepnych badaniach uczniowie zostali zacheceni do uzycia mnozenia od
samego poczatku:

9% 200. 000

DN 0,9 x W oo = 080.@
912 SS9 X 0.9 x 200.a05- 162 000

1213 o,3x 6,3 x O13% 200.000:145 800
19% 0,3 0,3 x0,3%0,ax oo = 131220

1
l‘ng =3 |8‘°33
= 106.228,7

131 - 3565
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Po napisaniu formuly dla 1974 roku wyraionej przes powtarzajace sie

mnozenia, uczniowie zaczeli odnosié sie 3 niechecia do kontynuowania tej

drogi. Przewidywali, Ze braknie im miejsca na kartce, a poza tym praca

zaczela ich nudzié. Wtedy nauczyciel zasugerowal podjecie obliczest s uiyciem
kalkulatora i kontunuowanie ich dla lat nastepnych (po 1974 r.), 8 réwnoczesnym
pamietaniem o pytaniach postawionych na wstepie. Poczawszy od danych

z 1974 r. kolejne naciskanie klawiszy i odczytywanie wynikéw
nastepowalo coraz szybciej i szybciej. Ten sposéb manipulacji kalkulatorem
sklonil uczniéw do wiary w pelna skutecznoéé ich metody.

131220]-[0][.][9][x] -

118090]-[0][.][9][x] -

106228]-[0][.][9][x] -
95659]-[0][.][9][x] = ......

Dala ona odpowieds, e liczba czlonkéw stowarzyszenia spadnie do polowy jui
po siedmiu latach.

Uwaga: Postepowanie takie przygotowuje do zrozumienia istoty probleméw
gwiazanych z dwukrotnym skréceniem czasu lub czasem potrzebnym na
podwojenie w przypadku wzrostu eksponencjalnego lub kumulowania odsetek.

Fabryka samochodéw:

Japoiiski rzemieslnik udoskonalil przekladnie. W wyniku tego suzycie energii
spadlo 0 40%. Tymczasem spétka naftowa wynalazla rodzaj paliwa, ktére moze
obnizyé zuzycie o 35% dotychczasowego. Ponadto firma konstruktorska prébuje
opracowaé patent na loiysko, dajacy 25% obniiki sugycia paliwa. Zakladajac, e
wszystkie firmy odniosa sukces, otrsymamy perputuum mobile, gdyi wszystkie
obnizki razem zredukuja o 100% zuzycie paliwa. Mozna wiec jefdsi¢ catkiem bes
paliwa!!l Czy to prawda? Wyjasnij, dlaczego.

Przy bardziej skomplikowanych obliczeniach procentowych konieczne bylo
wykonanie rachunkéw na kartce. W tym momencie tylko mala grupa uczniéw
zaczynala uzywaé klawisza pamieci do zachowania tych licsb, ktérych chcieli
znéw uzyé. Oczywidcie, nie musieli uzywaé tego klawisza. Mogli poslugiwaé sie
kartka i oléwkiem.

Uzywanie pamieci bedzie jednak bardzo pomocne, gdyby ktof — na przyklad —
musial sprawdzi¢ nastepujacy rachunek hotelowy:

CAMPING TOLL:
Description Amount VAT
Long lease for this period 1324,00 1]
Service for this period 774,00 2
PROVISIONS:
Kind
Water 123,00 1
Gas 103,65 2
Elecricity 74,00 2
Antenna 93,60 2
Subtotal 2597,25
VAT 1 6,00% 7,38 +
VAT 218,50% 193,38 +
Total: Hfl. 2693,01

Opisz dwa rézne sposoby sprawdzenia tego rachunku.
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Niebawem napiszemy wiecej o specyficznych klopotach, ktére pojawiaja sie, gdy
chcemy, by uczniowie korzystali z klawisza pamieci w swoich kalkulatorach.

Uczenie sie (i nauczanie procentéw)

Powyisza analiza wyjasnia, Ze realistyczne wprowadzenie procentéw jest
mozliwe. Nauke¢ moina rozpoczynaé bez formalnej definicji, przez objasnianie
przykladéw takich, jak: 50% mniej do zaplacenia, obnizka o 25%, 10% wiecej
itd. Po tym wprowadzeniu w procenty, przez zastosowanie nieformalnej wiedzy
o ulamkach zwyklych, mozna dalej pracowaé nad wlasnosciami asymetrii

i wzglednosci procentéw. Nawet zadania dotyciace znajdowania punktu
odniesienia i punktu startu sa mozliwe do rozwiazywania tak dlugo, jak dlugo
mozna uzywaé jedynie prostych przykladéw procentéw, takich jak 50, 25, 75, 10,
35 (bliskie 1/3), 20 itp.

Niezwykle waina zmiana rozumowania z addytywnego na multyplikatywne
motze byé forsowana przez podsuniecie jednej grupie dzieci kalkulatoréw,
ktére wyswietlaja procenty jako ulamki zwykle, a drugiej grupie innych
kalkulatoréw. Jesli dzieci obserwuja wyswietlacz i ucza sie w ten sposéb
schematéw postepowania, stwierdza rozbieinosé: u jednych 5% z 200 to zero,
u drugich 5% z 200 to dziesieé.

Oczywiscie, zagadnienia te nie moga byé zrealizowane w ciagu 2 lub 3 godzin.
Uczniowie potrzebuja co najmniej 4 spotkai trwajacych okolo 1,5 godz. Czas
taki jest niezbedny dla prawdziwego zrozumienia tego problemu.

Wreszcie jest czas na bardziej formalna definicje, jesli chce sie uzywaé procentéw
w sytuacjach trudniejszych, niz przedstawione, lub poréwnywalnych. Jednak
przez caly czas staramy si¢ da¢ uczniom zadania, w ktérych tylko czescia jest
rachunek procentowy.

Przypis tlhumacza: W sierpniu biezacego roku w szkolach holenderskich
nastapi zmiana programéw nauczania. Na poziomie szkél podstawowych
(do 12 roku Zycia) znacznie wiecej czasu poswieci si¢ geometrii, redukujac
tredci z arytmetyki i algebry. Zaréwno nauczanie geometrii jak 1 arytmetyki
podporzadkowane ma by¢ filozofii, ktéra w tym artykule nazwana Jest
»Podejsciem realistycznym?.

Pracownicy Instytutu Freudenthala i Uniwersytetu, ksztalcacy nauczycieli,
przygotowuja studentéw i juz pracujaca w szkolach kadre do zmiany sposobu
nauczania przes prezentacje odpowiednich ciagéw zadaf i udostepnianie
opracowali przeprowadzonych badar.

Przedstawiony artykut jest ilustracja fragmentu tych przygotowan.
Zofia MUZYCZKA
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