Metoda kongruencji w teorii liczb
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Jednym z najstarssych dzialéw teorii liczb jest teoria podzielnoéci. Stosunkowo
elementarne metody i bardzo eleganckie wyniki czynia te dziedzine atrakcyjna
i dostepna szerokiemu gronu milognikéw matematyki oraz pozwalaja na
samodzielne badania jui na wstepnym etapie edukacji matematycznej. Niestety
brak tej tematyki w programie szkolnym zdecydowanie utrudnia mlodziezy
poznanie dziedziny, ktéra poprzez swoje piekno i sile moglaby przyczyni¢

si¢ do poszerzenia grona milognikéw matematyki. Jeden z wybitniejszych
matematykéw naszego stulecia, G. H. Hardy, powiedsial, ze ,elementarna
teoria liczb powinna by¢ uwasana za jeden z najwlasciwszych przedmiotéw

w pocgatkach wyksztalcenia matematycznego. Wymaga ona bardzo malo
uprzedniej wiedsy, a przedmiot jej jest uchwytny i znajomy, metody
rozumowania, ktére stosuje, sa proste, ogélne i nieliczne i nie ma sobie

réwnej, wiréd nauk matematycznych, w odwolywaniu sie do naturalnej
ludskiej ciekawoéci”. Mam nadzieje, se artykul ten bedsie ilustracja stéw

G. H. Hardy’ego. Pragne w nim przyblisy¢ podstawowe fakty dotyczace
kongruencji i ukazaé ich uzytecznosé w roswiazywaniu probleméw teorii liczb.

Na wstepie praypomnijmy sobie podstawowy fakt arytmetyki

Twierdzenie 1: Kazdq liczbe calkowitq N # 0, +1 mozna jednoznacznie
przedstawié w postacs:

N = £p7*,...pp*

gdzie py < p3 < ... < p, sq liczbami pierwszymi, k,ny, ..., ng - liczbami
naturalnyms. :

Twierdzenie powyisze jest punktem wyjscia do dalszych rozwazai, ale zanim
do nich przejdziemy uczynie kilka uwag notacyjnych. Zgodnie z tradycja
teorioliczbowa 0 nie uwaza sie za liczbe naturalna. Jedli liczba a dazieli liczbe

b, to bedziemy pisali a | b, w przeciwnym rasie a 1 b. Jeéli o jest najwiekszym
wykladnikiem takim, ze p* | N (p - licsba pierwsza) to bedziemy pisali p* || N.
Zapis (a,b) = d oznacza, e d jest najwiekszym wspSlnym dzielnikiem liczb a

i b. Po tych uwagach sformulujemy wniosek z Twierdzenia 1, ktéry bedziemy
usywali dalej wielokrotnie:

Wniosek 1: Jedli a, b, ¢ sq liczbami catkowityms, (a,b) = 1 oraza |b-c,toa]c.
Uszasadnienie tego wniosku pozostawiam Czytelnikowi.

W swoim wielkim dsiele podwieconym teorii liczb zatytuowanym ,,Disqusitiones
Arithmeticae” K. F. Gauss wprowadsil nastepujaca notacje: jesli m ja—1b

to piszemy a = b (mod m) i méwimy, e liczby calkowite a i b praystaja do
siebie (sa kongruentne) wedlug modutu m. Relacje a = b (mod m) nazywamy
wlasnie kongruencja. Okazuje sie, se usywajac pojecia kongruencji mozna
méwi¢ o problemach swiazanych z podsielnoscia w sposéb nieswykle efektywny
i prosty. Caytelnik zapewne zdaje sobie sprawe jak istotne jest posiadanie
odpowiedniego jezyka do méwienia o pewnych rzeczach. Chcac porozumiewaé
si¢ w spos6b jak najbardsiej efektywny czlowiek stworzy} olbrzymi zaséb stéw,
cho¢ wiadomo, se bez wielu z nich mozna by sie obejé¢ (ale wéwczas wiele myéli
byloby o wiele trudniej wyraszi¢). Podobnie jezyk kongruencji wydaje sie by¢
najwlasciwszy do méwienia o problemach dotyczacych podzielnodci. (Studiujac
matematyke Czytelnik niejednokrotnie przekona sie, jak istotne dla rozwoju
matematyki bylo stworzenie odpowiedniego jezyka.) Céz wiec jest takiego
usytecznego w pojeciu kongruencji? Otés kongruencjami mozna ,,manipulowaé”
jak zwyklymi réwnaniami. Jesli modul jest ustalony, to kongruencje moina
dodawaé i mnozy¢ stronami:

jesi a=b (modm) i A= B (modm), to
a+A=b+B(modm) i a-A=b-B (modm).
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Natomiast nie zawsze wolno kongruencje dzieli¢ stronami (podobnie jak
réwnosci nie wolno dzielié przez réwnosé 0 = 0). Jedli jednak (4, m) =1
oraz a=b (modm) ia- A=b-B (modm) to A= B (mod m). Proponuje
Czytelnikowi udowodnienie tych wlasnosci oraz nastepujacych wnioskéw:

Whiosek 2: Jedls f jest wielomianem o wspdiczynnikach catkowstych
ta=b (modm), to f(a) = f(b) (modm).

Whniosek 3: Jesli m jest liczbq naturalng o zapisie dziesietnym ag + a; - 10 +
+...+a, - 10" oraz f(z) = ag + a1z + ...+ anz", to z wniosku 2 wobec
kongruencyi 10 = 1 (mod9) 1 10 = —1 (mod 11) otrzymujemy znane cechy
podzielnosci przez 9 1 11 (jakie?). .

Mozemy teraz rozwiazaé pierwsze zadanie, tzn. udowodnié nastepujace

Stwierdzenie 1: Nie istnieje wielomian dodatniego stopnia o wspdiczynnikach
catkowstych, kidrego wartosé dla kazdej liczby naturalnej jest liczbq prerwszq.

Dowdéd: Zaléimy przeciwnie, ze taki wielomian f istnieje. Zatem f(1) = p jest
liczba pierwsza. Niech by =1+ k- p, k € N (przez N oznaczaé bedziemy zbiér
liczb naturalnych). Mamy bx = 1 (mod p). Stad wobec wniosku 2 otrzymujemy

f(be) = (1) = p =0 (mod p)
Wobec tego p | f(bx), a ze f(bk) jest liczba pierwsza wiec p = f(bx). Tym samym
pokazali§my, ze wielomian f przyjmuje wartosé p nieskoriczenie wiele razy, co
wobec podstawowych wlasnoéci wielomianéw jest niemozliwe (dlaczego?) m

Udowodniony fakt wiaze sie z bardzo starym zagadnieniem poszukiwania
wizoréw na liczby pierwsze. Wykazaliémy mianowicie, ze nie istnieja wzory
wielomianowe na liczby pierwsze. Stosujac troche inna metode, oparta na
fakcie, ze jesli rézne liczby pierwsze p, ¢ dziela wartosci wielomianu w pewnych
liczbach naturalnych, to liczba p - ¢ tez dzieli wartosé tego wielomianu w pewnej
liczbie naturalnej mozna udowodnié fakt mocniejszy. W zwiazku z tym
proponuje Czytelnikowi uscislenie tej metody i rozwiazanie nastepujacego
zadania:

Zadanie dla Czytelnika: Dowieé¢, Ze nie istnieje wielomian dodatniego
stopnia o wspélczynnikach catkowitych, ktéry dla kazdej liczby naturalnej
przyjmuje wartosé¢ bedaca potega liczby pierwsze;j.

W dalszym ciagu litera p bedzie uiywana dla oznaczenia liczby
pierwszej.

Przed praystapieniem do rozwiazania nastepnego zadania rozwiniemy troche
teorii.

Lemat 1. (’:) =0 (modp) dla1 <t <p—1, gdzie (’,:) — F!'(:T!k)_! jest symbolem
Newtona. -
Dowéd: Poniewas (f) =p- “Pp— _1’. !! jest liczba naturalna, wiec

#(p—1)! | p(p — 1)! Ale oczywiscie (i!(p —)!,p) = 1 (dlaczego?), wiec wobec
whniosku 1 mamy

il(p—1)! | (p — 1)}, a zatem liczba '.1!1";—:_1};—! jest naturalna. Jest wiec p | (%)

tzn. (?) =0 (modp). m

Uwaga. Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne.
Udowodnijmy teraz bardzo uzyteczne twierdzenie

Male twierdzenie Fermata (MTF): Dia dowolnej liczby naturalnes a jest
a” =a (modp)
Dowdd: Dowdd przeprowadzimy metoda indukcji matematycznej. Dla

a = 1 jest to oczywiste. Zaléimy, ze MTF jest prawdziwe dla pewnego a > 1.
Wéwczas aP = a (mod p), skad a® + 1 = a + 1 (mod p).
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Przyjrzyjmy sie teraz liczbie (a + 1)P. Otéz z wzoru dwumianowego mamy:

p—1
P P P) p-1 p = P\ i
(a+1)P=a +(1)a +...+(P__1 a+l=aP+1+)Y T)e

i=1
p—1 i
Wobec lematu 1 mamy Y (?)a‘ = 0 (mod p) (dlaczego?). Stad wobec faktu, ze
=1
a? +1=a+1 (modp) (wykazaliémy to wysej) mamy

p—1
(a+1)"=a"+l+z (f)ai =a’+1=a+1 (modp)
=1
tzn. MTF jest prawdziwe dla a + 1. Na mocy zasady indukcji matematycznej
twierdzenie zostalo udowodnione. m

Nastepujacy wniosek réwniez znany jest pod nazwa — male twierdzenie Fermata
Whniosek 4: Jeslip t a to a?~! = 1 (mod p).

Dowdd: Wobec MTF mamy p | a(a?~! — 1), a wobec zalojenia (p,a) = 1.
Na mocy wniosku 1 otrsymujemy wiec, ze p | a?~1 — 1, tzn. a?~! = 1 (mod p).

Inna metoda to zastosowanie mozliwosci dzielenia kongruencji. Mianowicie
a =a (modp) oraz a-a?~! =1 (modp) i (a,p) = 1, wiec a1 = 1 (modp). m

Nieco inna metoda mozna udowodnié twierdzenie ogélniejsze, ktére pozostawiam
bez dowodu.

Zadanie dla Czytelnika: Udowodni¢ twierdzenie Eulera, e dla kazdej liczby
calkowitej a wzglednie pierwszej z n prawdziwa jest kongruencja

a®(") = 1{mod n),
gdzie p(n) — iloé¢ liczb naturalnych mniejszych od n i waglednie pierwszych z n
( zwana jest funkcja Eulera).

Whniosek 5: Dla kazdego calkowstego a takiego, Ze p 1 a istnieje dokiadnie jedno
b takie, 261 <b<p—1oreza:-b=1 (modp).

Dowdd: Z wniosku 4 mamy o - P2 = 1 (mod p). Jesli b jest ressta z dzielenia
aP~2 przez p to ocaywiscie a?~2 = b (modp) oraz 1 < b < p— 1. Zatem
=a-a?P"?2=a b (modp). Tym samym wykazalismy istnienie b.

Co sie tyczy jednoznacznoici to zauwaimy, ze jeéli by, b, spelniaja teze wniosku,
to a(by — bz) = 0 (mod p), a e (a,p) = 1, wiec by — bz = O(mod p) i wobec
1<b; < p— 1 mamy by = b, (dlaczego?). m

Jedyna liczbe b z wniosku 5 bedziemy dalej oznaczaé przez h,. Warto

tu podkreéli¢ wage ostatniego wniosku, ktéry pozwala odwracaé liczby
calkowite modulo p. Jest to réwnie istotne dla teorii liczb jak odwracanie liczb
wymiernych, a liczba h, jest analogiczna do liczby -‘1; w zwyklej arytmetyce liczb
wymiernych.

Czas jus rozwiazaé nastepne zadanie, ktére zilustruje usytecznosé
wprowadzonych pojeé.

Zadanie (twierdzenie Wolstenholme, 1862 r.): Niech

1+%+...+p+1 =X, gdzic p > 5 oraz (m,n) = 1. Dowiedé, ze p? | m.
Rozwiazanie: Sprowadzimy najpierw zadanie do liczb naturalnych. W tym
celu zauwazmy, ze (p — 1)!(1+%+...+p+1) = LP_—IL)_!_‘_”__,_ 1‘;—__11}—! = L’—’-—,:)!—m
jest liczba naturalna ((p — 1)! jest iloczynem mianownikéw rozpatrywanych
ulamkéw). Wobec tego n | (p — 1)!m, a e (n, m) = 1, wiec z wniosku 1 mamy
n|(p— 1)}, tzn. l&;_lﬂ Jest liczba naturalna i w dodatku niepodzielna przez p
(bo p t (p— 1)!). Zatem p? | m wtedy i tylko wtedy, gdy p? | ("——-'—tl'l"—, a wiec
wystarczy wykazaé, e p? | S = (o ;1)! +...+ ('; :11)!. Zauwazmy, ze mianowniki
i-tego i (p — 1)-tego ulamka daja w sumie p. Ta prosta uwaga podpowiada, by
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rozpatrywaé sume
p—1 p—1 p—1
S4 - o1 (p—1) (p—1)
28 = (gg—T——‘+-—-f~ = P s =0 =
‘.2:; i p—i ; -1 ° gt(p—l)
(oczywiscie p? | S wtedy i tylko wtedy, gdy p? | 2S5, bo p > 5, wiec na pewno
p # 2). Liczby b; = él’;—_ll% sadlas=1,...,p — 1 naturalne (bo z # p — ), wiec

e
p | 2S oraz 3;5 = Y b;. Zatem cale zadanie sprowadza sie do wykazania, ze

i=1
p—1
Pl %= tzn. Y b; =0 (mod p). W tym celu wykorzystamy wniosek 5. Otéz
i=1

% okredlenia liczb b; wynika, ze i(p — ¢)b; = (p — 1)!, a e ¢ - (p — ¢) = —22 (mod p)
wiec otrzymujemy
(*) —i%b; = (p— 1)! (mod p).
Ale nas interesuje samo b;. Wobec tego musimy ostatnia kongruencje pomnozy¢
stronami przez ,,odwrotnoé¢” —:? (patrz uwagi po wniosku 5). W tym celu
zauwaimy, ze wobec 1h; = 1 (mod p) mamy :2h? = 1 (mod p), tzn.
(—22)(—A2?) = 1 (mod p). Zatem mnozac kongruencje (*) stronami przez —h?
otrzymamy ;
—i2b;(—h? = (p — 1)!h? (mod p),

tzn.

b; = —(p — 1)!hZ (mod p).

p—1 p—1
Zatem Y b; = —(p—1)! 3 h? (modp) i dla zakoficzenia rozwiazania wystarczy
=1 i=1
p—1
dowieéé, ze Y h? =0 (modp).
i=1

Przyjrzyjmy sie wiec dokladniej liczbom hy, ..., hp—1. Otéz, jak latwo zauwaiyé,
dla1<1<p-—1jest hy, =1 (bo h; -1 =1 (mod p)), a wiec jeéli h; = h; to

1 = 5 (dlaczego?). Zatem ciag (p — 1) liczb hy,..., hp—; sklada si¢ z parami
réznych liczb naturalnych z przedzialu (1,p — 1), a wiec jest permutacja ciagu

p—1 p—1
1,2,...,p — 1 (dlaczego?). Wobec tego mamy Y h? = 3 +2. Praypomnijmy
=1 =1

teraz nastepujacy wzér
n(n+1)(2n + 1)
6 b
ktérego dowéd (najlatwiej indukcyjny) pozostawiam Cszytelnikowi.

p—1 > p=1
W szczegblnosei 3 12 = L”;ll%(z-’:—ll i wobec (6,p) = 1 mamy p| Y ¢2. Tym
=1

=1

124+...4+n2=

p—1
samym wykazalimy, ze Y hZ = 0 (mod p), co koriczy dowéd. m
=1

Przed nastepnym zadaniem udowodnimy maly lemacik, ktéry przyda nam sie
w przyszlodci. Otéz z malego twierdzenia Fermata wiemy, ze dla kazdego a
niepodszielnego przes p jest a?~! = 1 (mod p). Niech wy(a) bedsie najmniejsza
liczba naturalna taka, ze

a“»(®) = 1 (mod p).
Liczba wp(a) nazywamy wykladnikiem do jakiego nalezy a wedlug modutu p.
Udowodnimy:
Lemacik: Jedli a™ =1 (mod p), to wp(a) | m.

.Dowdd: Niech m = k - wy(a) + r, gdzie 0 < r < w,(a) (dzielenie 3 reszta).
Zatem 1 = a™ = akws(a)+r = (qwr(@))F . o" = 1F . g" = g" (mod p). Ale wobec
minimalnoéci wp(a) i nieréwnodci r < w,(a) musi byé r = 0, tzn. wy(a) | m. =
Whniosek 6: Jesli a™ = 1 (modp) 1 a™ = 1 (mod p), to al™") =1 (modp).
Dowéd pozostawiam Czytelnikowi. -

Mozemy teraz przejéé do nastepnego zadania.
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Zadanie: Niech A = 101°" + 1. Dowies¢, ie

(1) A ma co najmiej 11 réinych dzelnikéw pierwszych,

(2) kazdy dzielnik pierwszy A jest wiekszy od 10%.

Rozwiazanie: (1) Gléwnym pomyslem, jaki tu zastosujemy, bedzie rozlozenie
liczby A na iloczyn 11 czynnikéw i wykazanie, Ze sa one parami wzglednie
pierwsze. W tym celu przypomnijmy znana zapewne Czytelnikowi tozsamosé:

" +1=(z+1)(z" 1 —z""2+z" 3. .. +1),
gdzie n jest nieparzysta liczba naturalna.

Jedli teraz zauwasymy, ze 10'° = 210.5.5.. . .5, oraz przyjmiemy w naszej

10 razy
tozsamosci n = 5 otrzymujac tozsamosé
5
a;:—ll =zt -2 +22-z+4+1
(z ktérej wynika, ze jesli n jest liczba naturalna, to '::_"11 tez), to mozemy
napisaé, ze -
A=101"" +1=(102"5")° 4+ 1= (1025 + 1) - 4,

!10:1"-5")5+1

T Ty 1=0,1,..., sa liczbami naturalnymi.

gdzie liczby A; =

" Podobnie 102°%° 4 1= (102'°5°)5 4 1 = (102"5" 4 1) - Ag, itd. Stad

otrzymujemy rozklad liczby A na iloczyn 11 czynnikéw:
A:(lﬂzw-{'l)'Ao-Al .- Ag.

Pozostaje sprawa wzglednej pierwszoéci czynnikéw. Powréémy przeto na chwile

do naszej tozsamosci, z ktérej wynika, ze jesli n = —1 (mod p), to '::‘_'11 =

=n*—-n%+n2—n+1=5 (modp), a stad jedynym wspélnym dzielnikiem

pierwszym liczb n + 1 i '::_:‘11 motze byé 5 (dlaczego?). W szczegdlnosci,

jeSliS5fn+1,toliccbyn+11i ’::_:‘11 sa wzglednie pierwsze. Biorac

za n liczbe 10?10‘5i otrzymujemy, e (1025 41, A;) = 1. Ale jedliz > 7,
to Aj | 102"75"*" 11102 4 1 (dlaczego?), wiec réwnies (A;, 4;) = 1.
Zatem w iloczynie

A=(10" +1)-Ag- A;... Ao
kazde dwa czynniki sa wzglednie pierwsze i wigksze od 1. Kazdy z tych
czynnikéw daje wiec co najmniej jeden dzielnik pierwszy liczby A i kazdy inny,
wobec czego A ma co najmniej 11 réznych dzielnikéw pierwszych.

(2) Niech p | A. Postaramy sie pokazaé, ze liczba p — 1 ma duzy dzielnik.
W tym celu zauwaimy, e 102"°%"° = —1 (mod p), skad 10%'"5"° = 1 (mod p)
{podniesliémy stronami do kwadratu). Oczywiscie (p, 10) = 1, wiec z malego
twierdzenia Fermata mamy réwniez 10°~! = 1 (mod p). Przypomnijmy

teraz sobie udowodniony lemacik. Niech w = w,(10). Zatem w |p—1

iw]| 2! .50 (dgielnik liczby p — 1 juz mamy!). Z ostatniej podzielnosci
wnosimy, je w = 2% - 58, gdzie 0 < @ <1110 < # < 10. Gdyby a < 10 to
podnoszac kongruencje 102°%” = 1 (mod p) stronami do potegi 210~ - 510-8
otrzymalibysmy kongruencje: 102*°*" =1 (mod p), co przeczy kongruencji
102°5" = _1 (modp) (bo p # 2). Zatem musi by¢ o = 11, skad w = k - 211.
Tym samym, wobec w | p — 1, mamy p— 1 = N - 2!! dla pewnego N, tzn.

p = 2048N + 1. Podstawiajac N = 1,2, 3,4, 5 otrzymujemy liczby zlozone
{podzielne odpowiednio przez 3,17,5,3,7 — prosze sprawdzi¢!). Zatem N > 6 i
p > 2048 -6+ 1 > 10%, czego nalesalo dowiesé. Okazuje sie, ze liczba 2048 -6 + 1
jest pierwsza. Proponuje Czytelnikowi rozstraygnaé, czy dszieli ona liczbe A (byé
moze z pomoca komputera?!). ®

PrzejdZmy teraz do nastepnego zadania, najtrudniejszego moim zdaniem,
ktdrego rozwiazanie, aczkolwick nie potrzebuje niczego wiecej ponad to, co
Juz zostalo powiedziane, jednakze wymaga nieco subtelniejszego rozumowania.
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Zadanie to ma dosyé ciekawa historie. Bylo ono jednym z probleméw
konkursowych na Polsko-Austriackich Zawodach Matematycznych w 1987 roku.
Nikt z uczestniké6w nie zdolal rozwiazaé tego zadania. Co ciekawsze, okazalo sie,
Ze rozwiazanie autorskie bylo bledne i do korica zawodéw nie udalo sie znalezé
poprawnego rozwiazania.

Zadanie: Niech u bedzie kwadratem liczby naturalnej, ktérej kazdy dzielnik
pierwszy ma w zapisie dziesietnym parzysta ilo$é cyfr. Wykazaé, ze wielomian
f(z) = z"™ — 1987z jest réznowartosciowy dla liczb wymiernych, tzn. dla
dowolnych liczb wymiernych w;, wo jeéli f(w1) = f(ws), to w1 = wa.

Rozwigzanie: Sprébujemy metody sprowadzania do sprzecznoéci. Zalézmy
przeto, ze istnieja rézne liczby wymierne w; = Liwg= %, gdziec>0,d>0i
(a,¢) = 1= (b,d), (a,b,c,d - liczsby calkowite) takie, ze f(w;) = f(wz). Mamy
zatem

a® a b b
2 19872 =_ — 1987-
e s d’
skad
(%) a" — d™ — 1987ac™ 1d" = b"c" — 1987bd> " Lc".

W szczegélnosei ¢ | d”(a” — 1987ac™ 1), a ze (c”,a™ — 1987ac™ 1) = 1 (gdyby
plc™ip|a™ —1987ac™ %, to p|cip|a wbrew temu, ze (a,c) = 1), wiec ¢ | d".
Analogicznie wykazujemy, e d” | c®, skad ¢ = d™ (bo sa to liczby dodatnie),
a stad ¢ = d. Tym samym réwnosé (*) przyjmuje postaé (po podszieleniu obu
stron przez ¢ = d")

a™ — 1987ac™~! = b™ — 1987bc" !,
tzn.

a™ — b" = 1987c" " !(a — b).

Aby uzyskaé sprzecznoéé wystarczy wiec wykazaé, ze réwnanie
’ "z -y)
nie ma rozwiazan w liczbach caltkowitych z, y, 2 takich, ze z # y dla p = 1987,
(1987, jak latwo sprawdzié, jest liczba pierwsza, a ponadto liczba p — 1=
= 1987 — 1 =2 - 3 - 331 ma dzielniki pierwsze majace nieparzysta iloéé cyfr, skad
wobec zalozenia o n mamy (p — 1,n) = 1).

2 —y" = p2

Wykazemy, ze réwnanie to nie ma rozwiazan z, y, z takich, ze z # y pray
og6lniejszym zalozeniu, ze p jest nieparzysta liczba pierwsza taka, ze
(p—1,n) =1, a n > 1 jest kwadratem liczby naturalnej. Ale jak to zrobié?
Sprébujmy badaé podzielno$é przez p obu stron rozpatrywanego réwnania.
Obliczymy wiec, w jakiej potedze p dzieli z” — y™, w jakiej pz"~1(z — y)

i z poréwnania tych poteg otrzymamy (miejmy nadzieje) sprzecznoéé. Aby
zrealizowaé powyzszy plan udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat: Niech p bedzie liczbg pierwsza, n - liczbg naturalng, a,b - liczbami
catkowitymi. Wowczas :

1° Jeslipta—bi(p—1,n)=1topta®—b"
2° Jesliptn,p*||a—b,a>1orazpta-btop® || a® —b"
3° Jesli2 #p,pta-bip®||a—b,a>1top*t! | a? —bP.

Dowdd: Jedlip|a-b (tzn. p|a lub p | b) to wobec p t a — b liczba p dzieli
dokladnie jedna z liczb a, b, zatem p 1 a® — b™. Jeéli natomiast pfaipt b, to
gdyby p | a® — b", tzn. o™ = b™ (mod p), wéwczas (mnozac ostatnia kongruencje
stronami przez hy — patrz wniosek 5) otrzymamy (a - hy)” = 1 (modp). Ale
wobec malego twierdzenia Fermata mamy réwniez {ahy)?~! = 1 (modp). Zatem
korzystajac z wniosku 6 otrzymujemy

: (ahs)P=1™) = 1 (mod p).
Ale (p — 1,n) = 1, wiec ahy, = 1 (mod p), a ze bhy = 1 (mod p), wiec mamy
(a — b)hy =0 (mod p) i wobec p { hy otrsymujemy p | a — b, whrew zalozeniu.
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n—F :
2° Mamy réwnoéé a™ — b" = (a — b) Y a'b"~1~%. Wobec kongruencji
=0
a = b (mod p) mamy o’ = b* (modp), a stqd it =gign- 10
n-1:
=a""! (modp). Zatem Y a'b"1~t= Z a" ! =na""! (modp),azeptn
i=0 i=0
n—1
iptawiecpt ) a'bt" !~‘. Wobec tego oczywiscie p® || a™ — b™.
=0
3° Niecha— b=k p*. Za.t.em a=b+kp*iptk. Korzysta.jac z wzoru
dwumianowego otrtymujemy aP =bP +p-bP 1. kp™ + E (") bt kipat, Ale,

jak pamigtamy, dla 1 <i <p—1jest p| (%) (lemat 1), tzn (%) =p - wi, skad
otrzymujemy réwnosé (pamietajmy, ze p > 3):

p—1
—bP = potl (kb”‘l 2 Ew‘_bp—ikipa(i—l) s ka(P‘l)a—l)'
i=2

Wobec zalozenia p t kbP~! oraz oczywiscie p | E wibP—ikipali=1) 4 gplp=1)a—1

(bo p dzieli kazdy skladnik; tu wykonystu_]emy zalozeme, ze p > 3, skad
~1|a—1>1). Zatem p nie dzieli sumy w nawiasie, a stad p“+1 ||a? — 7. m

Dla pelnosci dodamy tu jeszcze, ze jedlip =2 i @ > 2, to 3° réwniez zachodzi, co
latwo wynika z powysiszego dowodu.

Z czedci 3° lematu wynika nastepujacy wniosek:

Wnhniosek: Przy zalozeniach jak w 3° mamy
pa+k " ap" s bp“

Przeprowadzenie prostej indukcji pozostawiam Czytelnikowi. Proponuje te:
rozpatrzenie przypadku p = 2.

Mozemy teraz przejéé do rozwiazania zadania. Jak pamietamy, chcemy
udowodnié, ze réwnanie
" — 3’,n. = pz“_l(z = y)

nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych takich, ze z # y (tutaj p jest
nieparzysta liczba pierwsza taka, ze (p — 1,n) = 1 oraz n > 1 jest kwadratem
liczby naturalnej). Zalézmy bowiem, ze z = a, y = b, z = c jest rozwiazaniem
oraz a # b i a,b, c nie maja wspélnego dzielnika (jedli a, b, c maja wspélny
dzielnik to skracajac przez najwickszy wspélny dzielnik otrzymamy rozwiazanie
spelniajace nasze wymagania). Gdyby p | a lub p | b, to wobec p | a™ — b"

n—1 :
mieliby$my p |aip | b oraz c"~1p= £=L" = ¥ 4°b"~1~* byloby podsielne

=0 :
przez p”~ 1. Zatem p"~2 | c" !, ade n > 4, wiec stad p | c, co przeczy wzglednej
‘pierwszoéci a, b, c. Tym samym wykazalidmy, ze p 1 a - b. Jak juz zauwasyliSmy
P | a® — b", Wobec punktu 1° lematu wynika stad, ze p | a — b. Nlech zatem
p*lle—bin=p? n;, gdsiea>1,820iptn;.

Wobec punktu 2° mamy p* || a™ — b™!, a wobec wniosku mamy

o+l || (am2)P*” — (b1)P™ = o™ — b, Z drugiej strony, jesli p” | ¢, ¥ > 0,

to pet7(n=1)+1 | 'en=1y(4 _ p). Zatem musi byé p>t7(n=1)+1 = ga+26

skad y(n — 1) + 1 = 28. Musi wiec byé v > 1 skad 28 > n. Ale stad wymka,

e n = p?#'™1 > p" co jest ewidentnie nieprawda, bo p” > n (dlaczego?). Tym
samym uzyskaliémy w koricu upragniona sprzecznodé. Widaé tu jak daleka jest
czasem droga od pomyshu do pelnego rozwiazania. Swoja droga bardzo ciekawe,
e tak niewielkie érodki pozwalaja osiagnaé tyle wynikéw. Sytuacja przypomina
tu troche malarstwo, gdzie za pomoca prostego zestawu farbek mozna malowad
bardzo zlozone obrazy.

Na zakoriczenie jeszcze jedno zadanie by podkreélié uzytecznoéé ostatniego
lematu. Zadanie to bylo zadaniem nr 3 na 31 Miedzynarodowej Olimpiadzie
Matematycznej. Za rozwiazanie tego zadania mozna bylo uzyskaé od 0 do 7
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punktéw, natomiast érednia ocena uzyskana za to zadanie wyniosta 2,1. Zadanie
to brzmi nastepujaco:

Zadanie: Znaleié wszystkie liczby.naturalne n > 1 takie, ze n? | 2" + 1.

Rozwiazanie: Zalézmy, ze n? | 2" + 1. Co moéna powiedzie¢ o n? Przede
wszystkim, poniewas 2 1 2" + 1, wiec 2 { n. Niech p bedzie dzielnikiem
pierwszym n. Wéwczas p | 2" + 1 skad p | 22" — 1. Wobec tego wp(2) | 2n (patrz
lemacik). Ponadto, wobec malego twierdzenia Fermata, p | 2P~ — 1 (bo p # 2),
wiec wp(2) | p— 1. Stad rw—“:%%?—ﬁ [nig: 22'2 < p (dlaczego?). Tym samym dla
kazdej liczby pierwszej dzielacej n znaleflismy dzielnik n mniejszy od tej liczby.
W szczegblnosci, jedli p; jest najmniejszym dzielnikiem pierwszym n, to musi
byé nﬁﬂg")ﬁj =1 (dlaczego?), a stad wp, (2) = 2 (bo wp(2) > 1 dla dowolnego p).
Zatem p; | 22 — 1 = 3, skad p, = 3. Niech wiec 3% || n. Poniewas 3! || 2 — (—1)
wiec wobec punktu 2° lematu i wniosku po nim mamy 31« || 27 — (-1)" =
=2"+1 (bo 2 { n). Poniewas jednak n? | 2" + 1, wiec 32% | 2" + 1, a stad

20 <1+ a, tzn. o = 1. Tym samym 3 || n. Najmniejszy dzielnik pierwszy n
zostal wiec rozpracowany. Jeéli n nie ma innych dzielnikéw pierwszych, to

n = 3 i wéwczas rzeczywiscie 32 | 22 + 1. W przeciwnym razie niech p; bedzie
najmniejszym dzielnikiem pierwszym n wiekszym od 3. Z dotychczasowych
rozwazaii wiemy, ze n = 3ny, 3 { n; oraz (—ﬁ%%)- < po jest dzielnikiem n.

Poniewaz kaidy dzielnik pierwszy n; jest nie mniejszy od py, wiec :” gz)z
4 (2),

jako mniejsze od p; musi dzieli¢ 3. Stad wp,(2) € {2, 3,6} (dlaczego?). Gdyby
wp,(2) = 3, to mielibydmy 2° = 1 (mod p;), skad 23" = 2" = 1 (mod p2),

a ge 2" = —1 (mod p;), wiec otrzymujemy sprzecznoéé. Jedli wp,(2) = 2, to

p2 | 22 — 1 = 3, co jest niemosliwe, bo p; > 3. Jesli w koricu wy,(2) = 6, to
p2|26—1=63=17-9ipyt2%—1=7,skad p2 |9, co réwnies jest niemozliwe.
Uzyskana we wszystkich przypadkach sprzecznoéé dowodzi, ze n nie moze mied
dzielnikéw pierwszych wigkszych od 3. Tym samym jedyna liczba spelniajaca
warunki zadania jest n = 3.

Mam nadzieje, ze choé w niewielkim stopniu udalo mi si¢ przekonaé Czytelnika
o prawdziwodci sléw G. Hardy’ego zawartych we wstepie. Wydaje mi sie, ze
tematyka poruszona w tym artykule znakomicie nadaje sie na zajecia kélka
matematycznego i w dzisiejszej trudnej sytuacji matematyki szkolnej moze byé
dobrym przykladem picknej matematyki urzekajacej uczniéw i przekonujacej ich
o nieprzecietnych walorach dyscypliny, ktéra z jednej strony zwana jest krélowa
nauk, z drugiej za$ jest postrachem uczniéw i ich rodzicéw.

By ulatwi¢ uzupelnienie i poglebienie wiadomosci i rozwiazanie zawartych
w artykule zadan podaje niewielka bibliografie, ktérej pozycje powinny
znajdowal si¢ w bibliotekach szkolnych.
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