O pewnej grze topologicznej Jézef BANAS, Rzeszéw

Celem niniejszego artykulu jest opisanie pewnej prostej gry topologicznej
i wskazanie zwiazkéw tej gry z réznymi interesujacymi wlasnoéciami
topologicznymi prostej, plaszczyzny, przestrzeni metrycznej itp.

Zalézmy, ze X jest przestrzenia topologiczna, tzn. X jest zbiorem niepustym,
w ktérym wyrézniono pewna rodzine podzbioréw, zwanych zbiorami otwartymi,
przy czym zbiér pusty oraz X naleza do tej rodziny, a ponadto suma dowolnej
ilodci zbioréw tej rodziny tez poza te rodzine nie wychodzi.

Bedziemy dodatkowo zakladad, ze X ma tzw. wlasnoéé Hausdorffa, co oznacza,
ze kaide dwa punkty z,y € X, rézne miedzy soba, moina wlozy¢ w zbiory
otwarte i rozlaczne.

Przykladéw przestrzeni topologicznych Hausdorffa moina podaé bardzo wiele.
Oto niektére z nich.

Przyklad 1. Weémy plaszczyszne R2. Nazwijmy sbiorami otwartymi zbiory X,
X C R? o tej wlasnoéci, se dla kaidego z € X istnieje K(z,r) (kolo o érodku z
i promieniu r > 0) takie, ze K(z,r) Cc X.

Przyklad 2. Zbidr liczb wymiernych Q, gdszie za otwarte bedziemy uwasaé
zbiory A C Q o tej wlasnodci, ze dla kazdego z € X istnieje r > O takie, ge
wszystkie liczby wymierne z przedzialu (z — r, z + r) naleza do A.

Przyklad 8. Niech M bedzie dowolnym zbiorem niepustym i niech p bedzie
metryka w tym zbiorze, tzn. funkcja, ktéra kaidej parze punktéw z,y € M
przyporzadkowuje liczbe nieujemna p(z, y), zwana odlegloécia punktéw z i y,
przy czym spelnione sa pewne naturalne warunki dotyczace metryki. Wtedy
(M, p) nazywa sie przestrzenia metryczna. W przestrzeni tej zbiory otwarte
okreéla si¢ podobnie jak w Przykl. 1, tzn. A C M jest otwarty, jezeli dla kazdego
z € A istnieje r > 0 takie, ze K(z,r) = {y€ M :p(z,y) <r} C A.
Zaléimy dalej, se X jest topologiczna przestrzenia Hausdorffa. Zdefiniujemy
teraz gre topologiczna, swana gra Choqueta. Zalézmy wiec, se dwéch graczy
B i o wybiera na przemian zbiér otwarty i niepusty w X w ten sposéb, ze g
wybiera V;, a nastepnie a wybiera U; C V3. Péiniej § wybiera zbiér otwarty
V2 c U, itd. Otrzymujemy w ten sposéb nastepujacy ciag zbioréw:
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Bedziemy méwié, ze o wygrywa, jezeli (| V, = () U, # 0. W przeciwnym
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przypadku powiemy, ze wygrywa f.

Zrébmy na poczatek uwage §wiadczaca o tym, ze definicja ,wygrywania” jest
postawiona poprawnie. Zachodzi bowiem nastepujace
Twierdzenie 1. Dla kaidego mozliwego wyboru o i f mamy, ze
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Z drugiej strony
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Daje to (lacznie z poprzednia inkluzja) zadana réwnosé.
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Przestrzer metryczna nazywamy

zupelng, jeieli kaidy ciag z1,23,...

spelniajacy warunek Cauchy’ego

(tzn. taki, e AV A |pa — pPk] < €)
€ k n>k

jest zbieiny.

Przestrzen jest lokalnie zwarta, jeéli dla
kaidego x punktu istnieje zbiér otwarty
G taki, ze z € G i domkniecie zbioru G
jest zwarte.

Przestrzef Baire’a — taka, ie
kaida przeliczalna suma zbioréw
nigdziegestych jest zbiorem brzegowym.

Przyjmiemy teraz nastepujaca definicje.

Definicja. Bedziemy méwié, ze X jest przestrzenia faworyzujaca o, jeieli dla a
istnieje zawsze strategia wygrywajaca.

W dalszym ciagu podamy kilka przykladéw przestrzeni faworyzujacych a oraz
opiszemy pewne klasy takich przestrzeni.

Prazyklad 4. Weimy plaszczysne R? z Przykl. 1. Pokajemy, ze jest to
przestrzefi faworyzujaca gracza a. Opiszemy wiec strategie a. Niech § wybierze
pewien zbiér otwarty V;. Wtedy o wybiera zbiér otwarty U; C V; i niech

U, bedsie kolem otwartym K (z;,r;) takim, zeby kolo domkniete K(z1,r;)
zawieralo sie w V;. Podobnie postepuje @ w kazdym nastepnym kroku
wybierajac ciag zstepujacy két {K(z,,r,)} takich, zeby K(z,,r,) zawieralo sie
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w V, oraz dodatkowo, seby lim,—.co rn = 0. Wtedy ) V., D [} K(zn,7n), zaé
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ten ostatni iloczyn sklada sie dokladnie z jednego punktu, na mocy twierdzenia
[==d

Cantora. Ostatecznie oznacsa to, ze [) # 0, a wiec a wygrywa.
n=1

Przyklad 5. Weimy teras przestrzen topologiczna liczsb wymiernych Q
(por. Przykl. 2.). Pokasemy, e ta przestrzen nie jest faworyzujaca a, lecs
przeciwnie. Opieraé si¢ bedziemy na dobrze znanym fakcie, ge zbiér liczb
wymiernych jest przeliczalny, czyli wszystkie liczby wymierne mozna ustawié
w ciag {w;, w2, ws,...}. Zalésmy teraz, ze gracz § postepuje w nastepujacy
sposdb: najpierw § wybiera pewien dowolny przedzial otwarty V; C Q
(tzn. wszystkie licsby wymierne lezace w pewnym przedsiale otwartym (a, b))
i taki, zeby w; & V;. Nastepnie o wybiera jaki§ zbiér otwarty U; C V;.
Dalej 8 wybiera przedzial otwarty Vo C U, tak, zeby wo & Vo. Zauwaimy,
ze takze w; & Vo. Postepujac tak w. analogiczny sposéb 8 wybierze w n-tym
kroku przedszial otwarty V,, C Q taki, ze w; €V, dlaz =1,2,...,n oraz
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Vo C U, C V,—1. Zauwaimy, ze [) V,, =0 (dowdd tego prostego faktu
n=1

pozostawiamy Czytelnikowi). Oznacza to, se § wygrywa, a wiec Q jest

przestrzenia faworyzujaca S.

Okazuje sie, se klasa przestrzeni faworyzujacych o sklada sie z przestrzeni
majacych jakied dobre wlasnosci. Mamy bowiem

Twierdzenie 2. Kazda przestrzef metryczna zupelna jest przestrzenia
faworyzujaca o.

Dowéd tego twierdzenia zasadza.sie na wspomnianym uprzednio (por.
Praykl. 4.) twierdzeniu Cantora:

Jezeli w przestrzeni metrycznej zupelnej mamy ciag zstepujacy zbioréw
domknietych i niepustych {Uy,} taki, se érednica tych zbioréw zmierza do gera,
to czeéé wspblna ciagu {U,} sklada si¢ z dokladnie jednego punktu.

Poza tym dowdd nie rézni sie niczym od dowodu z Przykladu 4, nalezy tylko
kola zastepowaé kulami.

Na zakoiiczenie podamy jeszcze dwa twierdzenia adresowane do bardziej
zaawansowanych Czytelnikéw. Pomijamy dowody tych twierdzei.

Twierdzenie 8. Jezeli przestrzen topologiczna jest lokalnie zwarta, to
faworyzuje ona gracza a.

Twierdzenie 4. Jezeli przestrzen jest faworyzujaca dla o, to jest ona
przestrzenia Baire’a.

Reasumujac moina powiedzieé, ie klasa przestrzeni topologicznych Hausdorffa,
ktére faworyzuja o zawiera w sobie z jednej strony wszystkie przestrzenie
metryzowalne w sposéb zupelny oraz wszysikie przestrzenie lokalnie zwarte,

2z drugiej zaé strony zawiera si¢ w klasie przestrzeni Baire’a.
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