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Czy mozemy uslyszeé¢ wymiar przestrzeni?

Tadeusz NADZIEJA, Wroctaw

Przestrzenr w ktérej zyjemy jest tréjwymiarowa, to widzi kazdy. Celem naszym
jest wykazanie, ze mozna to réwniez uslyszeé.

Zacznijmy od przedstawienia dwéch powszechnie znanych faktéw
dos$wiadczalnych.

(1) Sygnat déwiekowy nadany w danym punkcie bedzie odebrany w punkcie
oddalonym od niego o r po czasie T(r) zaleznym tylko od odleglosci od #rédia
déwieku. Dalej dla upreszczenia bedziemy zakladal, ze Zrédlo déwieku znajduje
sie w poczatku ukladu wspélrzednych. O funkcji T zakladamy, ze jest dodatnia
dla r > 0, dwukrotnie rézniczkowalna i T'(0) = 0.

(2) Intensywnosé sygnalu maleje wraz z odlegloscia, tzn. jesli w rédle
diwieku sygnal mial intensywnosé f, to w punkcie oddalonym o r bedzie miat
intensywnosé a(r)f. Zakladamy, e o jest funkcja nieujemna i dwukrotnie
rézniczkowalna. Naturalnym jest tei zalozenie, ze w nieskoriczonodci o znika.

Zalézmy tez dodatkowo, ze:

(3) mozemy nadaé dowolny sygnal déwiekowy.
Zalozenie to nie nalezy do oczywistych faktéw doéwiadczalnych, ale wyda sie
naturalnym kazdemu, kto kiedykolwiek stuchal np. muzyki wspélczesnej.

PrzejdZmy teraz do matematyczne]j interpretacji naszych zalozen oraz faktéw
z nich wynikajacych.

Zrédlo diwieku powoduje male zmiany gestoéci powietrza, ktérych
rozprzestrzenianie si¢ opisuje réwnanie fali

(1) 0_21‘“ = Au:

gdzie u(p, t) oznacza kompresje gazu w punkcie p i chwili . Wspélczynnik

a jest pewna stala fizyczna, ktéra dla uproszczenia przyjmiemy réwna 1.
Przypomnijmy jeszcze, ze kompresja gazu jest to wzgledna zmiana gestosci gazu
spowodowana przez Zrédio déwigku.

Poniewaz rozpatrujemy punktowe Zrédlo déwieku, wiec fala dZwiekowa u(p, t)
bedzie, funkcja radialnie symetryczna spelniajaca réwnanie (1), ktére przyjmie
postaé

n—1

(2) Ut = Upy + Uy.

Parametr » w réwnaniu jest wymiarem przestrzeni, w ktdrej rozpatrujemy
rozchodzenie sie dféwieku.

Z nasgzych zalogefi wynika, ze istnieja funkcje dodatnie, dwukrotnie
réiniczkowalne T'(r), a(r) takie, ze dla dowolnej dwukrotnie rézniczkowalnej
funkcji f, funkcja u(r,t) := ofr) f(t — T(r)) jest rozwiazaniem réwnania (2).

Obliczmy odpowiednie pochodne funkcji u:
ue =caf", u.=d'f-—al'f, u,r=oaf 2T f —aoT"f +aT)%f"

i wstawmy je do réwnania (2). Otrzymujemy
n laleI + a"f = (Za'Tl + aT")f’ + a(Tl)zf".

(3) afrl=“_:_]:alf_ =

Poniewas réwnoséé (3) ma zachodzié dla dowolnej funkcji f (wystarczy zakladad,
ze zachodzi dla dostatecznie szerokiej klasy funkcji np. wielomiandw), wiec sumy
wspblczynnikéw przy f, f' i f” musza sie zerowad. W szczegblnosci poréwnujac
wspélczynniki przy f” dostajemy a = a(T")?, co prazy zalozeniach o > 0,

T(0) = 0, pozwala wyznaczyé T(r) = r. Wykorzystujac postaé funkcji T'

i przyréwnujac do zera wspélczynniki przy f' i f dostajemy

n —

(4) 20/ + 1}'-1-(: =0
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