Krotnosci odwzorowan peanowskich:
O pewnym mniej znanym twierdzeniu Hurewicza
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Przez odwzorowanie peanowskie rozumiemy odwzorowanie ciagle odcinka -
domknigtego prostej rzeczywistej na podzbiér plaszczyzny majacy wnetrze
niepuste. Ilo§¢ punktéw, w ktérych jest przyjeta dana wartosé, nazywana jest
jej krotnodcig. Odwzorowanie krotnodci skoriczone; to odwzorowanie, ktdrego
wszystkie wartosci maja krotnosé skoiiczona.

Hurewicz (1933) dowidd}, ze odwzorowanie krotnodci skoriczonej majace

(dla swoich wartosci) nie wieces niz dwie krotnodci nie mose byé peanowskie.
Przedtem, z prac Hahna (1913) i Mazurkiewicza (1915), bylo wiadomo, je
odwzorowanie nie moze byé peanowskim, jesli krotnosci jego wartodcs sq < 2.

Twierdzenie Hurewicza jest malo znane i nie przeszlo do kursu topologii,
chociai w tej ogdlnosci, w jakiej zostalo tu wypowiedziane powinno sie w nim
znalefé. Oryginalny dowéd Hurewicza to dowdd twierdzenia od razu o wiele
ogélniejszego, wymagajacego wyjécia poza elementarne srodki topologii, ktére
tu beda uzyte.
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Rys. 1. Odwzorowanie peanowskie
To ogélne bramienie i komentarz co do érodkéw dowodowych, do ktérych
wypada sie wtedy uciec, beda dane w koricowej czeéci artykukhu.

1. Pewne twierdzenie pomocnicze. Wartoéé y odwzorowania f: X —» Y
nazwijmy wartodcig otwartodcs, jeéli dla kaidego punktu z, w ktérym jest
przyjeta, lezy we wnetrzu obrazu jakkolwiek wzigtego otoczenia U punktu z, tj.
y € int f(U) - jedli uzyé ogélnie prayjetej symboliki.

Wartosci nie bedace wartosciami otwartosci sa dla odwzorowart ciaglych

— przy naturalnych zalozeniach co do przestrzeni — raczej wyjatkowe: dla
funkcji rzecaywistych sa to wartosci, ktérych poziomice nie trafiaja wykreséw
w ekstremach lokalnych.

Niech X bedzie prazestrzenia metryczna zwarta i niech B bedsie jej ustalona
baza przeliczalna. Niech f bedzie odwzorowaniem ciaglym, przestrzeni X
na przestrzefi metryczna Y. Usufimy z Y brzegi zbioréw f(A), gdzie A

: V \/ S sa domknieciami zbioréw z bazy B. Usuwamy w ten sposéb przeliczalnie
wiele zbioréw domknietych rzadkich (brzegi zbioréw domknietych sa rzadkie
Rys. 2. Jeszcze Schoenflies (1900), (i domkniete); zbiory f(A4) sa domkniete, bedac podzbiorami swartymi

a potem Sierpiriski (1912, ale nie
zakladajac ciaglodci), wiedzieli, ze
poziomic przecinajacych wykres
w ekstremach wladciwych jest co - 3 E; - : =
najwyiej przeliczalnie wiele. Rozumowanie to zawiera treé¢ twierdzenia, z ktérego bedziemy korzystali.

przestrzeni metrycsnej). Usuwamy wiec z Y zbiér I-ej kategorii typu F,.
Pozostala Gs-a gesta sklada sie z samych wartodei otwartodci odwzorowania f.

2. Sformulowanie twierdzenia i dowdd. To, czego dowiedziemy, bedzie
nieco szczegblowsze.

Twierdzenie. Wartosci dwu najwyzszych krotnosci nie mogq byé wartodciami
otwartosci odwzorowania peanowskiego, jesli lezq we wnetrzu obrazu.

Wobec tego, ze wartosci otwartoéci odwzorowania peanowskiego tworza podzbiér
gesty obrazu (czego dowiedliémy wczesniej i nawet ogélniej), z wypowiedzianego
twierdzenia wynika, ze odwzoro e peanowskie musi miec wsréd swoich
wartodct co najmniey trzy o réznych krotnosciach, co sie pokrywa z tredcia
zapowiedzianego na wstepie twierdzenia.

Dowéd twierdzenia. Niech f: I — E? bedsie odwzorowaniem ciaglym,

krotnosci skoriczonej, odcinka domknigtego prostej w plaszczyzne i niech y

bedzie wartoscia tego odwzorowania lezaca we wnetrzu obrazu. Niech
f_l(y) = {21, oy zk}) z; # 55 jeéli t # .7.'

Przyjmijmy, se y jest wartoscia otwartosci i Ge liczba k jest jedna z dwu

najwyzszych krotnoéci odwzorowania f.
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Zbiér zwarty zerowymiarowy,

a wiec nie zawierajacy kontinuéw
wielopunktowych, nie rozcina zadnego
obszaru plaskiego; ogélnie: zbiér
swarty wymiaru nie wigkszego od

n — 2 nie ina zad b
prrestrzeni E™.

skorzystaé trzeba z lematu
i 0 dochodzeniu do
brzegu”: skladowe podzbioru otwartego
kontinuum maja punkty skupienia

na brzegu tego podzbioru. Zbiory
spéjne niezwarte nie maja na ogét

tej wlasnoéci, na co przykladem

mote byé slynna , miotetka”

Tu i dalej
sk

K K kiego — zbiér
spéjny, ktéry po usunieciu jui jednego
Lt tai bawiony kontinudw

;vielopunktowych.

Niech U; beda przedsialami wokél z;, wzajemnie roslacznymi. Wartosé y lesy
we wnetrzu kaidego ze gbioréw f(U;). Niech W bedszie obszarem wokél punktu
y sawartym w przekroju zbioréw int f(U;).

Weémy pod uwage jeden gze zbioréw Uj, niech bedzie to zbiér Uy, a w nim
otoczenie U punktu z; na tyle male, by f(U) zawieralo sie we wnetrzu

obszaru W. Nadal y € int f(U) (jest nawet y € int f(U), bo y jest wartoécia
otwartodci). Z obu wymienionych przeslanek wynika, ze brzeg zbioru f(U)
rozcina obszar plaski W. Na mocy znanych twierdzen o rozcinaniu, zbiér
rozcinajacy obszar zawiera kontinuum wielopunktowe. Niech wiec C bedzie
kontinuum wielopunktowym zawartym w brsegu sbioru f(U) i przy tyni takim,
ge sadna 3 wartodci odwzorowania f przyjeta na koricach przedzialu U nie
nalezy do C.

Jedli c € C, to ¢ € f(U), bo wartoéci przyjete na brzegu zbioru U (proiciej: na
koricach przedzialu U) nie naleia do C. Poniewas brzeg zbioru f(U) jest rzadki
w obsgzarze W, wiec punkt c jest granica ciagu punktéw zbioru W lezacych poza
sbiorem f(U). Punkty tego ciagu sa wartoéciami odwzorowania f przyjetymi na
punktach zbioru U; (bo f(U;) D W), pray tym lezacymi poza zbiorem (U). Ich
punkty skupienia leza poza zbiorem U i sa przeprowadzane przez odwzorowanie
f na punkt ¢. Punkt c jest wiec wartoécia odwzorowania f w co najmniej
jednym punkcie spoza U. Poniewas punkt ¢ — jako punkt zbioru W — jest
przyjety jako wartogé w kazdym ze zbioréw (rozlacznych) Uj, wiec jest wartodcia
odwszorowania f w co najmniej k + 1 punktach.

W przypadku, kiedy liczba k jest najwyzsza krotnoécia, dowéd jest zakoriczony,
wobec otrzymanej sprzecznoéci.

W praypadku, ktéry pozostal, roswasmy odwzorowanie f zawezone do f~1(C).
Z poprzedniego rozumowania, wobec dowolnoéci ¢, odwzorowanie to jest stalej
krotnoéci (najwyiszej dla f), tj. tej samej krotnoéci r dla kaidej wartodci.

Niech ¢’ bedzie wartosdcia otwartoéci rozwasanego odwzorowania zawesonego.
Jest f=1(c') = {c},...,c}}, gdzie wazystkie c/ sa réine. Niech V; beda
otoczeniami otwartymi punktéw ¢}, salézmy, se wzajemnie rozlacanymi. Wartoéé
¢’ leiy we wnetrzach wigledem C sbioréw f(V;).

Niech C’ bedzie podkontinuum wielopunktowym kontinuum C zawartym
w przekroju wnetrz (wzgledem C) sbioréw f(U;).
Mamy

HeYy=ciu. ..pey,
gdsie C} =V; N f~1(C"). Zbiory C; sa wzajemnie rozlacsne (lezac we wsajemnie
rozlacznych sbiorach V;) i sa swarte (co wynika ze swartodci f~1(C") pray
rozlacsnoéci gbioréw otwartych V;). Poniewai kontinuum C’ lesy w przekroju
zbioréw f(U;), wiec kaidy punkt tego kontinuum jest przyjety jako wartodé
w kaidym sge gbioréw Vj, co snacsy, se w kaidym ze zbioréw Cj, przy tym
dokladnie raz, bo V; sa wzajemnie rozlaczne. Stad wniosek, se odwzorowanie f
zawegone do C7 jest (dla kasdego j) wzajemnie jednoznaczne, a wobec swartodci,
jest homeomorfizmem na continuum C'.

Zatem, wszystkie C] sa podkontinuami woielopunktowynri odcinka I, a wiec
odcinkami, przy tym wzajemnie rozlacznymi. Kontinuum C’ jest wiec lukiem
lesacym we wnetrsu plaskim zbioru f(I).
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Niech ¢” bedzie punktem luku C' nie bedacym jego koricem (p. rys. 3).
Punkty ¢! prseciwobrasu f=!(c") = {cf,...,c/'} sa punktami wewnetrznymi
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odcinkéw C?. Zatem suma Cj U...UC] jest otoczeniem przeciwobrazu f~1(c")
punktu c”; nadmiefimy, ze jest to przeciwobraz pelnego odwzorowania f,

bo krotnoséé wartosci lezacych na C jest najwyzsza. Jako obraz otoczenia
przeciwobrazu punktu c”, obraz sumy odcinkéw C powinien by¢ otoczeniem
punktu ¢” w f(I). Ale z drugiej strony wiemy, ze lezy na luku C’, rzadkim

w f(I). Sprzecznoéé.

3. Uwagi. Odwzorowanie peanowskie, jesli jest krotnosci skoriczonej, musi
mieé (jak bylo dowiedzione) wartoéci co najmniej trzech krotnosci. Czy wszelkie
trdgks sie realizuje? Klasyczne odwzorowanie zbudowane przez Peane ma
wartosci jedynie krotnodci 1, 2 i 4. Pdlya zbudowal odwzorowanie peanowskie

z krotnosciami jedynie 1, 2 i 3. Te klasyczne odwzorowania, jak i inne uznane
juz za klasycene, zbudowane przez Hilberta i Sierpifiskiego, sa odwzorowaniami
nieprzywiedlnymi w tym znaczeniu, ze jeéli z dziedziny usunaé zbidr otwarty,

to obraz si¢ zmniejszy. Wartodci krotnosdci 1 tworza wtedy zbiér gesty typu

G5 pokrywajacy sie z wartodciami otwartoéci odwzorowania. Czy, tak jak we
wszystkich znanych przykladach, muszq si¢ wiedy pojawic wartodcs krotnoscs 27
Ksiazka Sierpiniskiego ,, Wstep do teorii mnogosci i topologii” jest najlepszym
frédlem wiadomosci o wspomnianych klasycznych odwzorowaniach peanowskich
(p. takze artykul drugiego z autoréw w angielskojezycznym wydaniu tego
czasopisma i w Delcie Nr 7 z r. 1977).

To, czego dowiédl Hurewicz, jest twierdzeniem o wiele ogélniejszym i orzeka
zgrubsza tyle, ze jesls przestrzen metryczna osrodkowa nie odbiega za wiele
wlasnodciams od rozmaitoscs — spelniajac tzw. warunek (o) Hurewicza — to kazde
Jjej odwzorowanie ciqgle, kidrego obrazem jest przestrzer (metryczna osrodkowa)
0 wymiarze wickszym o m od wymiaru przestrzeni odwzorowywanej, must mieé
wartodci co naymniej krotnodcs m + 2.

W rozwazanym tu przypadku odwzorowanie podwyiszalo wymiar o 1, stad
liczba 3 w tezie.

Dowéd pelnego twierdzenia Hurewicza wymaga jednak wejscia w rozwiniete
pojecia teorii wymiaru i korzysta z jednego raczej trudnego twierdzenia
Freudenthala szacujacego wymiar zbioréw wartosdci o krotnosdci wyzszej niz
ustalona. Zdaniem autoréw tego artykuhlu, kazde wyjécie poza elementarny
przypadek tu rozwazany, wymaga jus tych zaawansowanych érodkéw.
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