O twierdzeniu Pitagorasa i jego uogdélnieniach

Rys. 1

Elibieta BOBIK, Wroctaw

Skutecznym i od dawna znanym sposobem opanowania materialu, faktu, czy
pojecia jest przyjrzenie mu sie w réznych szerszych kontekstach. Chcialabym
zaproponowal takie wlasnie podejécie do twierdzenia Pitagorasa. Zajmie ono
wiecej czasu niz rutynowa lekcja na ten temat, ale za to da uczniom mozliwodé
posmakowania matematyki takiej, jaka ona jest naprawde i nauczy ich czego$
wiecej nié jednego tylko matematycanego twierdzenia. Proponowany przeze
mnie sposéb pracy z twierdzeniem Pitagorasa dobrze si¢ tez nadaje na tzw.
lekcje powtdrzeniowa. To, w jaki sposéb nauczyciel skorzysta z tego artykulu
by urozmaicié i ozywié swoje lekcje, bedzie juz zalezalo jedynie od jego twérczej
pomyslowosci.

Historia twierdzenia Pitagorasa

Twierdzenie swane dzié twierdzeniem Pitagorasa znane bylo juz w starozytnodci,
irédla historyczne $wiadcza o tym, ze wiekszoéé cywilizacji antycznych doszla
niezaleznie do sformulowar réwnowagnych przynajmniej niektérym przypadkom
szczegblnym twierdzenia Pitagorasa, czy tei twierdzenia do niego odwrotnego.

Na przyklad Egipcjanie od niepamietnych czaséw wiedzieli, ze tréjkat o bokach
3, 4, 5 jednostek jest prostokatny i wykorzystali ten fakt do wyznaczania

kata prostego w terenie, za pomoca sznura z dwunastu wezlami w réwnych
odstepach. Ten sam fakt znany byl w Chinach (znal go Szang Hao juz ok.

1100 r. p.n.e.) i prawdopodobnie tez na terenach Syrii i obecnego Meksyku.

Hindusi wyznaczali kat prosty postugujac si¢ innym tréjkatem prostokatnym,
mianowicie tréjkatem o bokach 5, 12 i 13 jednostek. Twierdzenie Pitagorasa
pojawia sie u nich po raz pierwszy w ,,Sulwasutrze”, ksiedze pochodzacej

z VII-V w. p.n.e., wydaje si¢ jednak, ze znane bylo juz o wiele wczeéniej.

U Babiloniczykéw twierdzenie Pitagorasa znajdujemy juz w epoce
Hammurabiego (ok. 1800-1600 r. p.n.e.). Ich teksty klinowe z tego okresu
zawieraja wiele zadail rozwiazywanych z zastosowaniem twierdzenia Pitagorasa.
Zachowala sie tez tabliczka sprzed ponad 1000 r. p.n.e. przedstawiajaca tabele
pietnastu tréjek liczb calkowitych, bedacych bokami tréjkatéw prostokatnych
(taw. tréjki pitagorejskie).

W starozytnej Grecji odkrycie i dowdd twierdzenia Pitagorasa przypisuje sie
Pitagorasowi (VI w. p.n.e.), chociai nie jest wykluczone, ze byly one dzielem
ktérego$ z jego uczniéw, gdyz mieli oni zwyczaj wszystkie swe osiagniecia
przypisywaé swojemu mistrzowi.

Najstarszy dokument zawierajacy twierdzenie Pitagorasa wraz z dowodem

to ,,Elementy” Euklidesa, pochodzace z IV w. p.n.e. Euklides podaje

dwa powszechnie dzié znane dowody, jeden za pomoca konstrukeji figur
pomocniczych, drugi korzystajacy z teorii proporcji. W , Elementach” znajduje
si¢ tez dowdd twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa.

Hindusi znali dowéd twierdzenia Pitagorasa oparty na zasadach zupelnie
réznych od tych, ktére znajdujemy u Euklidesa. Najstarszy znany zapis tego
dowodu pochodzi z ,,Korony wiedzy” Bhaskary (XII w.), choé przypuszcza sie,
ze znany on byl juz wiele wiekéw wczeéniej. Caly dowdd skladal sie z rysunku
(rys. 1) i napisu ,,patrz”. Latwo zauwaszy¢, se pole kwadratu zbudowanego

na przeciwprostokatnej réwne jest czterokrotnie wzietemu polu danego
trojkata prostokatnego dodanemu do pola kwadratu zbudowanego na réznicy
dwéch przyprostokatnych. Stad po obliczeniu pél i przeprowadzeniu redukcji
otrzymujemy twierdzenie Pitagorasa.

W Chinach twierdzenie Pitagorasa z dowodem znal Czen-cy, ktéry zyl
w tym samym czasie co Pitagoras (VI w. p.n.e.). Chiiski dowéd twierdzenia
Pitagorasa, podobny nieco do hinduskiego, opieral si¢ na rysunku (rys. 2),
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wedlug ktérego kwadrat zbudowany na sumie przyprostokatnych mose byé
przedstawiony w postaci sumy kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatnej
i czterech tréjkatéw praystajacych do danego.

Wszystkie te dowody, o ktérych wspominalam i wiele innych, poczynajac
od starozytnych, a koriczac na dziewietnastowiecznych, mozna znale#¢ m.in.
w ksiaice Szczepana Jelefiskiego ,,Sladami Pitagorasa”.

Figuralne twierdzenie Pitagorasa

W swojej pierwotnej wersji twierdzenie Pitagorasa méwilo nie o kwadratach
dlugosci bokéw tréjkata ale o polach kwadratéw zbudowanych na tych
bokach. Dopiero w VII w. zauwasono, ze twierdzenie to Jjest prawdziwe

nie tylko dla’kwadratéw, ale réwnies dla dowolnych figur plaskich.
Mianowicie, jezeli na trzech bokach tréjkata prostokatnego
zbudujemy plaskie figury podobne, to suma pél f igur zbudowanych
na przyprostokatnych jest r6wna polu figury zbudowanej na
przeciwprostokatnej. :

Stowa ,na bokach tréjkata budujemy figury podobne” nalezy rozumieé w ten
sposéb, ze rozwazamy figury podobne, ktérych skala podobiefistwa jest réwna
stosunkowi dlugosci bokéw, na ktérych sa one zbudowane.

Gdy dysponujemy twierdzeniem Pitagorasa, to dowdd jego wersji figuralnej jest
elementarny i wykorzystuje jedynie fakt, ze stosunek pél figur podobnych réwny
Jest kwadratowi skali (rys. 3).

Tak sformulowane twierdzenie Pitagorasa umieszczone bylo w XVIII w. przez
Komisje Edukacji Narodowej w programie nauczania szkolnego, wlasciwe
twierdzenie Pitagorasa omawiane bylo dopiero po figuralnym, jako jego
szczegblny przypadek. Figuralne twierdzenie Pitagorasa mosna jeszcze znalesé
w popularnym w okresie miedzywojennym podreczniku Lomnickiego.

Ladnym zastosowaniem figuralnego twierdzenia Pitagorasa jest odkryty

i rozwiazany (innymi metodami) w starozytnosci problem ksiezycéw
Hipokratesa. Tak nazywaja si¢ obszary (zakreskowane na rys. 4) zawarte miedzy
pélokregami sbudowanymi na trzech bokach danego tréjkata prostokatnego.
Problem polega na wyrazeniu sumy pél ksiezycéw przez diugosci bokéw
tréjkata. Proste rozumowanie wykorzystujace figuralne twierdzenie Pitagorasa
pokazuje, e suma ta jest réwna polu tréjkata, a wiec polowie iloczynu dlugosci
jego przyprostokatnych.

Korzystajac z faktu, ie stosunek pél figur podobnych, niekoniecznie plaskich,
jest réwny kwadratowi skali podobiefistwa, mozna otrzymad dalsze rozszerzenie
figuralnego twierdzenia Pitagorasa w wersji dla figur dwuwymiarowych, do
wersji dla figur tréjwymiarowych, a nastepnie jednowymiarowych (rys. 5).

Jeieli na trzech bokach tréjkata prostokatnego zbudujemy

bryly podobne, to suma pél powierzchni bryl zbudowanych na
przyprostokatnych jest réwna polu powierzchni bryly zbudowanej na
przeciwprostokatnej.

Latwo zauwasy¢, se odpowiadajace sobie elementy liniowe (jednowymiarowe)
figur czy bryl zbudowanych na bokach tréjkata prostokatnego réwnies speiniaja
twierdzenie Pitagorasa (stanowia tréjki pitagorejskie). Na przyklad jesli na
bokach tréjkata prostokatnego zbudujemy prostopadiosciany podobne, to
twierdzenie Pitagorasa beda spelnialy ich przekatne écian, promienie kul
opisanych itd. :

Innymi slowy, jezeli na bokach tréjkata prostokatnego zbudujemy
Jjednowymiarowe figury podobne takie, ie jest sens méwié o ich
diugoéci (na przyklad odcinki), to suma kwadratéw dhugoéei figur
zbudowanych na przyprostokatnych jest réwna kwadratowi dlugoéci
figury zbudowanej na przeciwprostokatnej. .
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Metryczne twierdzenie Pitagorasa

W XIX w. twierdzenie Pitagorasa w wersji metrycznej, tzn. méwiace nie

o polach kwadratéw lecz o kwadratach dlugoéci bokéw, leglto u podstaw
pojecia metryki geometrii euklidesowej, a péZniej stalo sie tez prototypem
metryk przestrzeni nieeuklidesowych. Do dzi$ twierdzenie to uogélnione ,na n
wymiaréw” daje podstawe definicji wszelkich przestrzeni metrycznych.

Praypatramy sie jak wyglada ten zwiazek metrycznego twierdzenia Pitagorasa
% pojeciem metryki, czyli odleglosci, w przestrzeni n-wymiarowej.

Na poczatku zauwagamy, se jezeli na plaszcayénie 3 prostokatnym ukladem
wspélrzednych dany jest odcinek ¢, to twierdzenie Pitagorasa mozna wéwczas
sformulowaé w nastepujacy sposéb.

Kwadrat dlugosci odcinka ¢ jest réwny sumie kwadratéw dhugosci jego
rzutéw na osie ukladu wspéihrzednych
2=c?+c2.

Twierdzenie to daje sie rozszerzyé na przypadek, gdy c nie leiy w plaszczysnie
wyznaczonej przez osie z i y. Wystarczy wprowadzié trzecia of 2, by po kilku
prostych rachunkach otrzymaé tréjwymiarowa wersje metrycznego twierdzenia
Pitagorasa

¢ =ci+cj+ei,
gdzie ci oznacza dlugosé rzutu odcinka ¢ na k-ta os.

Wydaje sie, ze t¢ procedure mozna kontynuowaé i tak jest w istocie. Jesli
ponadto wiemy, ze w przestrzeni o n wymiarach odleglosé od punktu
z = (1,22, %3,...,%,) do punktu y = (y1,%2,9s,-- -, Y») Wynosi

d(zs y) S \/(yl == 21)2 + (y2 == 12)2 + ok (yu - zn)z ’
to latwo juz stad wyprowadzié n-wymiarowa wersje metrycznego twierdzenia
Pitagorasa, ktéra zgodnie z naszymi oczekiwaniami ma postaé

A=cd+cZ+ci+...+c2.

Wzér na dlugoséé przekatnej prostopadloécianu n-wymiarowego
W £cislym zwiazku 2 metrycznym twierdzeniem Pitagorasa pozostaja
analogiczne wzory na przekatna prostokata, prostopadloécianu i ogélnie
prostopadloscianu n-wymiarowego (przyjmujemy, ze prostokat jest
prostopadloécianem dwuwymiarowym). Wzory te mozna uwasaé za
alternatywne sformulowanie twierdzenia Pitagorasa.

Figuralne twierdzenie Pitagorasa dla prostopadloscianu
n-wymiarowego

Podobnie jak z metrycznego twierdzenia Pitagorasa, réwnies z figuralnego
mozna wyprowadzi¢ analogiczne twierdzenia dotyczace prostopadloscianéw
n-wymiarowych. Mianowicie pole figury zbudowanej na przekatnej
prostopadloscinu n-wymiarowego jest r6wne sumie pél figur
zbudowanych na jego réznych krawedziach. Ponadto dla
prostopadlodcianu tréjwymiarowego pole to jest réwne polowie sumy pél figur
zbudowanych na przekatnych jego écian.

Moéwiac tutaj figury mamy oczywiécie na myéli figury podobne, plaskie,
tréjwymiarowe lub o wigkszej liczbie wymiaréw. Dla figur jednowymiarowych
otrzymujemy twierdzenie analogiczne do figuralnego twierdzenia Pitagorasa
dia figur jednowymiarowych: kwadrat dlugoéci figury jednowymiarowej
zbudowanej na przekatnej prostopadloécianu n-wymiarowego jest
réwny sumie kwadratéw dlugosci figur podobnych zbudowanych na
jego n réinych bokach.

Przestrzenne twierdzenie Pitagorasa

Najdalej idace uogélnienie figuralnego twierdzenia Pitagorasa bylo dzielem
Charlesa Tinseau, ktéry w roku 1780 udowodnil nastepujace twierdzenie,
nazywane przestrzennym twierdzeniem Pitagorasa.
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Jesli w przestrzeni tréjwymiarowej wprowadzi¢ prostokatny uklad

wspélrzednych, to miedzy polem figury P, a polami jej rzutéw F,, F,,

F; na plaszczyzny wyznaczone przez osie ukladu zachodzi zwiazek
P(F)? = P(F1)? + P(F2)? + P(F3)?.

Mozna zauwasy¢ piekna analogie z metrycznym twierdzeniem Pitagorasa

w wersji tréjwymiarowej, gdzie zamiast pél wystepuja dlugosci.

Przestrzenne twierdzenie Pitagorasa moina np. zastosowaé do dowodu
nastepujacego ciekawego faktu, tez czasem nazywanego przestrzennym analogiem
twierdzeniem Pitagorasa.

W czworoécianie ABCD, w ktérym wszystkie katy przy wierzcholku D
83 proste, zachodzi zaleznoéé miedzy polami scian

P(AABC)? = P(AABD)? + P(ABCD)? + P(ACDA)?.
Méwiac niescisle, ale za to bardziej pogladowo, chodzi tu o czworodcian, ktéry

powstaje przez dowolne odciecie naroza szeécianu, czy tes jednej z oémiu czeéci
tréjwymiarowego uktadu wspbirzednych.

Jedynka trygonometryczna
Warto uswiadomié sobie, ze wzér, zwany potocznie jedynka trygonometryczna:

sin z + cos?z = 1,
prawdziwy dla kazdej liczby rzeczywistej z, jest uogélnieniem twierdzenia
Pitagorasa, wyrazonym w jezyku funkcji trygonometrycznych:
W tréjkacie prostokatnym o kacie ostrym o zachodzi zwiazek:

2a+cosfa=1.

sin
Sferyczne twierdzenie Pitagorasa.
Kolejnym uogélnieniem twierdzenia Pitagorasa jest jego rozszerzenie na
wszystkie tréjkaty lezace na powierzchni sfery, o ile tylko sa one eulerowskie.
Warunek, e maja by¢ eulerowskie przyjmuje sie po to, by nie dopudcié
do rozwasaii tréjkatéw o zbyt dziwacznych ksztaltach. Mianowicie tréjkat
eulerowski to taki, ktéry miesci sie w jednej pélsferze i dlugosé kasdego z jego
bokéw jest mniejaza od polowy obwodu kola wielkiego.

Dla wszystkich eulerowskich tréjkatéw sferycznych, majacych
dokladnie jeden kat prosty prawdziwe jest metryczne twierdzenie
Pitagorasa, tzn. kwadrat dlugosci przeciwprostokatnej réwny jest
sumie kwadratéw dhlugosci przyprostokatnych.

Latwo mozna sprawdzi, se dla tréjkatéw o wiekszej ilosci katéw prostych
twierdzenie Pitagorasa nie jest prawdziwe. Wystarcay poréwnaé tréjkaty
wyznaczone przez dwa poludniki i rézne luki réwnika.

Twierdzenie cosinuséw

Twierdzenia réwnowasne twierdzeniu cosinuséw po raz pierwssy podaja Euklides
(IV w. p.n.e.) i Heron (I w. n.e.). W obecnym brzmieniu twierdsenie to
pochodszi od Lazare Carnota (1753-1823 r.) i dlatego zwane jest tes czasem
wzorem Carnota.

Twierdzenie to méwi, ze kwadrat dlugosei boku tréjkata ré6wny jest sumie
kwadratéw dlugosci pozostalych bokéw pomniejszonej o podwojony
iloczyn dlugosci tych bokéw przez cosinus kata miedzy nimi zawartego,
tzn., 3¢ w dowolnym tréjkacie zachodzi nastepujaca zaleinoéé miedszy
bokami a, b, ¢ i katem v lezacym naprzeciw boku c.

¢ = a? + b2 — 2abcosy .
Tym razem mamy do czynienia z rozszerzeniem twierdzenia Pitagorasa na
tréjkaty dowolne, niekoniecznie prostokatne.

Zaleinosci miedzy bokami tréjkata i jego katem, wystepujacej w twierdzeniu
cosinuséw, moina réwniez nadac interpretacje geometryczna w jesyku pél
powierzchni. Oznaczmy kwadraty sbudowane na bokach a, b, ¢, tréjkata
dowolnego K,, Ky, K. odpowiednio. Przyjmijmy jeszcze, e kwadraty K, i K;
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budujemy nie na zewnatrz tréjkata lecz po stronie jego wnetrza. Mamy wéwczas
nastepujace zalefnoéci miedzy ich polami
P(K.) = P(K,) + P(Ks) — 2abcosy =
= P(K,) + P(Ky) — 2absin(90° — 7) =
z {P(Ka) + P(Kp) — 2P(R) dla kata ostrego v
= | P(K.) + P(Ks) — 2P(R) dla kata rozwartego
gdzie R jest réwnoleglobokiem o bokach a, b i kacie ostrym |90° — +|.

Mozna wiec powiedzied, ze dla dowolnego tréjkata o bokach a, b, c pole
kwadratu zbudowanego na boku c, lezacym maprzeciw kata 4 réwne
jest sumie pél kwadratéw zbudowanych na pozostalych bokach
pomniejszonych (dla v ostrego) lub powiekszonych (dla vy rozwartego)
o pola réwnoleglobokéw zbudowanych z tychie bokéw a, b zloZonych
pod katem [90° — +| (patrz rys. 6).

Twierdzenie cosinuséw mozna latwo przeformulowad tak, by nie wystepowala
w nim funkcja trygonometryczna. Zamiast niej wprowadzamy pojecie rzutu.
Dostajemy wéwczas jeszcze jedna ciekawa wersje uogélnienia twierdzenia
Pitagorasa na tréjkaty dowolne:

Kwadrat dlugosci boku tréjkata lezacego naprzeciw kata rozwartego
(ostrego) jest réwny sumie kwadratéw pozostalych bokéw zwiekszonej
(zmiejszonej) o podwojony iloczyn dlugoéci jednego z bokéw danych
przez dlugosé rzutu drugiego na kierunek pierwszego.

Afiniczne twierdzenie Pitagorasa

Dla tréjkata prostokatnego prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. Jezeli

z punktu M (rys. 7) polozonego na przecieciu przediuzen bokéw RS i LK
kwadratéw skonstruowanych odpowiednio na boku AB i AC tréjkata
prostokatnego ABC poprowadzimy prosta tak, ze przecina ona bok AB

w frodku N, to punkt P wybrany na prostej M N tak, z2e MN = NP, jest
wierzcholkiem kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatnej C B tego tréjkata.

Istotnie, zauwazmy, z¢e AAMN = ABPN, a zatem AM = BP. Ale

réwniez BC = AM, wiec BC = BP. PokazaliSmy, ze P jest wierzcholtkiem
réwnolegloboku zbudowanego na BC. Aby réwnoleglobok ten byl kwadratem,
trzeba jeszcze wykazad, ze <CBP = 90°. Mamy <M AN = <BPN,

a <MAN = <MAS + <BAS oraz <PBN = <PBC + <CBA, a poniewas
<CBA = <M AS, wiec ostatecznie <PBC = <BAS = 90°. Czwarty
wierzcholek D kwadratu nietrudno teraz wyznaczy¢.

Analogiczna konstrukcje mozemy przeprowadzié dla nieprostokatnego tréjkata
ABC o bokach a, b, c (rys. 8). Przedluzamy bok AB o dowolny odcinek z poza
punkt A, a bok AC o dowolny odcinek y tez poza punkt A. Konstruujemy
réwnolegloboki ASMK o bokach z,y, ACLK o bokach b, z, ABRS o bokach
a,y. Przez érodek N odcinka AB i przez punkt M prowadzimy prosta i
wybieramy na niej punkt P tak, by MN = NP. Konstruujemy réwnoleglobok
BPDC o bokach BP i c. Okazuje sie, ze pole ré6wnolegloboku BPDC jest
réwne sumie pél réwnoleglobokéw ACLK i ABRS.

Jest to jeszcze jedno uogélnienie twierdzenia Pitagorasa na tréjkaty dowolne.
Mozna go nazwaé wersja afiniczna, gdyz rys. 8 przedstawia afiniczny obraz
figury zwanej ,spodniami Pitagorasa” (rys. 7), za pomoca ktérej ilustruje sie
to twierdzenie w wersji pierwotnej.

Dla udowodnienia sformulowanego przed chwila twierdzenia oznaczamy
<NAS = a. Wéwczas pole réwnolegloboku BPDC mozna wyrazié
w nastepujacy sposéb:

P(BPDO) = (b +3)(e +2)sin(180° ~ @) ~ 2% sina - 2%% sin(180 — o) =

= bzsina + aysina =
= P(ACLK) + P(ABRS).
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Translacyjne twierdzenie Pitagorasa

c’ Jezeli dowolny tréjkat ABC (rys. 9) przesuniemy réwnolegle o dowolny
- wektor ¥ w kierunku wysnaczonym przez jedna z jego wysokoéci, otrsymamy
c przystajacy do niego tréjkat A'B’'C'. Polaczmy odcinkami odpowiadajace sobie

wierzcholki obu tréjkatéw. Otrzymamy prostokat i dwa réwnolegloboki, ktérych
: pola zwiazane sa nastepujaca zaleznoécia: pole prostokata ABB'A’' réwne
A < * jest sumie pél réwnoleglobokéw ACC'A’ i BB'C'C. Jest to jeszcze jedno
1
]

uogélnienie twierdzenia Pitagorasa, gdyz nietrudno wykazal, ze w przypadku
tréjkata prostokatnego przesunietego o dlugosé przeciwprostokatnej wzdluz
A D B wysokosci opuszczonej z wierzcholka kata prostego otnymujemy twierdzenie
Rys. 9 réwnowasne twierdzeniu Pitagorasa.

Uogélnienie to mozna posunaé jeszcze dalej rezygnujac z warunku méwiacego,
ze translacja ma mieé kierunek zgodny z wysokodcia tréjkata (rys. 10). Mamy
wéwczas zaleznosé: pole réwnolegloboku ABB’ A’ réwne jest sumie pél
réwnoleglobokéw ACC'A’ i BB'C'C.

Oznaczmy odleglodé prostej DC’ od prostej AA’ przez d;, a odlegloéé prostej
DC' od prostej BB’ przez d;. Poniewas pole réwnolegloboku jest iloczynem
boku przez wysokoé¢ opadajaca na ten bok, wobec tego mamy:
P(ACC'A')=CC'-dy = AA' -d, = P(ADD'4’)
P(BB'C'C)=CC"-d; = BB' -d; = P(BB'D'D).
Sumujac oba pola otrzymujemy
P(ACC'A’) + P(BB'C'C) = P(ADD'A") + P(BB'D'D) = P(ABB'A').
Fa Z udowodnionego przed chwila twierdzenia mozna wyprowadzi¢ jego wersje
G : dla prostokatéw. Przypuéémy, ze kierunek wektora translacji jest réwnolegly
- do wysokoéci CD (rys. 11). Niech punkt E bedzie rzutem C na prosta C'A’
i punkt F' rzutem A na prosta C'A’. Dalej niech punkt G bedzie rzutem C na
prosta C'B’ i punkt H rzutem B na prosta C'B’. Twierdzenie méwi, ze pole
B’ prostokata ABB'A’' réwne jest sumie pél prostokatéw ACEF i BHGC.

x

Dowéd jest ocaywisty. Wystarczy zauwaiyé, ze pola prostokatéw ACEF
A D B i BHGC sa réwne odpowiednio polom réwnoleglobokéw ACC’'A i BB'C'C,
a nastepnie zastosowad twierdzenie poprzednie.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
Dysponujac twierdzeniem cosinuséw bardzo latwo odkry¢ i udowodnié
twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa, a nawet wiecej, mianowicie
jeieli dlugoséci bokéw tréjkata spelniajg zaleznosé
CZ = aZ = b2 2

to kat lezacy naprzeciw boku ¢ jest prosty. Jeieli natomiast zachodzi
nieré6wnosé

2<a®+b? (>a%+b7),
to kat ten jest ostry (rozwarty).

Mozna tez znaleZé inne elementarne dowody tego faktu.

Tréjki pitagorejskie
Dla naucsyciela matematyki, zwlaszcza gdy sam uklada zadania dla swoich
uczniéw poiytecznym moze byé twierdzenie méwiace o calkowitoliczbowych
rozwiazaniach réwnania
2?4y’ =27,

~ zwanego réwnaniem Pitagorasa. Trdjki liczb naturalnych z, y, z spelniajace
to réwnanie nazywaja sie trojkami pitagorejskimi i maja te wlasnodé, ze
tréjkaty o bokach z, y, z sa prostokatne (na mocy twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Pitagorasa).

Twierdzenie, o ktérym mowa, jest twierdzeniem teorii liczb i mozna je znaleié
wraz z dowodem np. w ksiazce W. Sierpiniskiego ,, Wstep do teorii liczb”.
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A oto tresé twierdzenia:

Waszystkie rozwigzania réwnania Pitagorasa nie majace wspélnego
dzielnika wiekszego od 1, w ktérych y jest liczba parzysta otrzymujemy
7@ WIZOoréw

z=m?—-n?, y=2mn, z=m?4n?

biorac jako m, n wszystkie uklady liczb naturalnych wzglednie
pierwszych, z ktérych jedna jest parzysta oraz m > n. Ponadto kaide
rozwiazanie otrzymujemy w taki sposéb tylko jeden raz.

A oto lista dziesieciu takich tréjek pitagorejskich, obliczonych za pomoca
powyiszego twierdzenia,

3| 5|15| 7|21| 9|35|11| 45|33
4|12 | 8|24|20{40| 12|60 |28 |56
z2|5|13|17 25|29 |41|37|61]|53|69

Zauwasimy, ze w kilku przypadkach w komplecie liczb z, y, z wystepuja
dwie sasiednie liczsby naturalne. Nasuwa si¢ pytanie, czy duzo jest tréjkatéw
pitagorejskich, ktérych boki maja te wlasnoéé. Okazuje sie, ze duzo.

Juz Pitagoras wiedzial, ze¢ dla dowolnego naturalnego n liczby

z=2n+1, y=2n%+2n, z=2n2+2n+1
stanowia tréjki pitagorejskie, przy czym, jak wida¢, liczby y i 2 réznia sie
dokladnie o jeden. Jest to bardzo proste do sprawdzenia. Skoro z = y + 1, to
z 72 + y? = (y + 1)? otrzymujemy z2 = 2y + 1. Liczba z jest wiec nieparzysta,
czyli postaci 2n + 1. Obliczenie y z otrzymanego réwnania koficzy sprawdzenie.
Jak widaé tréjek pitagorejskich zawierajacych dwie sasiednie liczby naturalne
jest przynajmniej tyle co liczb naturalnych. Zeby sie przekona, e nie jest ich
wiecej wystarczy zauwazy(, ze wszystkich tréjek liczb naturalnych jest dokladnie
tyle samo co liczb naturalnych.

Tréjkaty prostokatne o bokach naturalnych maja wiele innych ciekawych

wlasnodci, o ktérych nie bylo mowy w tym artykule. Zainteresowanym polecam

ksiazke W. Sierpiniskiego ,, Trdjkaty pitagorejskie”.
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