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O tym, ze nauczyciel matematyki powinien wiedzieé o niej wiecej, niz jest
obecnie w programie szkolnym, nie trzeba chyba nikogo przekonywacd.
Ewentualne réznice zdan i dyskusje moga sie rozpoczaé dopiero w momencie,
w ktérym zaczniemy rozwazaé zakres tego dodatkowego materialu i jego ilosci.
Tu chcieliby$my sie zajaé problemem wspélczsnej topologii.

Wiedza naucsyciela powinna znacznie przekraczaé material ktérego uczy. Zeby -
czego$ dobrze uczyé, trzeba najpierw samemu przedmiot dokladnie poznaé i to
w zakresie znacznie szerszym. Odnosi sie to do nauczania w ogéle, a nauczania
matematyki w szczegdlnosci. Trudno przekonywajaco uczyé np. rachunku
rézniczkowego, znajac tylko elementarne reguly rézniczkowania. Nauczyciel
wladajacy jedynie geometria euklidesowa bedzie mégl nauczaé tego przedmiotu.
Nie bedzie jednak w stanie udzieli¢ zadowalajacej odpowiedzi uczniom na

rézne ,niepoprawne” pytania: ,a co by bylo, gdyby kaide dwie proste sie
przecinaly” itp. Dla niego takie problemy nie beda mialy sensu. Sporo racji
Jest w stwierdzeniu, ze znajomosé geometrii nieeuklidesowych jest konieczna dla
nauczyciela geometrii euklidesowej.

Zauwazmy, ze zagadnienia matematyczne poruszane w szkole to praktycznie
matematyka XVIII wieku, a w zasadzie tylko pewne jej fragmenty — tyle, ze
czasem ubrane we wspélczesna terminologie i oznaczenia.

Cze¢sto padajace pytania — czy matematyka jest nauka zywa, czy matematycy
robia co$ nowego i czy w ogéle mozna jeszcze w matematyce coé nowego zrobié,
nie powinny pozostaé bez odpowiedzi. I odpowiedzi powinien umieé udzieli¢
réwniez nauczyciel, a nie tylko tylko matematyk ,z pierwszej linii”. Naturalnie
bez znajomosci wspélczesnych probleméw matematyki odpowiedzied na tego
typu pytania bedzie trudno.

Nie chodzi tu oczywiscie o to, by meczyé nauczycieli szczegbélami zawitych teorii,
ale by pokaza¢ im najwazniejsze idee i problemy rozwazane wspélczesnie. Kazda
zywa dziedzina matematyki obfituje w nierozwiazane zagadnienia lub wazne
udowodnione niedawno twierdzenia.

Z przedstawionym wyzej stanowiskiem praktycznie kazdy sie zgodzi. Jednak
zastosowaniu go do topologii, i to jeszcze wspélczesnej, wielu zacznie sie
zastanawiaé. Czy to czasem nie przesada? Czy zestawienie ,nauczyciel
matematyki a wspélczesna topoplogia” nie jest mimo wszystko zbyt ryzykowne?
Kto$ méglby przytoczyé nastepujaca argumentacje: ,Przeciez topologii nie
uczy sie w szkole! Niewatpliwie, pewne podstawowe wiadomosci z topologii
powinny by¢ znane nauczycielom matematyki, ale po co zawracaé im glowe
faktami, z ktérych nigdy nie beda korzystad, ktére nie przydadza sie w pracy.

I w przypadku nauczyciela, ktéry topologii nie zna, obarczanie go dodatkowymi
informacjami nie ma sensu. A co ze studentem — nauczycielem w przyszlosci?
Jest przeciez tyle przedmiotéw, ktére student sekcji pedagogicznej koniecznie
musi poznaé. Czy nie lepiej, by zamiast tego zapoznal si¢ z problemami
dotyczacymi nauczania? Wezmy tez pod uwage, ile nauczyciel ma rozmaitych
obowiazkéw 1 zajeé...” ,

Tego typu gloséw nie mozna calkowicie lekcewazyé. Wiele argumentéw jest
slusznych. Zauwazmy jednak, przed przejéciem do zasadniczego tematu, ze sporo
sposréd narzuconych nauczycielowi obowiazkéw, to obowiazki nonsensowne

i malo raczej zwiazane z przedmiotem ktérego naucza. W te strone zatem
nalezaloby kierowad energie zmierzajaca do odciazenia pedagogéw. Celem tego
artykulu jest, miedzy innymi, pokazanie, ze topoplogia do zbednych elementéw
wiedzy nie nalezy.

Topologia sama w sobie nie jest latwym tematem do prezentacji. Jest ona
nauka niezwykle abstrakcyjna. Mozna jednak pokazal jej podstawy na bardzo
elementarnym poziomie, mozna tez pokazaé, w miare szybko i zrozumiale,
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ciekawe 1 istotne wyniki. ‘Mozna zaprezentowad elementy topologii w sposéb
wdzieczny, a chwilami nawet bardzo efektowny.

Jest to nauka stosunkowo mloda rozwijajaca sie niezwykle szybko. Przeniknela
do wszystkich niemal dziedzin matematyki; takie przedstawiciele innych

nauk, jak fizycy i chemicy z zainteresowaniem zerkaja na wyniki uzyskiwane

w topologii. Stworzona jest dzieki temu okazja, by nie tylko uzasadnié teze, ze
W matematyce jest wiele jeszcze do zrobienia, ale takze da¢ odpowieds na inne
wazne pytanie - czy wspélczesna, abstrakcyjna matematyka znajduje jakies
zastosowanie.

Jak juz wspomnielismy, topologii nie ma w programie szkolnym. Jednak

pewne pojecia topologiczne mozna tam znalezé i dlatego przyszly nauczyciel
zapoznawany jest na studiach z jej elementami. Ma to miejsce podczas wykladu
z analizy oraz osobnego wykladu poswieconego topologii. Z pojedynczymi
faktami mozna sie takze zetknaé na innych zajeciach. Nauczyciel zapytany

z czym kojarzy mu sie topologia odpowie, ze z funkcjami ciaglymi, zbiorami
zwartymi, spéjnymi, homeomorfizmami... W toku studiéw proponujemy
studentom pewien niezbedny elementarz topologiczny ograniczajacy sie

w gruncie rzeczy do topologii mnogosciowej. Na inne sprawy albo nie ma

czasu, albo nawet jesli czas jest, to mimo wszystko glebiej w problemy topologii
nie wchodzi sie, bo ,,po co obciazad nauczycieli”. Moze sie¢ wiec zdarzyé, ze
student sekcji poedagogicznej przejdzie przez studia nie uslyszawszy nic o grupie
podstawowej, topologii algebraicznej, twierdzeniach Brouwera czy nawet wstedze
Mboébiusa.

Sa oczywidcie réznego rodzaju wyklady monograficzne, zajecia fakultatywne

i seminaria, na ktérych mozna by rozszerzyé to topologiczne minimum.
Czasami nawet sie w ten sposéb postepuje, ale Jjest to najczesciej rozszerzenie
dos¢ specyficzne. Prezentuje sie bowiem waski fragment jakiejs teorii ze
wszystkimi najdrobniejszymi szczegélami. Ktos moze zwrécic uwage, ze
przeciez tak sie studiuje matematyke — innej drogi na szczyty wiedzy nie

ma, w mozliwosci pelnego $ledzenia wszystkich krokéw dowodowych tkwi
swoiste piekno matematyki. Tak jest w istocie, ale tego typu podejscie do
teorii masematycznych waine jest dla tych, ktérzy w przyszlosci maja zajaé

sie praca twércza. Nauczyciele moga (ba, nawet powinni) by¢ zapoznani

z takim podejsciem w przypadku podstawowych dzialéw matematyki (tych
ktérych fragmenty lub uproszczone wersje pojawiaja sie w programie szkolnym)
jak algebra liniowa, analiza, geometria. Nie ma chyba jednak potrzeby
drobiazgowego analizowania fragmentéw specjalnych teorii, lepiej polozy¢ nacisk
na podstawowe idee, ewentualnie zastosowania, tak, by z jednej strony wskazad
nauczycielowi mozliwos¢ popularyzowania uzyskanych wiadomosci, a 2 drugie;j
da¢ podstawy do orientacji w biezacych problemach matematyki.

Niezaleznie od klasycznych wykladéw monograficznych przydalyby sie

na sekcji ksztalcacej przyszlych naucazycieli wyklady przegladowe. W ich

tresci znajdowalaby sie mniejsza liczba szczegoléw, obejmowalyby one soba
natomiast znacznie szerszy zakres materiatu. Powinno tu by¢ wiele przykladdéw
1 komentarzy, a takie wielkie i zaawansowane twierdzenia teorii - z tym, ze bez
dowoddw (ewentualnie z zasygnalizowana idea dowoduj.

Zanim zajmiemy sie konkretnymi przykladami probleméw z topologii,

ktére warto by zaprezentowad nauczycielom (zaréwno juz nauczajacym jak

1 przyszlym), awréémy uwage, se przedstawiajac najnowsze rezultaty danej
dziedziny nie powinnimy zapominac o Jej historil, o ludziach, ktérzy ja
tworzyli. Sledzac powstawanie i rozwéj topologii nauczyciel (i nie tylko on) ze
zdziwieniem stwierdzi, ze pojecia, ktére pojawiaja sie w historii poczatkéw tej
nauki niemal wcale nie byly omawiane na wykladzie kursowym. Wzér Eulera
oraz jego réznorodne wersje, kolorowanie map, klasyfikacja powierzchni, grupa
podstawowa — takimi haslami zajmowali sie prekursorzy topologii i $wiadomie
zaliczali je do zupelnie nowej dziedziny matematyki (nazywanej wtedy analysis
sttus). Ciaglo$é, zbieznogé, zwartos¢, otoczenia itp. pojawily sie w analizie
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matematycznej, a takze wraz z powstaniem teorii mnogosci. Pojecia te zostaly
wlaczone do topologii praktycznie dopiero z poczatkiem XX wieku.

Zapoznanie nauczyciela z historia tej egzotycznej dziedziny matematyki

moze da¢ motywacje do zaprezentowania wspélczesnych probleméw

topologii; problemy sygnalizowane przez Riemanna, Mobiusa, Listinga,

von Dycka czy Poincarégo aktualne sa réwniez i dzis. Przy okazji moina
zaobserwowac, jak roslo znaczenie topologii w matematyce, jak z pewnego
zwioru specyficznych zagadnieni wyrosla prezna, ciagle rozwijajaca sie, wazna
dziedzina. O znaczeniu topologii nie trzeba zadnego matematyka przekonywac.
Jej metody wykorzystywane sa we wszystkich bez wyjatku dzialach matematyki
poczawszy od logiki i algebry, a na analizie i réwnaniach rézniczkowych koriczac.
To wlasnie specyfika probleméw topologicznych byla powodem stworzenia przez
Eilenberga i MacLine’a teorii kategorii.

Nawiazanie do historii topologii ma takze inne konkretne zalety. Sam fakt
siegniecia po zagadnienia z historii nauki winien byé cenny, gdyz w szkole o tej
dzialce wielkiej historii wiele sie nie méwi. z lekcji pamietamy gléwnie daty
bitew lub rewolucji oraz nazwiska kréléw, tyranéw i dowédcéw. O uczonych
wspomina sie rzadko, matematykéw nie wspominajac w ogéle (wyjatkiem sa
starozytni, ale oni byli uniwersalni). Dlatego kazda okazja, by wspomnieé

o historii matematyki powinna by¢ skrzetnie wykorzystana. A topologia daje
takich okazji wiele. Tym bardziej, ze Polacy do rozwoju topologii wniesli
wielki i trwaly wklad. Topologia zajmowala waine miejsce w polskiej szkole
matematycznej. Wypada, aby kaidy nauczyciel matematyki wiedzial, kim byli
Kuratowski, Sierpiiiski, Borsuk czy Knaster. a jesli juz zna sie nazwiska to
nalezaloby wiedzieé, czego tez ci Polacy w topologii dokonali — przynajmiej

w ogdlnych zarysach. Zawszé przeciez moze sie znalezé grupka uczniéw, ktérzy
nie tylko rozwiazuja zadania, ale czasem czytaja coé o matematyce. To oni moga
zapytac o twdrcdw tej czy innej dziedziny.

Wspominanie o pewnych faktach historycznych wnosi w matematyke wiecej
zycia. Oto bowiem okazuje sie, ze matematyka, sprawiajaca na niektérych
wrzzenie bezdusznego zbiorowiska ,formalnych twierdzeii, lematéw i definicji”
byla tworzona przez ludzi — stwierdzenie banalne, ale jego oczywistoéé weale nie
rzuca sie w oczy w programach szkolnych bad# uniwersyteckich. Twierdzenia

i definicje po prostu istnieja, niektére czasem nosza nazwiska twércdw, lecz

w szkole jest i to raczej rzadkie.

Omawiajac wspélczesne problemy topologii nie sposéb réwniez nie wspomnied
o ludziach borykajacych sie z nimi. Jeéli znajomosé nazwisk wybitnych
matematykéw sprzed co najmiej kilkudziesieciu lat jest znikoma, to wiedza

o tworzacych wspélczesnie jest praktycznie zadna. Nazwiska Eilenberg,
Steenrod, Atiyah, Nowikow, Thurston czy Donaldsen nie méwia nic sporej
liczbie absolwentéw matematyki!

Przejdzmy do omédwienia konkretnych wybranych zagadnieii z topologii,

z ktérymi méglby (wzglednie powinien) zapoznad sie student sekcji
pedagogicznej, a moze przede wszystkim nauczyciel uczacy matematyki.
Topologia jest niezwykle rozbudowana dziedzina. Metody stosowane przez
rozmaite jej galezie sa tak réznorodne, ze niektérzy maja watpliwosci, czy
przypadkiem pod ta nazwa nie ukrylo sie kilka odmiennych dzialéw matematyki.
Mamy wiec topologie ogélna, algebraiczna, geometryczna, rézniczkowa, teorie
wymiaru, topologie niskich wymiaréw itp. Co z tego wybraé i co zaproponowad
nauczycielom?

Jak juz wspominali$my, topologia ogélna (mnogosciowa) jest tym dzialem,

ktéry stosunkowo najlepiej jest poznany przez studentéw sekcji-pedagogicznej

(i studentéw matematyki w ogéle). Z metodami przez nia wypracowanymi
stykamy sie przede wszystkim na analizie i tu zapoznajemy sie z jej
podstawowymi konstrukcjami. Opisywane sa jednak tylko konstrukcje uzyteczne
w analizie. Pomija sie przewaznie zagadnienia specyficzne dla topologii
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muogosciowej (chod bardzu efektowne), takie jak na przyklad réine rodzaje
niespdinodei. czy continna dziedzicznie nierozkladalne. A jest to takze
specialnesd polska, wiele konztrukcji nosi polskie nazwy.

Zagadnienicm, o krérym nanczycicle niewatpliwie powinni co nieco wiedzied,
jest teoria rozmaitofei. Pojecie rozmaitosei jest Jednym z najwazniejszych

w matematyce i az dziw bierze, ze mozna spotkac absolwentéw matematyki
nie potrafiacych chocby intuicyjnie wyjagnié, co sie pod ta nazwa kryje.
Rozmaitosci, cho¢ nie pod obecna nazwa, zostaly powolane do iycia na
potrzeby analisis situs, a w kazdym razie z my<la o niej. Péinie) zawladnela
nimi geometria rézniczkowa, cho¢ topologia wypracowala takze swoje metody
pozwalajace skutecznie badac te twory. Obiekt lokalnie zachowuacy sie jak
przestrzei euklidesowa, globalnie jednak mogacy by¢ radykalnie od niej rézny,
szybko znalazt prawo bytu w wielu dziedzinach matematyki. Jedna z przyczyn
popularnosci tego pojecia okazala si¢ stosunkowo szybka i prosta mozliwosé
przejscia od wlasnosci lokalnych do globalnych (i odwrotnie).

Definicja rozmaitosci (rézniczkowej, topologicznej czy typu PL) nic jest banalna
i chocby z tego wzgledu nie jest umieszczana w programach szkolnych. Pojecie
to jest jednak bardzo intuicyjne, wiec moze by¢ opisane, choé z pewnym
uszczerbkiem dla precyzji, nawet uczniowi szkoly éredniej. W teorii rozmaitosci
jest wiele fundamentalnych i efektownych zagadniei. Szczegblnym, zastugujacym
na osobna uwage tematem jest klasyfikacja rozmaitosci (zwlaszcza w praypadku
powierzchni). Analizujac ja stykamy sie ze sztandarowymi tworami tak

zwanej topologii klasycznej: torusem, butelka Kleina, plaszczyzna rzutowa

(w postaci np. czapy krzyzowej), wstega Mobiusa. Trudno sobie wyobrazid
dobrego nauczyciela matematyki nie znajacego tych pojeé, nie potrafiacego

dac ich intuicyjnego opisu. Powierzchnie sa tworami balansujacymi na granicy
intuicji, daja sie jednak tej intuicji uchwyci¢. Jest to ich wielka zaleta: Jest

to takze wspaniale ¢wiczenie wyobraini przestrzennej. Doswiadczenie, se

twory dwuwymiarowe moga sprawia¢ ai takie klopoty naszej, wydawaloby sie,
tréjwymiarowej intuicji jest niezwykle pouczajace. Iz tego zjawiska nauczyciele
powinni sobie zdawacd sprawe.

Opis niektérych twordw tréjwymiarowych jest réwniei ksztalcacy. Sa to na ogél
rozmaitodci bez brzegu, takie, ktérych nie da sie zobaczyé. Mimo to mozna

Je bada¢, analizowad ich wlasnodci. Choé sa one tréjwymiarowe, nauczeni
dwuwymiarowymi przykladami nie dziwimy sie juz temu, ze nie mozna ich
ogladad.

Interesujace jest studiowanie wlasnosci pojedynczych prostych przykladéw
takich jak tréjwymiarowa sfera, torus, przestrze rzutowa S2 x S1, czy tes

inne odmiany ‘przestrzeni soczewkowych. Poréwnanie z powierzchniami staje
sie pieknym przykladem ekstrapolacji pojeé wprowadzonych dla powierzchni.
To, ze wyobrainia geometryczna na takich praykladach rozwija sie doskonale
(aczkolwiek moze to by¢ zabieg dla niej bolesny) jest sprawga oczywista. Po
zapoznaniu si¢ z licanymi przykladami wiadomosé, ze do dzi$ nie ma pelne;j
klasyfikacji 3-rozmaitosci przyjmowana jest ze zrozumieniem i moze powodowaé
Jeszcze wieksze nimi zainteresowanie.

Twory wyiej wymiarowe jeszcze bardziej umykaja intuicji i wlagnie przez te
tajemniczo$¢ moga by¢ pociagajace. Informacja, ze dla wyzej wymiarowych
rozmaitosci nie istnieje klasyfikacja, mimo wszystko zaskakuje.

Z twierdzen dotyczacych rozmaitosci jedno zasluguje na szczegdlna uwage: jest
to twierdzenie Whitneya o zanurzaniu oraz jego odpowiedniki dla struktur
nierézniczkowych. Ogélny dowdd jest zawily, ale intuicje daja si¢ zaprezentowac,
a w przypadku pewnych specjalnych rozmaitosci moina sie pokusi¢ o wiecej
szczegblow.

Rozmaitoscl sa picknym przykladem na to, ze matematyki nie mozna
szufladkowac wedlug dziedzin. Nie mozna jej dzieli¢ na zagony jak pole
i precyzyjna miedza oddzielaé jedna dziedzine od drugiej. Granice miedzy
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poszczegdlnymi dzialami zacieraja sie 1, mimo wysokiej specjalizacji, zycie
(czytaj konkretny problem) zmusza do szukania metod w innych specjalnosciach,
czesto bardzo odleglych.

Tak wlasnie zachowuja sie rozmaitosci. Nie sa one ,wlasnoscia” analizy,
topologii czy geometrii. By bada¢ je skutecznie, trzeba siegaé czesto po techniki
z rozmaitych ,szuflad”. Metody algebraiczne sa tu nie tylko najmocniejsze,

ale i najefektywniejsze, cho¢ ostatnio rewelacyjne rezultaty nzyskano dzieki
technikom wypracowanym przez fizykéw. Czy takie przyklady niezwyklego
laczenia dziedzin matematyki nie przemawiaja lepiej do wyobraéni niz slynua
geometria analityczna? Kto jak kto, ale nauczyciel matematyki musi zdawac
sobie sprawe z istnienia i roli taczenia skrajnie réznych dzialéw matematycznych.

Poswieédmy nieco uwagi innemu owocnemu polaczeniu dzialéw - topologii
algebraicznej. Z tym przedmiotem student — przyszly nauczyciel raczej nie ma
okazji sie zetknaé, chyba, Zze na zaawansowanych wykladach monograficznych,
ktére jednak nie sa specjalnie przygotowane dla sekcji nauczycielskiej. A
przeciez jest niezwykle wazne, by uczacy matematyki wiedzieli o istnieniu

i gléwnej mysli topologii algebraicznej! Nalezy znaé pickne i klasyczne
twierdzenia, dajace sie w prosty sposéb wypowiedzie¢ (majace czesto
interesujace interpretacje), ktére mozna otrzymaac jako proste wnioski

z zaawansowanych wynikdéw tej teorii.

Mozna sie zastanawiad, czy przypadkiem nie jest przesada zawracanie glowy
nauczycielom tak wyrafinowana techuika, jaka sie poshugnje topologia
algebraiczna. Zauwazmy jednak, ze podstawowe idee topologii algebraiczne)
maja przejrzysta interpretacje geometryczna, o ktérej czesto sie zapomina
zachwycajac sie skutecznoscia algebraicznej maszynerii. Ponadto metoda
topologii algebraicznej jest niezwykle ksztalcaca i warta nasladowania: problem
ythumaczy sie” z jednego jezyka (w tym przypadku topologicznego) na drugi
— algebraiczny, znacznie wygodniejszy w rachunkach. Wiele wspdlczesnych
probleméw topologicznych elegancko wyraza sie wlasnie w jezyku topologii
algebraicznej. Naturalnie niezwykle zawita teorig kohomologii czy tez K-teorie
trudno byloby przedstawié intuicyjnie. Jednakze wiele podstawowych
konstrukcji mozna tak zinterpretowad. W szczegdlnoscl idee grup homotopii

i homologii maja do$¢ jasne uzasadnienie. Na ich przykladzie mozna picknie
wyjasnié, na czym polega metoda i sila topologii algebraicznej.

Istnieja jeszcze bardziej sugestywne przyklady reklamujace topologie
algrebraiczna — $cidle z nia zwiazane. Powszechnie znany jest wzdr Eulera

dla wielodcianéw. Niewinna ciekawostka elementarnej geometrii stala sie
waznym niezmiennikiem topologicznym, jednym z podstawowych pojeé
topologii kombinatorycznej (dzif algebraiczuej). Dobry nauczyciel powinien by¢
swiadom tego, ze proponowany uczniom w szkole wzdr jest tylko szczegoliym
przypadkiem znacznie ogélniejszej wlasnodci. Pewne nogélnienia tego wzorn

dla powierzchni takze nadaja si¢ do szerszej popularyzacji. Mamy tn znakomity
przyklad na to, jak wazne jest szersze spojrzenie na zagadnienia, ktcrych nadeza
sie w szkole.

Pozyteczne jest posiadanie podstawowych informacji z jeszcze jednej galezi
matematyki - teorii wymiaru. Prowadza do niej pewne zagadnienia topologii,

jak na przyklad teoria krzywych. o sprawy zwiazane z wymiarem czesto
pytaja uczniowie, ktérzy slyszeli wiele o mitycznym wymiarze czwartym,

a takze nieco wyiszych (mowa o nich na przyktad w co drugim opowiadaniu
fantastyczno-naukowym). Nauczyciel zapytany przez ucznia o tego typu
problemy musi wiedzie¢, jak fantastyczne wizje wmiescié w matematyce. Stowo
swymiar” definiowane jest na rozmaite sposoby 1 wielokrotnie znaczy zupelnie
co innego, trzeba wiec si¢ w tym orientowad. Nalezy odrézniaé strukture
czterowymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego od R*. Nalezy wicdzied,

ze stynny ostatnio tak zwany wymiar ulamkowy, zawdzieczany fraktalom, to
zjawisko z zupehiie innego rodzaju niz czasoprzestrzenny czwarty wymiar.
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A prayblizy¢ pojecie czwartego wymiaru nie jest tak trudno: niejednemu juz
pomogly w tym plaszczaki wymyslone w roku 1884 przez Edwina Abbota.

Wspomnijmy o jeszcze jednym waznym dziale topologii, traktujac go tu jednak
jako zagadnienie raczej uzupelniajace - mowa o teorii weziéw i zawierajacej

Ja teorii polozenia. Problemy zwiazane z wezlami charakteryzuja sie tym, ze

w zasadzie dadza sie sformulowad w jezyku zupelnie elementarnym, natomiast
ich rozwiazanie wymaga zaskakujaco skomplikowanych metod. Bardzo zawily
opis wezléw zostal ostatnio znacznie uproszczony. Wezly maja takie istotne
zastosowanie poza matematyka — w fizyce, chemii czy biologii molekularne;j.
Warto tez chyba wiedzieé, ze istnieje teoria wezléw wyzej wymiarowych.

Z teoria polozenia wiaza sie niektére fundamentalne twierdzenia topologii,

o ktérych powinien slysze¢ kazdy absolwent matematyki. Mowa o twierdzeniach
Jordana i Schonfliesa. Przy okazji pojawiaja sie efektowne i zaskakujace
przyklady: dzikie sfery Alexandera i Antoine’a sa niezwykle, a przy tym proste
w opisie (pogladowym, nie zas formalnym).

Wiele twierdzeir topologii jest tak waznych i podstawowych, ze matematykowi
po prostu nie wypada o nich nie wiedzie¢. Niektére z nich byly tu juz
wspomniane. Twierdzenie Jordana jest proste w sformulowaniu, czego nie mozna
powiedzie¢ o dowodzie. Istotna jest informacja o twierdzeniu mocniejszym,
twierdzeniu Schonfliesa (ktore mozna formulowaé na réine sposoby), a przy tym
konieczna jest swiadomosé, ze ten ostatni rezultat dotyczy tylko plaszczyzny.

Wspomnijmy o twierdzeniu Brouwera o niezmienniczosci obszaru, twierdzeniu
Borsuka-Ulama o antypodach. A twierdzenia o punkcie stalym? Twierdzenia
Banacha czy Brouwera powinny by¢ powszechnie znane. 1 warto wiedzied, ze
tego typu rezultatéw jest wiecej, ze istnieje wynik nazwany imieniem Schaudera
(znowu Polak!).

Mozna takich faktéw wymieniaé bardzo wiele. Istnieja przeciez takie wazne

1 interesujace twierdzenia: Sarda, Tietzego, Stone’a-Weierstrassa ... Te rezultaty
sa fundamentalne dla wspélczesnej topologii. Podkreslmy tu, ze absolutnie nie
chodzi o to, by nauczycielowi w sposéb encyklopedyczny przekazac liste waznych
twierdzei. Nic podobnego! Uczacy matematyki powinien wazne rezultaty znaé

i mniej wiecej wiedzieé, skad sie wziely, z jakiej galezi matematyki pochodza

1 do czego sluza. Dobrz. jest tez, gdy bedzie wiedzial, ze ich sformulowania

nie powinny zwies¢ swojq prostota i ze dowody wcale latwe nie sa. Jesli nadto
nie bedzie mu obce, ze wielka pomoca w tym celu sluzy w wielu wypadkach
topologia algebraiczna...

Wage twierdzenia poznajemy takze po zastosowaniach, tak wiec i przyklady
ciekawych zastosowari tych rezultatéw warto pokazaé nauczycielom. A przeciez
wlasnie te centralne twierdzenia moga by¢ reklamowane za pomoca bardzo
efektownych i intuicyjnych przykladéw. Nie mozna nie wspomnieé o istnieniu
antypodycznych punktéw Ziemi o tym samym ci$nieniu i temperaturze czy
obrazach ilustrujacych twierdzenie Jordana, np. trzech domach polaczonych

ze zrédlami pradu, gazu i wody ... Do pelnego zrozumienia twierdzen bardzo
przydaja sie liczne interpretacje.

Oprécz rezultatéw juz udowodnionych, w topologii (jak w kazdej dziedzinie
matematyki) istnieje wiele hipotez, ktére do dzis nie doczekaly sie rozwiazania
czy realizacji. Informowanie o tych sprawach nauczycieli mogloby spelnia¢
bardzo wazna role. Byloby to niejako wprowadzenie na pierwsza linie badan

i pokazanie, ze w matematyce jest jeszcze wiele do zrobienia i ze nauka ta
daleka jest od zamkniecia czy skostnienia. Naturalnie, niektére problemy
wymagaja niezwykle skomplikowanych definicji i konstrukcji. W topologii

sa jednak hipotezy, do zrozumienia ktérych nie potrzeba nadmiernej ilosci
zaawansoweanych wiadomosci. standartowym przykladem jest wspomniany juz
problem klasyfikacji rozmaitosci. Z rozmaitoéciami wiaze sie stynna hipoteza
Poincarégo. Losy tego problemu moglyby staé sie tematem ksiazki sensacyjnej.
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Sa one przepieknym przykladem na to; jak matematycy stawiaja problem, jak
prébuja go rozwiazaé, a takze jakie przeszkody i niebezpieczefistwa w swej
pracy napotykaja. Inna wazna, choé nie tak slynna jest annulus conjecture —
hipoteza o pierscieniu, ktéra w koricu roztrzygnieto — z wyjatkiem przypadku
czterowymiarowego (!).

Nie zamierzamy tu robié przegladu wszystkich dzialéw topologii i wszystkich
probleméw, z ktérymi warto by zapoznaé nauczycieli (lub studentéw sekcji
ogélnej). Zagadnienia tu tylko poruszone sa doskonale znane specjalistom,
ktdrzy, obyci z problemami, mogliby pokusi¢ sie o odpowiednie ujecie
tematu. Stanowia one niewielka czastke tego, co mozna rozpropagowaé. Nie

- wspomnieliSmy nic ¢ zgodnosci réznego rodzaju struktur na rozmaitosciach,
o sferach egzotycznych czy egzotycznych strukturach na R! i teorii wiazek.
Sa to hasla kryjace w sobie najnowsze zdobycze topologii. Zrozumienie ich
sprawia czasem klopot zawodowym topologom, a céz dopiero méwié o osobach
postronnych. Nie wolno absolutnie przesadzaé w checi przekazywania zbyt
ogromnej wiedzy. Byé moze jednak i tu mozna znalez¢ idee i intuicje dajace sie
w latwy sposéb rozpropagowacd szerzej ...

Przed przejéciem do uwag koricowych poswiecimy jeszcze pare sléw tematowi,
ktéry juz kilkakrotnie sie tu przewijal. Mowa o niezwyklych konstrukcjach.
Dobrze rozszerza horyzonty i ksztaltuje wyobraznie znajomosé ciekawych
przykladéw, niestandartowych tworéw matematycznych. Oczywiscie, nie tylko
$wiadomos¢ ich istnienia, ale takze wiedza do czego one shuza i na czym polega
ich atrakcyjnosé. Wiasnie topologia dostarcza spora liczbe interesujacych

i orginalnych przykladéw zbioréw konstruowalnych w niezwykly sposéb. Byly
one juz wymieniane — przypomnijmy je jeszcze raz. Nauczycielowi matematyki
nie powinny by¢ obce takie pojecia jak wstega Mdobiusa, butelka Kleina czy
plaszczyzna rzutowa. Dobrze jest wiedzieé o istnieniu ,,dzikich” sfer, z ktérych
najprostsza i najatrakcyjniejsza wydaje sie rogata sfera Alexandera. Warto
poznac rézne sposoby ,,ogladu” sfery tréjwymiarowe;j.

Osoba z dyplomem ukoriczenia studiéw matematycznych powinna znaé
niestandartowe przyklady krzywych, takie, jak krzywa Peano. Powinna
wiedzieé, co to jest dywan Sierpiniskiego. Nie jest Zle, gdy zna przyklad slynnej
funkcji ciaglej z [0,1] na [0,1], zwanej czasem funkcja Cantora-Lebesgue’a.
Bardzo dobrze, gdy wie o istnieniu continuum dziedzicznie nierozkladalnego,
skonstruowanego przez B.Knastera. Wymiefimy tez continuum rozcinajace R?
na trzy skladowe, bedace brzegiem kazdej z nich (wraz z interpretacja tego za
" pomoca jezior Wady). Warto tez znaé niestandardowe przyklady przestrzeni
metrycznych wraz z ich opisami ,wzietymi z zycia”.

Koiiczac sprébujmy jeszcze raz ustosunkowac sie do natretnie powracajacych
pytaii. Czy takie rzeczy sa nauczycielom rzeczywiécie potrzebne? Co oni z tego
beda mieli? A jesli nawet beda dane zagadnienie znaé, czy im si¢ uda komus to
pokazad? 2

W tym celu nalezy uwypukli¢ pewne sprawy.

Piszacy te slowa sa zdecydowanymi przeciwnikami zwickszania liczby
przedmiotéw w szkole oraz nadmiernego rozbudowywania-programéw danych
przedmiotéw. Dziwne koncepcje, wprowadzajace do szkét liczne, nowe zajecia
redukuja liczbe godzin przeznaczonych na nauke wiadomosci naprawde
potrzebnych i istotnych dla kultury i inteligencji mlodego czlowieka. Ponadto
przesadnie rozbudowane programy (wprowadzajace na przyklad w mlodszych
klasach szkoly podstawowej pojecia biocenozy czy biotopu na biologii albo
réwnania rézniczkowe drugiego rzedu w drugiej klasie szkoly srednie;j) powoélujq,
ze uczniowic nie beda rozumieli ze wspomnianych zagadnieit dokladnie niczego.
Nadmiar i\formacji kosztem precyzji czy dokladnego wyjadnienia o co chodzi
moze wywola¢ katastrofalne skutki wlacznie z nienawiscia do danego przedmijotu
- nawet do koiica zycia.

Matematyka jest nauka precyzyjna, konkretna, nauka logicznego myslenia.
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Uczef, nawet slahy, musi zdawaé sobie sprawe z tego, ze tu wszystko jest
skonstruowane w sposdb porzadny. Nie ma przedstawianych na lekcjach
«poboinych zyczen” ale konkretne fakty. Fakty, o ktérych prawdziwosci jest
przekonany - bo potrafi je uzasadnié. Zadania rozwiazuje na bazie teoretycznej,
ktéra ma przedstawiona bez zarzutu - nie na podstawie uméw z nauczycielem
czy autorytatywnie podanych dogmatdw.

Dlatego zaznaczmy explicite raz jeszcze: przedstawione informacje dotycza
nauczycieli, a nie uczniéw! )

Nauczyciel matematyki jest nie tylko nauczycielem; jest on takze mateniatykiem.
Powinien mie¢ szercki poglad na nauke. Wiedzieé, cd istotnego sie w niej
dokonalo, co sie dzieje obecnie.

Jestedmy przeciwnikami tezy; e nauczyciela matematyki wolno informowad
tylko o tym, co ma sig jednoczeénie udowodnié. Spowodowaloby to znaczne
zawezenie jego horyzontéw. W krétkim czasie jedynymi, ktérzy wiedza coé
wiece] o matematyce wspélczesnej, niz jest w programie szkolnym, zostaliby
pracownicy wyzszych uczelni dziala:j acy twérczo. Matematyka wyzsza wymaga
popularyzacji, tak jak wymaga jej cala nauka. A jak wyobrazié sobie te
popularyzacje przy zalozeniu, ze nauczyciele w szkolach o wspélczesnej
matematyce nie wiedza prawie nic?

"Ten, kto uczy matematyki, powinien by¢ przekonany o tym, ze jest to nauka
ciekawa. Musi mie¢ §wiadomog¢, w jaki sposéb wykracza ona poza to, czego
obecnie uczy sie w szkole. Nie, e wykracza — bo to jest dla kazdego oczywiste,
ale ~ jak wykracza. Powinien mieé mozliwos¢ szerszego ogarniecia wzrokiem
krélestwa matematyki.

Czesto moze sie zdarzyé, ze do nauczyciela przyjdzie uczen z pytaniem

o informacje spoza materialu szkolnego. Co$ gdzie$ przeczytal, nustyszal —
chee sie dowiedzied dokladniej albo poprosié o wyjagnienie niczrozumialego
szczegélu. Czy dobrze jest, gdy nauczyciel zorientuje sie, ze pytajacy wie

o danym zagadnieniu duzo wiecej niz on-sam? Gdy slyszac ,twierdzenie -
Jordana o rozéinaniu” nie bedzie mial pojecia, do ktérej galezi matematyki
to dopasowad? Moze do algebry — bo kiedy$ co$ styszal o postaci kanonicznej
Jordana macierzy? ‘

Do omdéwienia pozostaje jeszcze jedno. Czy nauczyciel sam z siebie, nie pytany,
nie méglhby jednak czegoé ze wspoélczesne] matematyki przekazaé uczniom?

Temu, czego wypadaloby uczy¢, juz kilka zdafi popséwiecilismy. I nonsensem

Jest tlumaczenie na lekcjach, co to jest hipoteza Poincarégo. Ale ... dlaczego
kiedy$, przy okazji, nie wspomnie¢, ze cod takiego istnieje ~ bez mdéwienia o co
chodzi —.i nie podaé paru faktéw z historii roswiazywania tego problemu? Uczeh
dowie sie o istnieniu topologii, ustyszy nazwiska Poincarégo, Smale’a, Zeemana...
Szkola powinna uczyé - czy znajomosé nazwisk wielkich ludzi nie éwiadczy

o inteligencji czlowieka, o jego erudycji?

A co nieco mozna przekazad na kétku matematycznym. Pokazaé osobom
zainteresowanym matematyka jej elementy uwidaczniajace, e matematyka to
nie tylko rachunki. Bez przesady oczywiscie! Podajmy przyktad. Na jednych
zajeciach mozna oméwié wstege Mébiusa. Na nastepnych — butelke Kleina, -
zwracajac uwage na podobieristwa z tworem wprowadzonym poprzednio.
Tydzieit péiniej — plaszczyzna rzutowa. Istad juz tylko krok do naturalnego
wprowadzenia rozmaitoéci ...

Omawiajac przyklad rogatej sfery Aleksandera czy méwiac o torusie, mozemy
pokazaé w sposéb naturalny potrzebe wprowadzenia teorii homotopii: Idea
definicji nie kryje w sobie zbyt duzych trudnosci.

Topologia umozliwia rzecz niezwykla, jak na matematyke — przeprowadzanie
eksperymentéw, i to na dodatek bardzo efektownych. Jesli taka mozliwosé
istnieje, to trzeba ja skrzetnie wykorzystaé.. Zadna okazja prostego pokazania
niebanalnych zjawisk nauki nie powinna by¢ zaprzepaszczona.
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Intuicyjne préby przedstawienia zaawansowanych zagadniefi matematyki

kryja w sobie jednak réznorodne niebezpieczeiistwa. Zastepowanie formalnych
rozumowaii intuicyjnymi szkicami odbija sie Zle na Scislosci. Osoby stykajace sie
z takim podejsciem moga odniesé wrazenie, ze cala topologia jest nieformalna.

Mozna takze dojs¢ do przekonania, ze aby zrozumieé jakies zagadnienie nie
potrzeba zbyt wiele wysilku — wystarczy przeczytaé na ten temat jakies
yopowiadanie”. Pomijajac trudne fragmenty dowoddéw pozbawiamy tez tej
specyficznej przyjemnosci i satysfakcji ,,przegryzania sie” przez problem.
Dlatego decydujac si¢ na szersze prezentowanie topologii musimy bardzo
uwazac, by z jednej skrajnosci — przesadnej precyszji i formalistycznego podejscia
nie wpas¢ w druga i nie by¢ zbyt intuicyjnym. Dlatego tez, przedstawiajac
elementy topologii na kétku matematycznym, nalezy byé bardzo ostroznym.
Moze pewnego rodzaju wyjéciem byloby robienie dwéch rzeczy réwnolegle.

Cayli wprowadzaé formalne definicje i éwiczy¢ je na prostych przykladach,

a jednoczesnie pokazywad ciekawe zbiory, jako przyklad pasjonujacych zagadnien
ukrytych za formalizmami, przez ktére trzeba jednak koniecznie przejsé.
Formalne i precyzyjne poczatki tez jest latwo zrobié interesujacymi, one przeciez
takze musza by¢ podbudowane intuicja.

Ciekawym problemem na kétku matematycznym bylyby na przyklad wlasnosci
zbioréw spéjnych. Czy suma zbioréw spéjnych jest spéjna? Mysélimy nad tym,
a potem dowodzimy. A jak jest z przeciéciem? Albo przestrzenie metryczne.
Trzeba przeciez sprawdzi¢ ze dana funkcja jest metryka. Zeby znalezé kule,
tez co$ trzeba obliczy¢ ... Topologia jest bardzo wdziecznym tematem na takie
zajecia, zwlaszcza, Ze to co sie robi, mozna ubarwi¢ licznymi rysunkami.

I jeszcze jedno, Nauczyciel na takim kétku (nie méwiac juz o lekcjach) nie
powinien przedstawia¢ uczniom calej swojej wiedzy. Mogloby to doprowadzi¢
do zniechecenia nawet najambitniejszych. Ale nie wolno mu tez traktowac
wyzsze] matematyki jako zbioru ciekawostek. Te ciekawostki moze pokazywad
uczniom, a sam mieé $wiadomosé, czemu one sluza i w ktérym miejscu wielkiej
matematyki je umiescié. Musi to wiedzieé, by umieé¢ odpowiedzieé na pytania,
ktére predzej czy poéiniej dociekliwy uczei moze mu zadaé. ,Panie profesorze -
to bardzo fajne, ale co z tego?”

Tak jak pewien wybitny bilardzista, ktéry powiedzial kiedy$ swojemu uczniowi:
wNauczylem cie wszystkiego, co umiesz. Ale nie nauczylem cie wszystkiego, co ja
umiem”.

W szkolach pojawiaja sie od czasu do czasu wybitnie zdolni uczniowie.

Jesli nauczyciele nie wykraczaja swoja wiedza poza program szkolny, to
matematyczne talenty moga zostaé zmarnowane.

Jako uzupelnienie artykulu podajemy liste (oczywiscie daleka od kompletnosci)
pozycji, ktére moga ewentualnie sluzy¢ pomoca do popartej efektownymi
przykladami prezentacji topologii. Niektére z nich moga takze przyda¢ sie
nauczycielom w samodzielnym studiowaniu zagadnien topologicznyck.
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