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e x;;— liczba (lub wartos§¢) szkod zasztych w roku t i zlikwidowanych w roku (¢ + j).
Na koniec roku T znamy warto$ci zmiennych losowych x; ; ktorym odpowiadajg w tabeli
pola jasne: D={(tj):t=0, j=0, (t+j) <T},

Nie znamy natomiast wartosci zmiennych losowych x; ;, ktérym odpowiadajg w tabeli

pola zacienione: P={(tj)t<T, j<T, (t+j)>T}



Naszym zadaniem jest prognoza wartosci sumy: R = Yt j)ep Xt )

Prognoza jest wazna — jesli x; ; to wartosci szkdd, to owa suma to jest wiasnie rezerwa
na szkody zaszle, ale na koniec roku t jeszcze nie zlikwidowane.

Jesli x;; to liczby szkod, wtedy prognoza sumy R takze daje si¢ uzy¢ do kalkulacji
rezerwy. Np. jesli warto$¢ pojedynczej szkody ma ten sam rozktad bez wzglgdu na
czas zajscia t i czas likwidacji (t + j), wtedy prognozg¢ wartosci szkod uzyskamy
mnozac prognoze liczby szkod przez wartos¢ oczekiwang pojedynczej szkody.
Przewidzenie liczby (lub wartosci) szkod zasztych, ale jeszcze nie zlikwidowanych,
opiera¢ bgdziemy na probie wykrycia prawidtowosci kryjacych si¢ za danymi w
lewej-gornej partii tabeli, i ekstrapolacji tych prawidtowos$ci na prawa-dolng czgs¢
tabeli

Najpierw zajmiemy si¢ przypadkiem, kiedy x. ; to liczby, a nie wartosci szkod.



Dos$¢ sensowne zalozenie to takie, ze zmienne losowe x; ; sa niezalezne oraz pochodzg z
rozkladow Poissona o parametrach  x; j~Poisson(a,r;), gdzie:
e a; to oczekiwana liczba wszystkich szkdd zasztych w roku t,
e 1; to prawdopodobiefistwo iz szkoda (zaszta w dowolnym roku) zostanie
zlikwidowana j lat poznie;.
Przy takich zatozeniach sensowne rozwigzanie to estymacja parametrow g, &y, ..., &t
oraz ry, 1y, ...,y metoda najwigkszej wiarygodnosci, a wigc poprzez maksymalizacje
funkgji:
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Przy ograniczeniu Z]T'=0 r; = 1, oraz nieujemnos$ci wszystkich parametrow.



Okazuje sie, ze rozwigzanie daje si¢ sprowadzi¢ do bardzo prostej postaci:
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Na tej podstawie mozemy nasze oszacowanie rezerwy wyznaczy¢ jako:

R = Z ATy
(t.))ep



Przedstawione powyzej rozwigzanie moze by¢ z powodzeniem zastosowane takze w
szeregu innych przypadkow. W szczegoélnosci tak bedzie, jesli zmienne losowe x; ; s3
niezalezne oraz pochodza z rozkladow zlozonych Poissona o0 parametrach
x¢ j~ztozony Poisson(a,r;, F), gdzie F to dystrybuanta rozktadu warto$ci pojedyncze;

szkody. Nalezy tu zastrzec, Ze tozZsamos¢é rozwigzania dotyczy tylko samej punktowej

prognozy, natomiast rozktad btedu prognozy bedzie juz inny.

Zadanie robi si¢ znacznie ciekawsze, jesli przyjmiemy ze warto$ci zmiennych x;; t0

nie sg jedyne informacje, jakie posiadamy.



W szczegdlnosci zazwyczaj ubezpieczyciel wie, jaka byta w kazdym z analizowanych lat
liczba jednostek ryzyka (w ubezpieczeniach komunikacyjnych przyjmuje si¢ ze jednostka
ryzyka to jeden pojazd ubezpieczony przez rok).
Przyjmijmy oznaczenia:

e n, dlaliczby jednostek ryzyka ubezpieczonych w roku t, zas:

e ], dla oczekiwanej liczby szkod na jednostke ryzyka w roku t.
Mamy wiec w rezultacie zalezno$¢: a; = ngA;, gdzie n; jest znane, za$ a, potrafimy
oszacowa¢. Wobec tego mozemy posrednio oszacowaé Srednia liczb szkod na
jednostke ryzyka 4,.
Wazkie wnioski mozemy uzyska¢ obserwujac, jak bardzo z roku na rok waha si¢ ten
parametr. Oczywiscie pewna skale wahan estymatora A, zaobserwujemy zawsze, nawet

jesli prawdziwy parametr A, = A jest staly w czasie.



Zachodzi pytanie, z jakich wlasciwie zatozen na temat zmienno$ci parametru A, wynika
nasza metoda estymacji parametrow a, oraz 7;?
e Odpowiedz brzmi: z zadnych!
Jesli bowiem zalozymy, ze parametr A; jest staly w czasie, wtedy:
e prawidiowa specyfikacja modelu to zatozenie, Ze x; ; sa niezalezne oraz pochodzg
z rozktadow Poissona o parametrach  x; j~Poisson(4An,r;), co prowadzi do
estymacji jednego parametru A i (T + 1) parametréw 7; Z jednym ograniczeniem.
Alternatywnie mozemy zatozy¢, ze:
e 1. to niezalezne zmienne losowe o tym samym rozktadzie z warto$cig oczekiwang
réwng A oraz wariancjg o/, za$ obserwacje X¢ j majg warunkowy (przy danym A;)
rozktad Poisson(A:n,r;), i sg (warunkowo, przy danych Ag, A4, ..., A7) niezalezne.

Prowadzi to do metod kalkulacji rezerw bazujacych na teorii zaufania (credibility).



Oczywiscie mozna wyobrazi¢ sobie caly szereg innych specyfikacji modelu,
prowadzacych do odmiennych oszacowan rezerwy na szkody zaistniate, ale nie-
zlikwidowane.

Mozna takze metodami statystycznymi szacowaé jedynie rezerwe na szkody
zaistniate, ale jeszcze nie zgloszone, za§ w odniesieniu do rezerwy na szkody juz
zgloszone oprze¢ kalkulacje rezerw na doswiadczeniu pracownikow dziatu
likwidacji.

Mozna tez te same metody stosowa¢ do przypadku, kiedy agregacja czasowa
naszych danych to nie lata, ale kwartaty czy wrecz miesiace.

Problemoéw, ktorych nawet nie dotknglismy, jest mnostwo.

Jest co studiowac!

Dzig¢kuje za uwage. Kontakt:  wotto@wne.uw.edu.pl



