Teoria Zaufania (CREDIBILITY)

Wojciech Niemiro
Uniwersytet Warszawski i UMK Torun

LV Szkota Matematyki Pogladowe;j
Wola Ducka, styczen 2017



Plan

0 Przyktad
@ Dane

@ Cel analizy
@ Model statystyczny
@ Model ,credibility”



Plan

o Przyktad
@ Dane

@ Cel analizy
@ Model statystyczny
@ Model ,credibility”

9 Teoria zaufania
@ Model Bihlmanna-Strauba
@ Mieszany model liniowy



Dane syntetyczne

klient czas liczba
strat

1 5 5
2 4 4
3 1 0
4 1 1
5 2 1
6 1 0
7 1 1
8 1 0
9 3 7
10 2 3
11 1 1
12 4 0
13 1 0
14 2 2
15 3 1
razem 32 26




Dane syntetyczne

klient czas liczba estymator
strat ,indywidualny”

1 5 5 1
2 4 4 1
3 1 0 0
4 1 1 1
5 2 1 0.5
6 1 0 0
7 1 1 1
8 1 0 0
9 3 7 2.33
10 2 3 1.5
11 1 1 1
12 4 0 0
13 1 0 0
14 2 2 1
15 3 1 0.33
razem 32 26




Dane syntetyczne

klient czas liczba estymator estymator

strat ,indywidualny” ,kolektywny”

1 5 5 1 0.8125

2 4 4 1 0.8125

3 1 0 0 0.8125

4 1 1 1 0.8125

5 2 1 0.5 0.8125

6 1 0 0 0.8125

7 1 1 1 0.8125

8 1 0 0 0.8125

9 3 7 2.33 0.8125

10 2 3 1.5 0.8125

11 1 1 1 0.8125

12 4 0 0 0.8125

13 1 0 0 0.8125

14 2 2 1 0.8125

15 3 1 0.33 0.8125
razem 32 26




Cel analizy statystycznej

@ Mozliwie doktadnie przewidzie¢ przyszte zachowanie
poszczegolnych klientow.



Cel analizy statystycznej

@ Mozliwie doktadnie przewidzie¢ przyszte zachowanie
poszczegolnych klientow.

@ Wyestymowac przewidywang liczbe szkéd na rok dla
poszczegblnych klientdw.



Estymatory Indywidualne

strat/rok
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Estymatory Indywidualne i Kolektywny
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Model statystyczny

@ [ — czas ubezpieczenia (lata) dla i-tego klienta.
@ Y, —liczba szkdd zgtoszonych przez i-tego klienta.

Y; ~ Poisson(t;6;),

E(Yi|0:) = ti0;.

@ 0; — Srednia liczba szkdd na rok dla i-tego klienta.



Model statystyczny

@ [ — czas ubezpieczenia (lata) dla i-tego klienta.
@ Y, —liczba szkdd zgtoszonych przez i-tego klienta.
Y; ~ Poisson(t0;),
E(Yi|0:) = ti0;.
@ 0; — Srednia liczba szkdd na rok dla i-tego klienta.

~ Y
0= 7 estymator indywidualny dla i-tego klienta.
]

° é‘ Z/ Y
Z/ tl
01 =--- = bk).

— estymator kolektywny (przy zatozeniu, ze




Model bayesowski

@ [ — czas ubezpieczenia (lata) dla i-tego klienta.
@ Y, —liczba szkdd zgtoszonych przez i-tego klienta.
@ Y; ~ Poisson(t;6;).

-0:)Vi
p(yil6;) = P(Y; = yil6)) = e—t,e,%

yii



Model bayesowski

@ [ — czas ubezpieczenia (lata) dla i-tego klienta.
@ Y, —liczba szkdd zgtoszonych przez i-tego klienta.
@ Y; ~ Poisson(t;6;).

_to, (1i0;)Y
p(yil6:) = P(Yi = yil6;) = e tle,(’y'II)

/-
Rozktad a priori (losowy wybor klienta z populacji):

@ 0; ~ Exponential()).

1 o



Model bayesowski

@ [ — czas ubezpieczenia (lata) dla i-tego klienta.
@ Y, —liczba szkdd zgtoszonych przez i-tego klienta.
@ Y; ~ Poisson(t;6;).

_to, (1i0;)Y
p(yil6:) = P(Yi = yil6;) = e tle,(’y'II)

/-
Rozktad a priori (losowy wybor klienta z populacji):

@ 0; ~ Exponential()).

1 .
7T(9,) = Xe )\‘91.

Rozktad a posteriori (wzér Bayesa):

9. . . yi+1
w(0ily;) = P(Y;Le(ﬁg(Ql) (1 +y)-\|) pie~ (N0,
1 I

Rozktad Gamma.



Model bayesowski

Estymator bayesowski:
5 Y;
0i=E(0i|Yi) =z + (1 —z)m,
I

gdzie
° ;/’ - Srednia z danych (estymator indywidualny).
i
@ m - Srednia w catej populaciji (estymator a priori,
EY; =tim).
fi

4+ A

@z = - wspofczynnik zaufania.



Empiryczne podejsScie bayesowskie
Estymator bayesowski dla i-tego klienta

" Ve
0 = Z,'TI +(1—2z)m,

i

@ zalezy od danych indywidualnych Y;,
@ zalezy od rozktadu a priori (poprzez mi \).



Empiryczne podejsScie bayesowskie
Estymator bayesowski dla i-tego klienta

é,‘ = Z,'Z:i +(1—2z)m,
]
@ zalezy od danych indywidualnych Y;,
@ zalezy od rozktadu a priori (poprzez mi \).
Estymujemy rozkiad a priori ha podstawie wszystkich
danych Yi, ..., Y.

Empiryczny estymator bayesowski:

~ A Y AN A
0; = ZIT'I + (1 — z,-)m.

1



Empiryczne podejsScie bayesowskie
Estymujemy rozktad a priori na podstawie wszystkich
danych Yi, ..., Y.

Rozktad brzegowy Y;:

P(Yi = i) = p(yi) = / P(Y; = y116,)d6).



Empiryczne podejsScie bayesowskie
Estymujemy rozktad a priori na podstawie wszystkich
danych Yi, ..., Y.

Rozktad brzegowy Y;:

P(Yi = i) = p(yi) = / P(Y; = y116,)d6).

W naszym przyktadzie:

- t i
pLi) = (t/+)\) b+ A

Rozktad geometryczny.

Estymator najwigkszej wiarygodnosci, p(y1) - - - p(yx) — maxy:
rozwigzanie rbwnania

k
k Yi+1
)\_; t,'—f-)\'



Estymatory ,teorii zaufania”

klient czas liczba estymator estymator  estymator
strat ,indywidualny”  kolektywny” credibility”

1 5 5 1 0.8125 0.9611
2 4 4 1 0.8125 0.9537
3 1 0 0 0.8125 0.4608
4 1 1 1 0.8125 0.8937
5 2 1 0.5 0.8125 0.6237
6 1 0 0 0.8125 0.4608
7 1 1 1 0.8125 0.8937
8 1 0 0 0.8125 0.4608
9 3 7 2.33 0.8125 1.8710
10 2 3 1.5 0.8125 1.2279
11 1 1 1 0.8125 0.8937
12 4 0 0 0.8125 0.2005
13 1 0 0 0.8125 0.4608
14 2 2 1 0.8125 0.9258
15 3 1 0.33 0.8125 0.4790




Estymatory ,CREDIBILITY”
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Model teorii zaufania (Bihlmanna-Strauba)
Dane: Yj; - szkody i-tego klienta w j-tym roku, i = 1,... K,
f=1,..., n;. Parametry (nieobserwowane modelowe zmienne

losowe): 0.
01; Y, .. Yi, oo Y,
O Y, .. Yo ... ... oo Y
Gk; Yk1, RN ij, e e Yknk~

@ 01,...,0k ~iig 7(-);
° )/H Yin,- ~iid p(|9,)
kaczny rozktad prawdopodobienstwa:

k n;

p((6). () = T =60 T] Py .



Model Blihimanna-Strauba

Cel: estymacja/predykcja p(6;), gdzie

u(6) = / yo(y|6)de.

czyli
1(0;) = E(Yj10;) = E(Yinowy j107)-



Model Bihlmanna-Strauba = mieszany model liniowy

Yi=m+ (u(6i) —m) + (Y — p(6h)) -

'

=aj efekt losowy  =¢; btgd losowy

Mieszany model liniowy:
Yj=m+ai+ej,

aj, ejj nieskorelowane, Ea; = 0, Ee; = 0, Vara; = V2,
Varsj = s°.

Cel: estymacja/predykcja pj = p(6;) = m+ «;.



Mieszany model liniowy: BLUP i EBLUP

Mieszany model liniowy:

Yj=m+aj+ej,

aj, €jj nieskorelowane, Ea; = 0, Ecj; = 0, Varo; = V2

Vars = s°.

)



Mieszany model liniowy: BLUP i EBLUP

Mieszany model liniowy:
Yj=m+aj+ej,

aj, €jj nieskorelowane, Ea; = 0, Ecj; = 0, Varo; = ve,
Vars; = s2.

Cel: estymacja/predykcja puj = m+ a;.



Mieszany model liniowy: BLUP i EBLUP

Mieszany model liniowy:
Yj=m+aj+ej,

aj, €jj nieskorelowane, Ea; = 0, Ecj; = 0, Varo; = ve,
Vars; = s2.

Cel: estymacja/predykcja puj = m+ a;.
BLUP (Best Linear Unbiased Predictor):
fi=zYi+(-2z)Y,

nv: o 3zYi
n,-v2+32’ E/Z,' '

_ L
gdzie Vi = — 3" Y}, z =
n; i=



Mieszany model liniowy: BLUP i EBLUP

Mieszany model liniowy:
Yj=m+aj+ej,

aj, €jj nieskorelowane, Ea; = 0, Ecj; = 0, Varo; = ve,
Vars; = s2.

Cel: estymacja/predykcja puj = m+ a;.
BLUP (Best Linear Unbiased Predictor):
fi=zYi+(-2z)Y,

o 1o nve - -z;Y;
gdzie Vi = — > Yj, zj= —5—, _ Zi#Y
n; i= njve + s iz
n;v2 R n; 2

EBLUP (Empirical BLUP): z; = Zi= —5—=5
n njve + &2
(estymujemy komponenty wariancyjne v? i s?; Searle, Casella

& McCulloch).



Mieszany model liniowy, r6zne warianty:
Mozemy witgczy¢ do modelu zmienne objasniajgce:

d
Y,-j:m+a,-+5,-j+2x,-j,.
1=1



Mieszany model liniowy, r6zne warianty:
Mozemy witgczy¢ do modelu zmienne objasniajgce:

d
Y,-j:m+a,-+5,-j+2x,-j,.
1=1

Mozemy zbudowa¢ model hierarchczny

Yij = m+ o+ Bii + €ij.



Mieszany model liniowy, r6zne warianty:
Mozemy witgczy¢ do modelu zmienne objasniajgce:

d
Y,-j:m+a,-+5,-j+2x,-j,.
1=1

Mozemy zbudowa¢ model hierarchczny

Yij = m+ o+ Bii + €ij.

Mozemy uwzgledni¢ wptyw 2 czynnikéw losowych (krzyzowy):

Yii = m+a;+ B+ gjj-



Mieszany model liniowy, r6zne warianty:
Mozemy witgczy¢ do modelu zmienne objasniajgce:

d
Y,-j:m+a,-+5,-j+2x,-j,.
1=1

Mozemy zbudowa¢ model hierarchczny

Yij = m+ o+ Bii + €ij.

Mozemy uwzgledni¢ wptyw 2 czynnikéw losowych (krzyzowy):

Yii = m+a;+ B+ gjj-

ltp. itd.



Mieszany model liniowy

Troche ogoélniej, w jezyku macierzowym:

y=XB+Za+e,
y=X-B+2 a+c¢

nx1 nxp px1 nxk kx1 nx1

X i Z — znane macierze planu,
3 — nielosowy wektor ,efektow statych”,
o — wektor ,efektéw losowych”,
e — wektor ,btedéw losowych”,
E(e) =0, E(a) =0, VAR(e) = S, VAR(a) = V, COV(a, €) = 0.



Mieszany model liniowy: BLUE i BLUP

y=X8+Z2a+e.

Cel: estymacja 3 i predykcja «.



Mieszany model liniowy: BLUE i BLUP

y=X8+Z2a+e.

Cel: estymacja 3 i predykcja «.
BLUE i BLUP:
B=(XT(S+ZvZ) ' X)"'XT(8§+2ZvZ") 'y,
a=VZ'(S+2zvZ") Yy - XB).



Mieszany model liniowy: BLUE i BLUP

y=X8+Z2a+e.

Cel: estymacja 3 i predykcja «.
BLUE i BLUP:
B=(XT(S+ZvZ) ' X)"'XT(8§+2ZvZ") 'y,
a=VZ'(S+2zvZ") Yy - XB).

@ VAR(y)=S+2vZ',
e COV(a,y)=VZ'.



Mieszany model liniowy: EBLUP i EBLUP

y=XB+Za+e.

Cel: estymacja 3 i predykcja a.



Mieszany model liniowy: EBLUP i EBLUP

y=XB+Za+e.

Cel: estymacja 3 i predykcja «.
EBLUE i EBLUP:

B=(X"(S+ZvZ")y ' X)y'XT(§+2VZ") 1y,

a=VzZ"(5+2vZ")(y - XPB).



Mieszany model liniowy: EBLUP i EBLUP

y=XB+Za+e.

Cel: estymacja 3 i predykcja «.
EBLUE i EBLUP:

B=(X"(S+ZvZ")y ' X)y'XT(§+2VZ") 1y,

a=VzZ"(5+2vZ")(y - XPB).

EBLUE i EBLUP: estymujemy macierze kowariancji V i S;
Searle, Casella & McCulloch).
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