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Grupa warkoczy Bn mo»e by¢ zde�niowana za

pomoc¡ generatorów i relacji tak:

Bn = 〈σ1, . . . σn−1 : σiσi+1σi = σi+1σiσi+1,
σiσj = σjσi, |i− j| > 1〉

Ale mo»na te» patrze¢ na to bardziej geome-

trycznie. Na przykªad, »e to s¡ takie obrazki

jak na nast¦pnej stronie, z dokªadno±ci¡ do de-

formacji i z mno»eniem poprzez postawienie

jednego nad drugim.
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Albo w sposób troch¦ mniej sztywny: »e jest

n punktów na pªaszczy¹nie z = 0 i drugie n

punktów na pªaszczy¹nie z = 1, dokªadnie nad

tamtymi i one s¡ pol¡czone w sposób mono-

toniczny sznurkami, a wszstko to z dokªado±ci¡

do odpowiednio rozumianej deformacji.
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Reprezentacja Burau to jest homomor�zm, który

przypisuje generatorowi σi na macierz pokazan¡

ni»ej.
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Osoba bardzo podejrzliwa mogªaby zauwa»y¢,

»e wymiary macierzy nie bardzo si¦ zgadzaj¡ z
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tymi macierzami, co to maj¡ by¢ algebraicznie

niezale»ne. Faktycznie, mowa tu jest o warian-

cie reprezentacji Burau, ªatwym w opisie, ale

kiepskim pod ró»nymi innymi wzgl¦dami.



Jest to wynalazek sprzed mo»e 80 lat. Przez
dªugi czas uwa»ano za prawdopodobne, »e re-
prezentacja Burau jest wierna, to znaczy »e ten
homomor�zm jest ró»nowarto±ciowy. Obecnie
tylko dla n = 4 problem pozostaje nieroztrzyg-
ni¦ty. Dla n = 1,2,3 reprezentacja jest wierna,
a dla n ≥ 5 nie jest wierna.
Historia problemu jest taka:

1. Stephen Bigelow. The Burau represen-
tation is not faithful for n = 5. Geom.
Topol. 3 (1999), 397-404

2. D. D.Long and M. Paton. The Bu-
rau representation is not faithful for n ≥ 6.
Topology32 (1993), no. 2, 439�447

3. John Atwell Moody. The Burau repre-
sentation of the braid group Bn is unfaith-
ful for large n. Bull. Amer. Math. Soc.
(N.S.) 25 (1991) no. 2, 379�384
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Mo»e teraz jest dobry moment na sªówko o

tym, sk¡d si¦ wzi¦ªy tamte macierze A i B.

Otó» to s¡ obrazy pewnych szczególnych ele-

mentów grupy B4, które generuj¡ w B4 pod-

grup¦ woln¡, a w dodatku wiadomo, »e kandy-

datury do j¡dra reprezentacji Burau mieszcz¡

si¦ w tej grupie. Co to za elementy? Prosz¦

bardzo: jeden to σ1σ3, a drugi to σ2σ
−1
1 σ3σ

−1
2 .

A te macierze A i B to ich obrazy przy tak

zwanej zredukowanej reprezentacji Burau.
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Ale wró¢my do lematu o ping-pongu. Poni»ej

przedstawiam dwa obrazki:
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Krótkie wyja±nienie. Te obrazki wzi¦ªy si¦ st¡d,

»e program generowaª nieskracalne wyrazy ut-

worzone z liter A,A−1, B,B−1, liczyª iloczyn,

a nast¦pnie obraz wektora (1,0,0) przy otrzy-

manym przekasztaªceniu liniowym. Ale jest

szczegóª: to jest troszeczk¦ sprojektywizowane,

to znaczy te obrazy s¡ normalizowane (dzielone

przez dªugo±¢). No i teraz gªówne rozró»nie-

nie: na górnym rysunku s¡ obrazy otrzymane

gdy ostatnia zastosowana macierz to jest A lub

A−1, a na dolnym rysunku to samo dla B lub

B−1. Te obrazki s¡ caªkiem ró»ne i gdyby kto±

zamiast by¢ podejrzliwy byª akurat wielkim en-

tuzjast¡, to mógªby ªatwo uwierzy¢, »e dowód

wierno±ci reprezentacji Burau jest tu»-tu». Bo

wygl¡da to tak, jak gdyby dziaªaª lemat o ping-

pongu w klasycznej postaci. Ale jest w rzeczy-

wisto±ci jeszcze du»o pracy i czyhaj¡ce puªapki.
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