
Warkocze

i macierze algebraicznie

niezale»ne

27 stycznia 2017, 9:10



Zaczn¦ od tak zwanego lematu o ping-pongu.

Ten lemat zasªuguje na du»¡ wi¦ksz¡ popu-

larno±¢ ni» ta, której faktycznie do±wiadcza. W

zasadzie w swojej najprostszej postaci nale»y

on do przedmiotu algebra 1.

Lemma 0.1. Niech G b¦dzie grup¡. Zaªó»my,

»e mamy dwie podgrupy H,K ≤ G. Niech b¦dzie

dane dziaªanie G na zbiorze X. Niech

∅ 6= X1, X2 ⊂ X, X1 ∩X2 = ∅.

Zakªadamy jeszcze, z marginalnych powodów

technicznych, »e co najmniej jedna z grup H1, H2

nie jest izomor�czna z Z2. I najwa»niejsze za-

ªo»enie, któremu lemat zawdzi¦cza swoj¡ nazw¦:

Dla 1 6= h ∈ H zachodzi h(X1) ⊆ X2 a dla

1 6= k ∈ K zachodzi k(X2) ⊆ X1. Wówczas

podgrupa 〈H,K〉 jest produktem wolnym grup.

H i K.
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Dla wyja±nienia:

Dziaªanie grupy na zbiorze to jest nic innego,

jak homomor�zm φ z tej grupy w grupe bi-

jekcji tego zbioru. W terminach mniej o�cjal-

nych, mówimy, »e wynikiem dziaªania elementu

g grupy G na element x zbioru X jest φ(g)(x)

albo pro±ciej φg(x) albo jeszcze pro±ciej g(x).

A co do produktu wolnego dwóch podgrup,

to to równie» mo»na sformuªowa¢ w bardzo

przyziemny sposób. To po prostu znaczy, »e

je»eli b¦dziemy mno»y¢ na zmian¦ nietrywialne

elementy z jednej i z drugiej grupy, to nigdy nie

wyjdzie element neutralny.

Dowód. Przypu±¢my, »e jednak mo»na za-

pisa¢ identyczno±¢ na zbiorze X jako zªo»e-

nie h1k1 · · · knhn+1. To prowadzi natychmiast

do sprzeczno±ci, bo takie zªo»enie nieuchron-

nie przeprowadza zbiór X1 w zbiór X2, a takie

co± na pewno nie jest identyczno±ci¡ zbioru X.
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Jest tylko jeden problem: sk¡d ja wiedziaªem,

»e akurat takie wra»e zªo»enie, je»eli istnieje

w ogóle, to znajdzie si¦ i takie, co ma tak¡

szczególn¡ posta¢ (to, co w niej jest szczegól-

nego, to tylko i wyª¡cznie to, »e iloczyn za-

czyna si¦ i ko«czy od czego± wzi¦tego z pod-

grupy H)? Ale tu nie ma »adnego oszustwa,

to wynika z naszego zaªo»enia o Z2: zawsze

zdoªamy dany przykªad jaki± przerobi¢ na taki,

jak chcemy sprz¦gaj¡c przez odpowiedni el-

ement z podgrupy H. Zaªo»enie o Z2 jest

potrzebne tylko po to, »eby±my poprawiaj¡c

sytuacj¦ z jednego ko«ca nie zepsuli jej z drugiego

ko«ca.

To jest bardzo prosta wersja lematu o ping-

pongu. Od razu wida¢ na przykªad, »e wystar-

czy zakªada¢, »e X1 6= X2, pewnie za cen¦

zaªo»enia, »e »adna z dwóch podgrup nie jest

izomor�czna z Z2.
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Skrajny przypadek lematu o ping-pongu jest

taki, »e by¢ mo»e mamy po prostu dwie bi-

jekcje h i k zbioru X, które s¡ mo»e niesko«czo-

nego rz¦du i mo»e ich wszystkie pot¦gi za-

chowuj¡ si¦ w sposób przewidziany w lemacie,

to znaczy hm,m 6= 0, przebija piªeczk¦ z X1 do

X2 i na odwrót. Lemat orzeka wówczas, »e

〈h, k〉 = F (2) � jest po prostu grup¡ woln¡ o

generatorach h i k.

Istnieje spektakularny przykªad u»ycia lematu

w ten sposób do udowodnienia, »e w SL(2,Z2)
istnieje podgrupa izomor�czna z F (2).
Bardzo prosty inny przykªad u»ycia lematu jest

taki

mamy dwie macierze kwadratowe A i B, wy-

miaru 3. Obydwie maj¡ jako warto±ci wªasne:

jedynk¦, po jednej warto±ci wªasnej maªej i jed-

nej du»ej (co do moduªu). W dodatku za-

kªadamy, »e wektory wªasne s¡ mo»liwie mocno

liniowo niezale»ne. Wówczas dla odpowiednio

du»ego m macierze Am i Bm s¡ algebraicznie

niezale»ne, czyli podgrupa 〈A,B〉 jest wolna.
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To wszystko pi¦knie, ale teraz gwaªtownie przy-

±pieszymy od klasycznych i dobrze znanych za-

stosowa« leamtu o ping-pongu do otwartego

problemu wspóªczesnej matematyki, do którego

lemat mo»e si¦ da zastosowa¢, a mo»e i nie.

Prosz¦ Pa«stwa, przechodzimy do zagadnienia

wierno±ci reprezentacji Burau grupy warkoczy,

dla n = 4.

Zaczn¦ od sformuªowania problemu w sposób

odczyszczony z caªego kontekstu. Rozpatrzmy

nast¦puj¡ce dwie macierze kwadratowe wymia-

ru 3 (od razu podaj¦ te» macierze odwrotne):
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A =

 −t
−1 +1 0 −1

−t−1 + t −t 0
−t−1 0 0



A−1 =

 0 0 −t
0 −t−1 −t+ t−1

−1 0 −t+1



B =

 −t 1 0
0 1 0
0 1 −t−1



B−1 =

 −t−1 t−1 0
0 1 0
0 t −t


Pytanie, czy te dwie macierze, X i Y s¡ alge-

braicznie niezale»ne jest równowa»ne pytaniu,

czy reprezentacja Burau jest wierna dla n = 4.
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