Warkocze
| macierze algebraicznie

niezalezne

27 stycznia 2017, 9:10



Zaczne od tak zwanego lematu o ping-pongul.
Ten lemat zastuguje na duzga wiekszg popu-
larnoSC niz ta, ktorej faktycznie doswiadcza. W
zasadzie w swoje] najprostszej postaci nalezy
on do przedmiotu algebra 1.

Lemma 0.1. Niech G bedzie grupg. Zatozmy,
ze mamy dwie podgrupy H, K < G. Niech bedzie
dane dziatanie G na zbiorze X. Niech

0 £ X1,XoCX, X1NXo=10.

Zaktadamy jeszcze, z marginalnych powodow
technicznych, ze co najmniej jedna z grup H1, Ho
nie jest izomorficzna z Z». I najwazniejsze za-
tozenie, kKtoremu lemat zawdziecza swojg nazwe:
Dla 1 # h € H zachodzi h(X1) C X» a dla
1 # k € K zachodzi k(X>) C X7. Wowczas
podgrupa (H, K) jest produktem wolnym grup.
HiK.



Dla wyjasnienia:

Dziatanie grupy na zbiorze to jest nic innego,
jak homomorfizm ¢ z tej grupy w grupe bi-
jekcji tego zbioru. W terminach mniej oficjal-
nych, mowimy, ze wynikiem dziatania elementu
g grupy G na element x zbioru X jest ¢(g)(x)
albo prosciej ¢4(x) albo jeszcze prosciej g(z).
A co do produktu wolnego dwoch podgrup,
to to rowniez mozna sformutowal w bardzo
przyziemny sposOb. To po prostu znaczy, ze
jezeli bedziemy mnozyC na zmiane nietrywialne
elementy z jednej i z drugiej grupy, to nigdy nie
wyjdzie element neutralny.

Dowod. Przypus€my, ze jednak mozna za-
pisaC identycznoSC na zbiorze X jako ztoze-
nie hiky---knhy41. TO prowadzi natychmiast
do sprzecznoSci, bo takie ztozenie nieuchron-
nie przeprowadza zbidr X1 w zbidr X», a takie
COS na pewno nie jest identycznoscig zbioru X.
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Jest tylko jeden problem: skad ja wiedziatem,
ze akurat takie wraze ztozenie, jezeli istnieje
w 0golle, to znajdzie sie i takie, co ma taka
szczegdlng postac (to, co w niej jest szczegdl-
nego, to tylko i wytacznie to, ze iloczyn za-
czyna sie i konczy od czegoS wzietego z pod-
grupy H)? Ale tu nie ma zadnego oszustwa,
to wynika z naszego zatozenia 0 Zo. zawsze
zdotamy dany przyktad przerobi€ na

Sprzegajac przez odpowiedni el-
ement z podgrupy H. Zatozenie o Zo jest
potrzebne tylko po to, zebySmy poprawiajac
sytuacje z jednego konca nie zepsuli jej z drugiego
konca.

To jest bardzo prosta wersja lematu o ping-
pongu. Od razu widaC na przyktad, ze wystar-
czy zaktadacC, ze X1 #= Xo, pewnie za cene
zatozenia, ze zadna z dwoch podgrup nie jest
izomorficzna z Zo.



Skrajny przypadek lematu o ping-pongu jest
taki, ze byC moze mamy po prostu dwie Dbi-
jekcje h i k zbioru X, ktore sg moze nieskonczo-
nego rzedu i moze ich wszystkie potegi za-
chowujg sie w sposob przewidziany w lemacie,
to znaczy A, m # 0, przebija piteczke z X1 do
Xo i na odwrdot. Lemat orzeka wodwczas, ze
(h,k) = F(2) — jest po prostu grupa wolng o
generatorach h i k.

Istnieje spektakularny przyktad uzycia lematu
w ten sposéb do udowodnienia, ze w SL(2,7Z5)
istnieje podgrupa izomorficzna z F(2).
Bardzo prosty inny przyktad uzycia lematu jest
taki

mamy dwie macierze kwadratowe A i B, wy-
miaru 3. Obydwie maja jako wartosci wtasne:
jedynke, po jednej wartosSci wtasnej matej i jed-
nej duzej (co do modutu). W dodatku za-
ktadamy, ze wektory wtasne sg mozliwie mocno
liniowo niezalezne. Wowczas dla odpowiednio
duzego m macierze A™ i B™ sg algebraicznie
niezalezne, czyli podgrupa (A, B) jest wolna.
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To wszystko pieknie, ale teraz gwattownie przy-
Spieszymy od klasycznych i dobrze znanych za-
stosowan leamtu o ping-pongu do otwartego
problemu wspotczesnej matematyki, do ktérego
lemat moze sie da zastosowal, a moze i nie.
Prosze Panstwa, przechodzimy do zagadnienia
wiernosci reprezentacji Burau grupy warkoczy,
dla n = 4.

Zaczne od sformutowania problemu w sposob
odczyszczony z catego kontekstu. Rozpatrzmy
nastepujace dwie macierze kwadratowe wymia-
ru 3 (od razu podaje tez macierze odwrotne):



¢+ 141 0 -1
A = | —+ 14+ ¢t 0
- ¢+t 0 o0 |
[0 0 —t ]
Al = 0 —t+ 1 —¢t4¢1
-1 0 —t+1
¢t 1 0 |
B = 0O 1 0
0 1 -t
[ ¢—1 +1 o ]
B—1 = 0 1 0
0 t —t

Pytanie, czy te dwie macierze, X 1 Y s3 alge-
braicznie niezalezne jest rownowazne pytaniu,
czy reprezentacja Burau jest wierna dla n = 4.



