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Wprowadzenie

Problem ruiny gracza
Jas i Matgosia graja w kosci. W kazdej rundzie Matgosia wygrywa z
prawdopodobienstwem p, a Jas z prawdopodobienstwem g = 1 — p.

Na poczatku Matgosia ma a monet, Jas b monet.
Przegrany oddaje jedna ze swoich monet wygranemu.

Gre wygrywa ten, kto pierwszy zgromadzi wszystkie a + b monet.
Jakie jest prawdopodobienstwo wygranej Matgosi?
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Pascal i Fermat

Korespondencja
(165x)

Blaise Pascal Pierre de Fermat
(1623-1662) (1601-1665)
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Pascal i Fermat

Zagadka
Jas i Matgosia rzucaja trzema ko$émi.
Jesli suma oczek to 11, wygrywa Jas, jesli suma to 14 — Matgosia.

Jesli przegrany ma jakie$ punkty, to traci 1 punkt.
W przeciwnym przypadku wygrany dostaje 1 punkt.

Gre wygrywa ten, kto pierwszy zgromadzi 12 punktéw.
Jaki jest stosunek szans na wygrang?
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Pascal i Fermat

150 094 635 296 999 122
do 129 746 337 890 625

Blaise Pascal Pierre de Fermat
(1623-1662) (1601-1665)

tukasz Rajkowski Matematyka w ruinie



Pascal i Fermat

150 094 635 296 999 122
do 129 746 337 890 625

Blaise Pascal Pierre de Fermat
(1623-1662) (1601-1665)

tukasz Rajkowski Matematyka w ruinie



Pascal i Fermat

150 094 635 296 999 122
do 129 746 337 890 625

Blaise Pascal Pierre de Fermat
(1623-1662) (1601-1665)

Obie odpowiedzi poprawne!
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Pascal i Fermat

Jak do tego doszli?

... nie wiadomo. . .

. 7 7
Jak mogli do tego dojsc?
... mozna nasladowac rozumowania, jakie
przeprowadzali dla problemu ,,podziatu stawki” .



Pascal i Fermat

Problem podziatu stawki

Jas i Matgosia rzucajg moneta. Jesli wypada orzet, punkt zdobywa
Jas, w przeciwnym wypadku Matgosia. Pierwsza osoba, ktoéra
uzyska 10 punktéw, otrzymuje worek cukierkéw. Kiedy Jas miat 5
punktéw, a Matgosia 7, musieli przerwaé gre. Jaki jest sprawiedliwy
sposob podziatu worka?
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Problem podziatu stawki

Jas i Matgosia rzucajg moneta. Jesli wypada orzet, punkt zdobywa
Jas, w przeciwnym wypadku Matgosia. Pierwsza osoba, ktoéra
uzyska 10 punktéw, otrzymuje worek cukierkéw. Kiedy Jas miat 5
punktéw, a Matgosia 7, musieli przerwaé gre. Jaki jest sprawiedliwy
sposob podziatu worka?

m Pascal: rozwigz uktfad
1
P]_()(i,j) = E(Pm(i + 1,_/) + Pl()(i,_j + 1)) dla i,Jj <10,

z warunkami Pio(7,10) = 0 oraz P1p(10,/) = 1.
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Problem podziatu stawki

Jas i Matgosia rzucajg moneta. Jesli wypada orzet, punkt zdobywa
Jas, w przeciwnym wypadku Matgosia. Pierwsza osoba, ktoéra
uzyska 10 punktéw, otrzymuje worek cukierkéw. Kiedy Jas miat 5
punktéw, a Matgosia 7, musieli przerwaé gre. Jaki jest sprawiedliwy
sposob podziatu worka?

m Pascal: rozwigz uktfad
1
P]_()(i,j) = E(Pm(i + 1,_/) + Pl()(i,_j + 1)) dla i,Jj <10,

z warunkami Pio(i,10) = 0 oraz Pyo(10,/) = 1.

m Fermat: gra na pewno skonczy si¢ po najblizszych 8 rzutach;
Matgosia wygra doktadnie wtedy, gdy wsréd tych 8 rzutéw
wygra co najmniej 3.
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Pascal i Fermat

(by¢ moze) Rozwigzanie Pascala

Ponumerujmy mozliwe konfiguracje punktéw, zaczynajac od (0,12), a
konczac na (12,0).

P; = prawdopodobienstwo wygranej Matgosi, startujac z i-tej
konfiguracji.

Pi=pPiy1+qPi_1, Ph=0, Pyu=1

gdzie p =1 — g to szansa na wygrana Matgosi w pojedynczym rzucie.

tukasz Rajkowski Matematyka w ruinie



Pascal i Fermat

(by¢ moze) Rozwigzanie Pascala

Ponumerujmy mozliwe konfiguracje punktéw, zaczynajac od (0,12), a
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konfiguracji.

Pi=pPiy1+qPi_1, Ph=0, Pyu=1

gdzie p =1 — g to szansa na wygrana Matgosi w pojedynczym rzucie.
(Struyck, 1716) .

Pi = pPiy1+ qPi1
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Pascal i Fermat

(by¢ moze) Rozwigzanie Pascala

Ponumerujmy mozliwe konfiguracje punktéw, zaczynajac od (0,12), a
konczac na (12,0).

P; = prawdopodobienstwo wygranej Matgosi, startujac z i-tej
konfiguracji.

Pi=pPiy1+qPi_1, Ph=0, Pyu=1

gdzie p =1 — g to szansa na wygrana Matgosi w pojedynczym rzucie.
(Struyck, 1716) .

(P+q)P; = pPiy1+qPi1
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Pascal i Fermat

(by¢ moze) Rozwigzanie Pascala

Ponumerujmy mozliwe konfiguracje punktéw, zaczynajac od (0,12), a
konczac na (12,0).

P; = prawdopodobienstwo wygranej Matgosi, startujac z i-tej
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Pi=pPiy1+qPi_1, Ph=0, Pyu=1

gdzie p =1 — g to szansa na wygrana Matgosi w pojedynczym rzucie.
(Struyck, 1716) .
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Pascal i Fermat

(by¢ moze) Rozwigzanie Pascala

Ponumerujmy mozliwe konfiguracje punktéw, zaczynajac od (0,12), a
konczac na (12,0).

P; = prawdopodobienstwo wygranej Matgosi, startujac z i-tej
konfiguracji.

Pi=pPiy1+qPi_1, Ph=0, Pyu=1

gdzie p =1 — g to szansa na wygrana Matgosi w pojedynczym rzucie.
(Struyck, 1716) .

qPi—qPi—1 = pPi;1—pP;
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Pascal i Fermat

(by¢ moze) Rozwigzanie Pascala

Ponumerujmy mozliwe konfiguracje punktéw, zaczynajac od (0,12), a
konczac na (12,0).

P; = prawdopodobienstwo wygranej Matgosi, startujac z i-tej
konfiguracji.

Pi=pPiy1+qPi_1, Ph=0, Pyu=1

gdzie p =1 — g to szansa na wygrana Matgosi w pojedynczym rzucie.
(Struyck, 1716) .

q(Pi—Pi—1) = p(Pit1—P;)
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Pascal i Fermat

(by¢ moze) Rozwigzanie Pascala

Ponumerujmy mozliwe konfiguracje punktéw, zaczynajac od (0,12), a
konczac na (12,0).

P; = prawdopodobienstwo wygranej Matgosi, startujac z i-tej
konfiguracji.

Pi=pPiy1+qPi_1, Ph=0, Pyu=1

gdzie p =1 — g to szansa na wygrana Matgosi w pojedynczym rzucie.
(Struyck, 1716) Niech A; = P, — Pi_1, a = q/p.

Ay = aly;
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(by¢ moze) Rozwigzanie Pascala

Ponumerujmy mozliwe konfiguracje punktéw, zaczynajac od (0,12), a
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Pi=pPiy1+qPi_1, Ph=0, Pyu=1
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(Struyck, 1716) Niech A; = P, — Pi_1, a = q/p.

A;+1:OzAi7 A1 +...+0xy=1
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Pascal i Fermat

(by¢ moze) Rozwigzanie Pascala

Ponumerujmy mozliwe konfiguracje punktéw, zaczynajac od (0,12), a
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Pascal i Fermat

(by¢ moze) Rozwigzanie Pascala

Ponumerujmy mozliwe konfiguracje punktéw, zaczynajac od (0,12), a
konczac na (12,0).

P; = prawdopodobienstwo wygranej Matgosi, startujac z i-tej
konfiguracji.

Pi=pPiy1+qPi_1, Ph=0, Pyu=1

gdzie p =1 — g to szansa na wygrana Matgosi w pojedynczym rzucie.
(Struyck, 1716) Niech A; = P, — Pi_1, a = q/p.

Ajji=al\;, Di+...+0=1= A;=1/(1-0
P12:A1+...+A12:(170412)/(170[24)
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Pascal i Fermat

(by¢ moze) Rozwigzanie Pascala

Ponumerujmy mozliwe konfiguracje punktéw, zaczynajac od (0,12), a
konczac na (12,0).

P; = prawdopodobienstwo wygranej Matgosi, startujac z i-tej
konfiguracji.

Pi=pPiy1+qPi_1, Ph=0, Pyu=1

gdzie p =1 — g to szansa na wygrana Matgosi w pojedynczym rzucie.
(Struyck, 1716) Niech A; = P, — Pi_1, a = q/p.
Aig=al, Ai+...+0y=1= A;=1/(1-a*)
Po=A1+...+ A= (1 70&12)/(1 70[24)

P1y: Q12 = p'?: q*?
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Pascal i Fermat

(by¢ moze) Rozwigzanie Fermata

Pod warunkiem korica po 12 rzutach, stosunek szans to p'? : g'.

Pod warunkiem konca po 14 rzutach, stosunek szans to
12p13q : 12pg'3 = p'2 : g'2.

(o)
Pod warunkiem konca po 12 + 2n rzutach, stosunek szans wynosi
M, p*2rg" « M,p"q*2*t" = p'? : g2, gdzie M jest liczba kombinagji
wygranych /przegranych w 12 4 2n rzutach, przy ktérej zwyciestwo gracza
pierwszego nastepuje doktadnie po rzucie 12 + 2n (ale z symetrii to samo
jest dla gracza drugiego).
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Pascal i Fermat

(by¢ moze) Rozwigzanie Fermata

Pod warunkiem korica po 12 rzutach, stosunek szans to p'? : g'.

Pod warunkiem konca po 14 rzutach, stosunek szans to
12p13q : 12pg'3 = p'2 : g'2.

(o)
Pod warunkiem konca po 12 + 2n rzutach, stosunek szans wynosi
M, p*2rg" « M,p"q*2*t" = p'? : g2, gdzie M jest liczba kombinagji
wygranych /przegranych w 12 4 2n rzutach, przy ktérej zwyciestwo gracza
pierwszego nastepuje doktadnie po rzucie 12 + 2n (ale z symetrii to samo
jest dla gracza drugiego).

W tej sytuacji ogélny stosunek szans réwniez wynosi p'? : g'2.
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Pascal i Fermat

(by¢ moze) Rozwigzanie Fermata

Pod warunkiem korica po 12 rzutach, stosunek szans to p'? : g'.

Pod warunkiem konca po 14 rzutach, stosunek szans to
12p13q : 12pg'3 = p'2 : g'2.

(o)
Pod warunkiem konca po 12 + 2n rzutach, stosunek szans wynosi
M, p*2rg" « M,p"q*2*t" = p'? : g2, gdzie M jest liczba kombinagji
wygranych /przegranych w 12 4 2n rzutach, przy ktérej zwyciestwo gracza
pierwszego nastepuje doktadnie po rzucie 12 + 2n (ale z symetrii to samo
jest dla gracza drugiego).
W tej sytuacji ogdlny stosunek szans réwniez wynosi p*? : g

Uwaga: Istotne zatozenie o rébwnym kapitale na poczatku.
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(LY
> “Zagadka
1656 l

Blaise Pascal Christiaan Huygens
(1623-1662) (1629-1695)

tukasz Rajkowski Matematyka w ruinie



Huygens

> “Zagadka
1656

282429 536 451 [ ultia
244 140625 MY |

do N

Blaise Pascal Christiaan Huygens
(1623-1662) (1629-1695)
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Huygens

BE
RATIOCINILS
[

LUDO ALEE

De Ratiociniis in Ludo Aleae Christiaan Huygens
(1657) (1629-1695)
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Huygens

BE
RATIOCINILS
[

LUDO ALEE

Treéé + odpowi

De Ratiociniis in Ludo Aleae Christiaan Huygens
(1657) (1629-1695)

»Piaty problem Huygensa”

tukasz Rajkowski Matematyka w ruinie



Huygens

UVRES COMPLETES

CHRISTIAAN TUYGENS

Calcul des Probabilites; Christiaan Huygens
Travaux de mathematiques pures (1676) (1629-1695)

»Piaty problem Huygensa”
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Do 2 wygranych:

/9y ad babendum 1 ad o (3) < 9() [nd] 2ad o ()

oado (x) T 5(e) [ad] &
Ns5(e) ad hab. — 0 ad 1 (2) < ;Eg E:SZ:II:

dx dn-|-cx

ERGLHIP g

ﬁ-i-cx
d (] =
oudo(x)/ & Ergoxm“‘::".:-%d
t[ad]m cex -+ adex - ddx oo ddn + edex

r® %3 portio luloris B.



Huygens — rozwigzanie

Do 4 wygranych:
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Huygens — rozwigzanie

Do 4 wygranych:
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Huygens — rozwigzanie

Do 4 wygranych:
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Do 4 wygranych:
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\Gﬁ.

Zatem P : Q = dddd : cccc

(0.4




Do 4 wygranych:

dd[ad] 4ado (n)
e [adlondo (x)
dd[ad] oad o (x)
¢cc [ad] oad 4 (o).

Est autem hic dd et cc ubi prius d et ¢, ac de caetero operatio eadem quae prius. ergo

/ﬂ [ad habendum] 2 ad o (3) <
oad o (x) 0
Nee [ad habendum] o ad 2 (2) <

dn
necessario fiet * ™ ¢+ 4+, Et spes B ad spem A ut d" ad ¢*.



Do 3 wygranych:

/d' [ad] 1ad o (1) <gE::}3::?E:g
PN\e ) ond 1 &) S i B SR RSV

+
f:o——;“.+“ M'!‘“f‘-‘ﬂl‘!'l‘m—-

a4+ addeel + et o d4n + ceddn 4 ceddl
o i coddn Ergok o i
F ¥ dice o 8O P G g -

a4+ ceddn
/ﬂ’[adlf[w]mﬂ dntcedntedn o
*orat * 2 Uy e)inF ddec eby Pt
¢ () G ddee e Féetee
&n

R {@F ¢)in (dd—deFec) fed hoc 2 4+ ¢ ’”"ds+c=



Rozwiazanie do 12 wygranych nie zostato podane.



Rozwiazanie do 12 wygranych nie zostato podane.

Zapewne Huygens wiedziat, jak z przypadku {a = b = 3}
wywnioskowaé {a = b = 12},
podobnie jak wiedziat, jak z {a = b = 2} wynika {a = b = 4}.



Huygens — rozwigzanie

Rozwigzanie do 12 wygranych nie zostato podane.

Zapewne Huygens wiedziat, jak z przypadku {a = b = 3}
wywnioskowaé {a = b = 12},

podobnie jak wiedziat, jak z {a = b = 2} wynika {a = b = 4}.

Uwaga 1: przedstawione rozumowanie korzysta z symetrii
problemu.
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Huygens — rozwigzanie

Rozwigzanie do 12 wygranych nie zostato podane.

Zapewne Huygens wiedziat, jak z przypadku {a = b = 3}
wywnioskowaé {a = b = 12},
podobnie jak wiedziat, jak z {a = b = 2} wynika {a = b = 4}.

Uwaga 1: przedstawione rozumowanie korzysta z symetrii
problemu.

Uwaga 2: ogdlne rozwigzanie wymagatoby osobnego rozwigzania
dla nieparzystych a.
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Jacques Bernoulli
(1655-1705)

JAOm BERNOULLL
TR
ARS CONJECTANDI,
P
T
TEACTATUS
DE SERIEBUS INFINITIS,
Lk

BASILEE,

Iopeafis THURNTSTORUM, Frasum.
e

Ars Conjectandi
(1713)



Bernoulli

JACOBI BERNOULLI,
P Bl ;s e B S
S G

ARS CONJECTANDI,
TEACTATUS
DE SERIEBUS INFINITIS,
Eebrurase Oukdinign
DE LUDO PILE
BETICULARLL

Leret TP SR P

Jacques Bernoulli Ars Conjectandi
(1655-1705) (1713)

m podanie wzoru (bez uzasadnienia), ze w ogdlnym przypadku
stosunek szans to p?(p? — %) : ¢?(p® — ¢°).
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Bernoulli

JACOBI BERNOULLI,
P Bl ;s e B S
S G

ARS CONJECTANDI,
TEACTATUS
DE SERIEBUS INFINITIS,
Eebrurase Oukdinign
DE LUDO PILE
BETICULARLL

Leret TP SR P

s

Jacques Bernoulli Ars Conjectandi
(1655-1705) (1713)

m podanie wzoru (bez uzasadnienia), ze w ogdlnym przypadku
stosunek szans to p?(p? — %) : ¢?(p® — ¢°).

m (najpewniej) btedne uzasadnienie, ze w symetrycznym
przypadku stosunek szans to p? : ¢°
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Abraham de Moivre
(1667-1754)

Petne rozwigzanie!

Comnd
oty
PHILOSOPHICAL
TRANSACTIONS
P ———
b

MENSURA SORTIS,

Probabilitatc Eventuum in
Ludis a Cafu Forruito
Pendentibus.

—_—e
Autwe Abr. De Moivre, R.S.S,

De Mensura Sortis
(1711)
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wyniki gier

—_——
X1, X2,..., X,



wyniki gier wyplata

X X X — T Xty Xo) = M




wyniki gier wyplata

X X X — T Xty Xo) = M

Powyzsza sekwencja gier jest martyngatem, jesli

E(Mpi1 | X1, ..., Xp) = M,



Martyngaty — definicje

wyniki gier wyplata
X1, X0, ..., Xn — fo(X1,..., Xn) = M,

Powyzsza sekwencja gier jest martyngatem, jesli

E(Mps1| X1, ., X)) = M,

Zmienna losowa N o warto$ciach w NU {cco} jest momentem
zatrzymania jedli to, czy zaszto {N = n} mozna stwierdzi¢ na
podstawie Xi,...,X,.
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Jesli X1, Xo, ..., My, M>, ... to martyngat, to

EXi=EX;=...=EX,.



Jesli X1, Xo, ..., My, M>, ... to martyngat, to
EXi=EX;=...=EX,.

Niech N — moment zatrzymania. Kiedy E X; = E Xy ?



Jesli X1, Xo, ..., My, M>, ... to martyngat, to
EXi=EX;=...=EX,.

Niech N — moment zatrzymania. Kiedy E X; = E Xy ?

(Optional Stopping Theorem) Gdy N = 00, EN < oo oraz
E (|IMpt1 — M| | X1, ..., X,) jest ograniczone na zbiorze n < N.



W przypadku zadania o ruinie gracza
P(X,=1)=p, P(Xpn=—-1)=gq

Nietrudno sprawdzi¢, ze
M, = (q/p)°" jest martyngatem (S, = X1 + ...+ X,),
N = min{n: S, € {—a, b}}} jest momentem zatrzymania.



Martyngaty

W przypadku zadania o ruinie gracza
P(X,=1)=p, P(X,=-1)=gq

Nietrudno sprawdzi¢, ze
M, = (g/p)°" jest martyngatem (S, = X1 + ... + X,),
N =min{n: S, € {—a, b}}} jest momentem zatrzymania.

Npiok: numer pierwszego bloku dtugosci m+ n, w ktérym wystapity
same wygrane Matgosi.

N < (3 + b)Nblok oraz Npox < 00, E Npjok < 00
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Martyngaty

W przypadku zadania o ruinie gracza
P(X,=1)=p, P(X,=-1)=gq

Nietrudno sprawdzi¢, ze
M, = (g/p)°" jest martyngatem (S, = X1 + ... + X,),
N =min{n: S, € {—a, b}}} jest momentem zatrzymania.

Npiok: numer pierwszego bloku dtugosci m+ n, w ktérym wystapity
same wygrane Matgosi.

N < (3 + b)Nblok oraz Npox < 00, E Npjok < 00

Dla n < N mamy |S,| < min{a, b}, a zatem warunkowe wartosci
oczekiwane przyrostébw M, sa ograniczone na {n < N}.
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Martyngaty

W przypadku zadania o ruinie gracza
P(X,=1)=p, P(X,=-1)=gq

Nietrudno sprawdzi¢, ze
M, = (q/p)>" jest martyngatem (S, = X + ... + X,),
N = min{n: S, € {—a, b}}} jest momentem zatrzymania.

Nplok: numer pierwszego bloku dtugosci m+ n, w ktérym wystapity
same wygrane Matgosi.

N < (a -+ b) Nplok oraz Npok < o0, E Nplok < 00

Dla n < N mamy |S,| < min{a, b}, a zatem warunkowe wartosci
oczekiwane przyrostéw M, sa ograniczone na {n < N}.

W tej sytuacji, z twierdzenia o opcjonalnym stopowaniu:
EMy=EMy
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Martyngaty

W przypadku zadania o ruinie gracza
P(X,=1)=p, P(Xpo=-1)=gq

Nietrudno sprawdzi¢, ze
M, = (g/p)> jest martyngatem (S, = X1 + ... + X,),
N =min{n: S, € {—a, b}}} jest momentem zatrzymania.

Npiok: numer pierwszego bloku dtugosci m+ n, w ktérym wystapity
same wygrane Matgosi.

N < (a + b)Nblok oraz Npok < OO,]E Nplok < 00

Dla n < N mamy |S,| < min{a, b}, a zatem warunkowe wartosci
oczekiwane przyrostéw M, s3 ograniczone na {n < N}.

W tej sytuacji, z twierdzenia o opcjonalnym stopowaniu:

(a/p)° =P -(q/p)*+(1—P)-(q/p)",

tukasz Rajkowski Matematyka w ruinie



M, =S, — (p— q)n: tez martyngat.



M, =S, — (p — q)n: tez martyngat. Podobnie:

EMy =EMy=0
EMy =ESy—(p—q)EN



M, =S, — (p — q)n: tez martyngat. Podobnie:

EMy =EM,=0

EMy —ESy—(p—qEN — =N=

ESy P-b-Q-a
p—q p—q



M, =S, — (p — q)n: tez martyngat. Podobnie:

EMy =EMy=0 EN — _

_gy_ESv _Pb-Q-a
EMy =ESy—(p—qEN p—q p—q

Codla p=gq?
M, = S2 — n: tez martyngat. W tym wypadku E Sy = ab.



Tytus, Romek i Atomek graja w nastepujaca gre: w kazdej rundzie
kazdy z nich rzuca moneta. Jesli wynik jednego z nich jest rézny
od wynikéw pozostatych, bierze on od pozostatych po ztotéwce.
Gra konczy sie, kiedy jeden z graczy zbankrutuje.



Trzech graczy

Opis gry

Tytus, Romek i Atomek graja w nastepujaca gre: w kazdej rundzie
kazdy z nich rzuca moneta. Jesli wynik jednego z nich jest rézny
od wynikéw pozostatych, bierze on od pozostatych po ztotéwce.
Gra konczy sie, kiedy jeden z graczy zbankrutuje.

Niech N — liczba rozegranych rund. Jesli maja réwne
prawdopodobienstwa wygranej, wartos¢ IE N mozna obliczy¢ w
podobny sposéb (Dennis Sandell, 1987).
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Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = Zj'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = Zf:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

E(Vn+1 | X,'gn) =E ((517,, + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
=FE (Sl,n52,n53,n |Xi<n) + o



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
= 51,n52,n53,n + ...



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
=V,+ ...



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
= Vn + ZE (5,-,,,5J-,,,Xk7,,+1 | X,'g,,) 4+ ...
3



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

E (Vat1 | Xi<n) = E ((S1,0 + X1,0) (S0 + X2,0)(S3.0 + X3.0) | Xi<n) =
=V,+ Zsi,nsj,nE (Xing1 | Xicn) + -+
3



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
= Vn + Z S,-,,,Sj,,,]E (Xk7,,_|_1) 4+ ...
3



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
=Vo+ > SinSin-0+ ...
3



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
=V,+0+ ...



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
=V,+0+ ZE (Si,n)<j,n+1Xk,n+1 | Xign) -
3



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
=V,+0+ Z SinB (Xjn+1 Xk nv1 | Xign) - -
3



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

E (Vat1 | Xi<n) = E ((S1,0 + X1,0) (S0 + X2,0)(S3.0 + X3.0) | Xi<n) =
=Vo+0+ > S5 (Xjnt1Xns1) - -
3



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
=Vo+0+ > Sin-(-1)+ ...
3



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
=V,+0+ Z Sin - (1) + E (X101 1X2,041X3,n41 | Xi<n)
3



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
=V,+0+ Z Sin-(—1)+E(X1,n+1X2,n+1X3,n+1)
3



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

E (Vat1 | Xi<n) = E ((S1,0 + X1,0) (S0 + X2,0)(S3.0 + X3.0) | Xi<n) =
=V, +0+ Zs,n ~1)+2



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
= Vo +0+(-1)) Sin+2
3



Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; x = ZJI'(:o Xij-
Rozwazmy V,, = 5; 52,153 n.

IE(Vn+1 | Xién) =E ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X3,n) | Xign) =
=V,+0—(a+b+c)+2



Trzech graczy

Niech X;; — zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, S; \ = Zf:o Xij-
Rozwazmy V), = 5; 52,153 1.

E (Vn+1 | Xign) =K ((Sl,n + Xl,n)(52,n + X2,n)(53,n + X37n) | Xién) =
=V,+0—(a+b+c)+2

tatwo stad wywnioskowaé, ze V,, + n(3/4 - a — 2) jest
martyngatem. Ponadto, tak jak poprzednio, E N jest skonczone,
podobnie jak samo N, i w zwigzku z tym mozemy korzystaé z
twierdzenia o opcjonalnym stopowaniu. Oczywiscie E Vy = abc,
EVny=a+ b+ c—2idlatego

abc

EN= —"—" .
at+tb+c—-2
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Chang (1995), Cho (1996) — 4 i wiecej graczy w przypadku
symetrycznym



Chang (1995), Cho (1996) — 4 i wiecej graczy w przypadku
symetrycznym

Zagadnienia numeryczne



Chang (1995), Cho (1996) — 4 i wiecej graczy w przypadku
symetrycznym
Zagadnienia numeryczne

Zastosowania w statystyce
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