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Wprowadzenie

Problem ruiny gracza

Jaś i Małgosia grają w kości. W każdej rundzie Małgosia wygrywa z
prawdopodobieństwem p, a Jaś z prawdopodobieństwem q = 1− p.

Na początku Małgosia ma a monet, Jaś b monet.
Przegrany oddaje jedną ze swoich monet wygranemu.

Grę wygrywa ten, kto pierwszy zgromadzi wszystkie a + b monet.
Jakie jest prawdopodobieństwo wygranej Małgosi?

Jaś Małgosia
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Pascal i Fermat

Zagadka

Jaś i Małgosia rzucają trzema kośćmi.
Jeśli suma oczek to 11, wygrywa Jaś, jeśli suma to 14 – Małgosia.

Jeśli przegrany ma jakieś punkty, to traci 1 punkt.
W przeciwnym przypadku wygrany dostaje 1 punkt.

Grę wygrywa ten, kto pierwszy zgromadzi 12 punktów.
Jaki jest stosunek szans na wygraną?

Jaś Małgosia
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Pascal i Fermat

Obie odpowiedzi poprawne!
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Pascal i Fermat

Jak do tego doszli?
. . . nie wiadomo. . .

Jak mogli do tego dojść?
. . . można naśladować rozumowania, jakie

przeprowadzali dla problemu „podziału stawki”.
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Pascal i Fermat

Problem podziału stawki

Jaś i Małgosia rzucają monetą. Jeśli wypada orzeł, punkt zdobywa
Jaś, w przeciwnym wypadku Małgosia. Pierwsza osoba, która
uzyska 10 punktów, otrzymuje worek cukierków. Kiedy Jaś miał 5
punktów, a Małgosia 7, musieli przerwać grę. Jaki jest sprawiedliwy
sposób podziału worka?

Pascal: rozwiąż układ

P10(i , j) =
1
2

(
P10(i + 1, j) + P10(i , j + 1)

)
dla i , j < 10,

z warunkami P10(i , 10) = 0 oraz P10(10, j) = 1.

Fermat: gra na pewno skończy się po najbliższych 8 rzutach;
Małgosia wygra dokładnie wtedy, gdy wśród tych 8 rzutów
wygra co najmniej 3.
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Pascal i Fermat

(być może) Rozwiązanie Pascala

Ponumerujmy możliwe konfiguracje punktów, zaczynając od (0, 12), a
kończąc na (12, 0).
Pi = prawdopodobieństwo wygranej Małgosi, startując z i-tej
konfiguracji.

Pi = pPi+1 + qPi−1, P0 = 0, P24 = 1

gdzie p = 1− q to szansa na wygraną Małgosi w pojedynczym rzucie.

(Struyck, 1716) .

, ∆1 + . . .+ ∆24 = 1 =⇒ ∆1 = 1/(1− α24)
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Pascal i Fermat

(być może) Rozwiązanie Fermata

Pod warunkiem końca po 12 rzutach, stosunek szans to p12 : q12.

Pod warunkiem końca po 14 rzutach, stosunek szans to
12p13q : 12pq13 = p12 : q12.

(. . . )

Pod warunkiem końca po 12 + 2n rzutach, stosunek szans wynosi
Mnp

12+nqn : Mnp
nq12+n = p12 : q12, gdzie M jest liczbą kombinacji

wygranych/przegranych w 12 + 2n rzutach, przy której zwycięstwo gracza
pierwszego następuje dokładnie po rzucie 12 + 2n (ale z symetrii to samo
jest dla gracza drugiego).

W tej sytuacji ogólny stosunek szans również wynosi p12 : q12.

Uwaga: Istotne założenie o równym kapitale na początku.
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12p13q : 12pq13 = p12 : q12.

(. . . )

Pod warunkiem końca po 12 + 2n rzutach, stosunek szans wynosi
Mnp

12+nqn : Mnp
nq12+n = p12 : q12, gdzie M jest liczbą kombinacji

wygranych/przegranych w 12 + 2n rzutach, przy której zwycięstwo gracza
pierwszego następuje dokładnie po rzucie 12 + 2n (ale z symetrii to samo
jest dla gracza drugiego).

W tej sytuacji ogólny stosunek szans również wynosi p12 : q12.

Uwaga: Istotne założenie o równym kapitale na początku.
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Huygens

„Piąty problem Huygensa”
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Huygens – rozwiązanie

Do 2 wygranych:
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Huygens – rozwiązanie

Do 4 wygranych:

Zatem P : Q = dddd : cccc
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Huygens – rozwiązanie

Do 4 wygranych:
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Huygens – rozwiązanie

Do 3 wygranych:
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Huygens – rozwiązanie

Rozwiązanie do 12 wygranych nie zostało podane.

Zapewne Huygens wiedział, jak z przypadku {a = b = 3}
wywnioskować {a = b = 12},
podobnie jak wiedział, jak z {a = b = 2} wynika {a = b = 4}.

Uwaga 1: przedstawione rozumowanie korzysta z symetrii
problemu.

Uwaga 2: ogólne rozwiązanie wymagałoby osobnego rozwiązania
dla nieparzystych a.
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Bernoulli

podanie wzoru (bez uzasadnienia), że w ogólnym przypadku
stosunek szans to pb(pa − qa) : qa(pb − qb).

(najpewniej) błędne uzasadnienie, że w symetrycznym
przypadku stosunek szans to pa : qa
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de Moivre

Pełne rozwiązanie!

E 1 tura = p · α7+q · (−α6) = 0
ile na starcie︷ ︸︸ ︷

1− α7

1− α
= E po 1 turze = E po 2 turach = . . . = E na koniec = P·1− α

12

1− α

P : Q = p5(p7−q7)
p7(p5−q5)
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Martyngały – definicje

wyniki gier︷ ︸︸ ︷
X1,X2, . . . ,Xn →

wypłata︷ ︸︸ ︷
fn(X1, . . . ,Xn) = Mn

Powyższa sekwencja gier jest martyngałem, jeśli

E (Mn+1 |X1, . . . ,Xn) = Mn

Zmienna losowa N o wartościach w N ∪ {∞} jest momentem
zatrzymania jeśli to, czy zaszło {N = n} można stwierdzić na
podstawie X1, . . . ,Xn.
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Martyngały

Jeśli X1,X2, . . . ,M1,M2, . . . to martyngał, to

EX1 = EX2 = . . . = EXn.

Niech N – moment zatrzymania. Kiedy EX1 = EXN?

(Optional Stopping Theorem) Gdy N
p.n.
< ∞, EN <∞ oraz

E (|Mn+1 −Mn| |X1, . . . ,Xn) jest ograniczone na zbiorze n < N.
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Martyngały

W przypadku zadania o ruinie gracza

P(Xn = 1) = p, P(Xn = −1) = q

Nietrudno sprawdzić, że
Mn = (q/p)Sn jest martyngałem (Sn = X1 + . . .+ Xn),
N = min{n : Sn ∈ {−a, b}}} jest momentem zatrzymania.

Nblok: numer pierwszego bloku długości m + n, w którym wystąpiły
same wygrane Małgosi.

N ¬ (a + b)Nblok oraz Nblok <∞,ENblok <∞

Dla n < N mamy |Sn| ¬ min{a, b}, a zatem warunkowe wartości
oczekiwane przyrostów Mn są ograniczone na {n < N}.
W tej sytuacji, z twierdzenia o opcjonalnym stopowaniu:
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Martyngały

Mn = Sn − (p − q)n: też martyngał.

Podobnie:

EMN = EM0 = 0
EMN = ESN − (p − q)EN

=⇒ EN =
ESN
p − q

=
P · b − Q · a

p − q

Co dla p = q?
M̂n = S2n − n: też martyngał. W tym wypadku ESN = ab.
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Trzech graczy

Opis gry

Tytus, Romek i Atomek grają w następującą grę: w każdej rundzie
każdy z nich rzuca monetą. Jeśli wynik jednego z nich jest różny
od wyników pozostałych, bierze on od pozostałych po złotówce.
Gra kończy się, kiedy jeden z graczy zbankrutuje.

Niech N – liczba rozegranych rund. Jeśli mają równe
prawdopodobieństwa wygranej, wartość EN można obliczyć w
podobny sposób (Dennis Sandell, 1987).

Łukasz Rajkowski Matematyka w ruinie



Trzech graczy

Opis gry

Tytus, Romek i Atomek grają w następującą grę: w każdej rundzie
każdy z nich rzuca monetą. Jeśli wynik jednego z nich jest różny
od wyników pozostałych, bierze on od pozostałych po złotówce.
Gra kończy się, kiedy jeden z graczy zbankrutuje.

Niech N – liczba rozegranych rund. Jeśli mają równe
prawdopodobieństwa wygranej, wartość EN można obliczyć w
podobny sposób (Dennis Sandell, 1987).

Łukasz Rajkowski Matematyka w ruinie



Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

=
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

=
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= E (S1,nS2,nS3,n |Xi¬n) + . . .
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= S1,nS2,nS3,n + . . .
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn + . . .
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn +
∑
3

E (Si ,nSj ,nXk,n+1 |Xi¬n) + . . .
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn +
∑
3

Si ,nSj ,nE (Xk,n+1 |Xi¬n) + . . .
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn +
∑
3

Si ,nSj ,nE (Xk,n+1) + . . .
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn +
∑
3

Si ,nSj ,n · 0 + . . .
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn + 0 + . . .
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn + 0 +
∑
3

E (Si ,nXj ,n+1Xk,n+1 |Xi¬n) . . .
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn + 0 +
∑
3

Si ,nE (Xj ,n+1Xk,n+1 |Xi¬n) . . .
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn + 0 +
∑
3

Si ,nE (Xj ,n+1Xk,n+1) . . .
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn + 0 +
∑
3

Si ,n · (−1) + . . .
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn + 0 +
∑
3

Si ,n · (−1) + E (X1,n+1X2,n+1X3,n+1 |Xi¬n)
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn + 0 +
∑
3

Si ,n · (−1) + E (X1,n+1X2,n+1X3,n+1)
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn + 0 +
∑
3

Si ,n · (−1) + 2
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn + 0 + (−1)
∑
3

Si,n + 2
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn + 0− (a+ b+ c) + 2
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Trzech graczy

Niech Xi ,j – zysk i-tego gracza w j-tej rundzie, Si ,k =
∑k

j=0 Xi ,j .
Rozważmy Vn = Si ,nS2,nS3,n.

E (Vn+1 |Xi¬n) = E
(
(S1,n + X1,n)(S2,n + X2,n)(S3,n + X3,n) |Xi¬n

)
=

= Vn + 0− (a+ b+ c) + 2

Łatwo stąd wywnioskować, że Vn + n(3/4 · a− 2) jest
martyngałem. Ponadto, tak jak poprzednio, EN jest skończone,
podobnie jak samo N, i w związku z tym możemy korzystać z
twierdzenia o opcjonalnym stopowaniu. Oczywiście EV0 = abc,
EVN = a + b + c − 2 i dlatego

EN =
abc

a + b + c − 2
.
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Co jeszcze?

1 Chang (1995), Cho (1996) – 4 i więcej graczy w przypadku
symetrycznym

2 Zagadnienia numeryczne

3 Zastosowania w statystyce
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Co jeszcze?

1 Chang (1995), Cho (1996) – 4 i więcej graczy w przypadku
symetrycznym

2 Zagadnienia numeryczne

3 Zastosowania w statystyce
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Koniec Oczekiwany

Dziękuję za uwagę
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