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Woprowadzenie - jak wyceniaé i zabezpieczaé wyptaty?

Matematyka finansowa jest potrzebna, by modelowa¢ rynek i ryzyko na
nim, co pozwala m.in.:
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Woprowadzenie - jak wyceniaé i zabezpieczaé wyptaty?

Matematyka finansowa jest potrzebna, by modelowa¢ rynek i ryzyko na
nim, co pozwala m.in.:

1. Wycenia¢ wyptaty/ strumienie wyptat (jest to szczegélnie istotne dla
instrumentéw nieptynnych).
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Woprowadzenie - jak wyceniaé i zabezpieczaé wyptaty?

Matematyka finansowa jest potrzebna, by modelowa¢ rynek i ryzyko na
nim, co pozwala m.in.:

1. Wycenia¢ wyptaty/ strumienie wyptat (jest to szczegélnie istotne dla
instrumentéw nieptynnych).

2. Podac sposéb postepowania sprzedajacego wyptate by mégt wywiazaé
sie ze swoich zobowiazan.
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instrumentéw nieptynnych).

2. Podac sposéb postepowania sprzedajacego wyptate by mégt wywiazaé
sie ze swoich zobowiazan.

3. Przewidywac przyszte zachowania cen, co mozna robi¢ majac model
dynamiczny (przewaga modelu na badaniami statystycznymi).
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instrumentéw nieptynnych).
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sie ze swoich zobowiazan.

3. Przewidywac przyszte zachowania cen, co mozna robi¢ majac model
dynamiczny (przewaga modelu na badaniami statystycznymi).

4. Konstruowac rézne miary ryzyka oceniajace rézne sposoby postepowania
na rynku (ryzyko zwigzane z zajeciem konkretnej pozycji).
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Woprowadzenie - jak wyceniaé i zabezpieczaé wyptaty?

Matematyka finansowa jest potrzebna, by modelowa¢ rynek i ryzyko na
nim, co pozwala m.in.:

1. Wycenia¢ wyptaty/ strumienie wyptat (jest to szczegélnie istotne dla
instrumentéw nieptynnych).

2. Podac sposéb postepowania sprzedajacego wyptate by mégt wywiazaé
sie ze swoich zobowiazan.

3. Przewidywac przyszte zachowania cen, co mozna robi¢ majac model
dynamiczny (przewaga modelu na badaniami statystycznymi).

4. Konstruowac rézne miary ryzyka oceniajace rézne sposoby postepowania
na rynku (ryzyko zwigzane z zajeciem konkretnej pozycji).

5. Uwzglednia¢ wptyw réznych czynnikéw ekonomicznych (np. ratingéw).
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Woprowadzenie - jak wyceniaé i zabezpieczaé wyptaty?

Woprowadzenie - jak wycenia¢ i zabezpiecza¢ wyptaty?

Przyjmujemy takze zatozenie, ze rynek jest rynkiem idealnym tzn.
oprocentowanie kredytéw i depozytéw bankowych jest jednakowe,
inwestorzy nie ponosza zadnych kosztéw, tzn. kosztéw transakgji, kosztéw
prowizji, nie ptaca podatkéw, itp., nie ma ograniczen w dostepie do
kredytéw oraz rynek jest ptynny, tzn. mozemy kupi¢ lub sprzeda¢ dowolng
liczbe aktywéw.
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Woprowadzenie - jak wyceniaé i zabezpieczaé wyptaty?

Woprowadzenie - jak wycenia¢ i zabezpiecza¢ wyptaty?

Przyjmujemy takze zatozenie, ze rynek jest rynkiem idealnym tzn.
oprocentowanie kredytéw i depozytéw bankowych jest jednakowe,
inwestorzy nie ponosza zadnych kosztéw, tzn. kosztéw transakgji, kosztéw
prowizji, nie ptaca podatkéw, itp., nie ma ograniczen w dostepie do
kredytéw oraz rynek jest ptynny, tzn. mozemy kupi¢ lub sprzeda¢ dowolng
liczbe aktywéw.

Rozwazmy najprostszy model rynku finansowego - rynek jednookresowy
dwustanowy. Zatem Q = {w1,w>}, prawdopodobienstwo P jest takie, ze
P({w1}) =p >0, P({w2}) =1—p > 0. Na rynku jednookresowym
dwustanowym transakcje odbywaja sie w dwu chwilach czasu: chwili O i
chwili T.

Dwa papiery wartosciowe: jeden ryzykowny (np. akcje) o cenie S; i drugi
pozbawiony ryzyka — rachunek bankowy o cenie B, gdzie t € {0, T}. Sa
to instrumenty bazowe na tym rynku. Stopa procentowa jest stata i wynosi
r w okresie czasu od 0 do T.
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Idea wyceny

Zatem
Bo=1, Br=1+r,

SY gdy w=uwi,
S9 gdy w = ws.

So=s,  St(w)= {

Na rynku istnieje wiele instrumentéw pochodnych, tzn. takich, ktérych
cena zalezy od cen aktywéw podstawowych np.

europejska opcja kupna: wyptata (S — K)™.

Kazde aktywo pochodne mozna utozsamia¢ z wyptata X generowana przez
to aktywo. Wyptata X zalezy od scenariusza, wiec jest zmienng losowa
okreslong na Q.
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Idea wyceny

Zatem
Bo=1, Br=1+r,

u —

So=s,  Sr(w)= {5 ey W=,

S9 gdy w = ws.
Na rynku istnieje wiele instrumentéw pochodnych, tzn. takich, ktérych
cena zalezy od cen aktywéw podstawowych np.
europejska opcja kupna: wyptata (S — K)™.
Kazde aktywo pochodne mozna utozsamia¢ z wyptata X generowana przez
to aktywo. Wyptata X zalezy od scenariusza, wiec jest zmienng losowa
okreslong na Q.
Wiemy, ile mozemy dosta¢ w przysztosci, gdy posiadamy wyptate
europejska. Powstaje pytanie ile za te wyptate powinnismy zaptaci¢ (jest to
problem wyceny opcji).
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Idea wyceny

Przykfad 1:

Zaktadamy, ze dwa mozliwe scenariusze sa jednakowo prawdopodobne.
Aktywo ryzykowne: Sp =1, S1(w1) =7, S1(w2) = 1. Cena aktywa bez
ryzyka jest réwna By = 1, By = 2. Jak wyceni¢ opcje kupna dajaca
wyptate koncowa C; = (51 — K)™, gdy K = 3.
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Idea wyceny

Przyktad 1:

Zaktadamy, ze dwa mozliwe scenariusze sa jednakowo prawdopodobne.
Aktywo ryzykowne: Sp =1, S1(w1) =7, S1(w2) = 1. Cena aktywa bez
ryzyka jest réwna By = 1, By = 2. Jak wyceni¢ opcje kupna dajaca
wyptate koncowa C; = (51 — K)™, gdy K = 3.

Korzystamy z metod matematyki ubezpieczeniowej. Dla ustalonego
scenariusza warto$¢ dzisiejsza strumienia pieniedzy jest réwna sumie
zdyskontowanych przeptywéw. Zatem mozemy przypuszczaé, ze cena opgji

1
Co = E(Ei) = 505-4405-0] =1,

gdyz Gi(w1) =4, G(w2) =0.
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Idea wyceny

Przyktad 1:

Zaktadamy, ze dwa mozliwe scenariusze sa jednakowo prawdopodobne.
Aktywo ryzykowne: Sp =1, S1(w1) =7, S1(w2) = 1. Cena aktywa bez
ryzyka jest réwna By = 1, By = 2. Jak wyceni¢ opcje kupna dajaca
wyptate koncowa C; = (51 — K)™, gdy K = 3.

Korzystamy z metod matematyki ubezpieczeniowej. Dla ustalonego
scenariusza warto$¢ dzisiejsza strumienia pieniedzy jest réwna sumie
zdyskontowanych przeptywéw. Zatem mozemy przypuszczaé, ze cena opgji
G 1
G :E(—) — 2[05-4405-0] =1,
0 B, 2[ + ]
gdyz Ci(w1) =4, CGi(w2) = 0.
Ale, czy tak wyliczona cena opcji jest sensowna?
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Idea wyceny

Przyktad 1:

Zaktadamy, ze dwa mozliwe scenariusze sa jednakowo prawdopodobne.
Aktywo ryzykowne: Sp =1, S1(w1) =7, S1(w2) = 1. Cena aktywa bez
ryzyka jest réwna By = 1, By = 2. Jak wyceni¢ opcje kupna dajaca
wyptate koncowa C; = (51 — K)™, gdy K = 3.

Korzystamy z metod matematyki ubezpieczeniowej. Dla ustalonego

scenariusza warto$¢ dzisiejsza strumienia pieniedzy jest réwna sumie

zdyskontowanych przeptywéw. Zatem mozemy przypuszczaé, ze cena opgji
Go = E(éi) - %[0,5~4+0,5 0] =1,

gdyz' Cl(wl) = 4, Cl(LUz) =0.

Ale, czy tak wyliczona cena opcji jest sensowna? NIE. Tak wyliczona

cena opcji jest réwna 1, ale nikt rozsadny nie bedzie kupowat opcji za te

cene, gdyz lepiej kupi¢ za te cene akcje. Akcja daje zawsze wigkszy zysk niz

opcja. Przy tej wycenie na rynku pojawita sie mozliwos$¢ uzyskania zysku

bez ryzyka. Sprzedajemy opcje i za uzyskane pienigdze kupujemy-akcje.
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Idea wyceny

Poprzednia sytuacja wynikneta z przyjecia zatozenia, ze oba scenariusze
wydarzen s3 réwnoprawdopodobne. Zatézmy, ze scenariusze maja rézne
szanse realizacji. Gdy P({w1}) = p € (0, 1), to liczac j.w. otrzymujemy
Co = 2p.

Tu oczywiscie wida¢, ze tak wyznaczona wielkos¢ zalezy od wyboru

prawdopodobiefnstwa P, zatem od oszacowania szans zajscia
poszczegdlnych scenariuszy na rynku przez inwestora.

J.Jakubowski (UW ) Dlaczego matematyka finansowa? 30.01.2017 6 /29



Idea wyceny

Poprzednia sytuacja wynikneta z przyjecia zatozenia, ze oba scenariusze
wydarzen s3 réwnoprawdopodobne. Zatézmy, ze scenariusze maja rézne
szanse realizacji. Gdy P({w1}) = p € (0, 1), to liczac j.w. otrzymujemy
Co = 2p.

Tu oczywiscie wida¢, ze tak wyznaczona wielkos¢ zalezy od wyboru
prawdopodobiefnstwa P, zatem od oszacowania szans zajscia
poszczegdlnych scenariuszy na rynku przez inwestora.

Jakie przyja¢ kryterium wyboru rozktadu prawdopodobienistwa P dajacego
prawdziwa cene opcji na rynku?

Wiecej, nie jest jasne co to jest cena. Zatem jak wyceniaé¢ na chwile
obecna wyptate X otrzymywana w chwili koncowe;j?
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Idea wyceny

Idea rozwigzania tego problemu: portfel replikujacy.

Portfel ¢ = (3, ) jest to para liczb, gdzie « jest liczba posiadanych akgji
w chwili zero, za$ 3 jest wysokoscia wktadu bankowego (ewentualnie
wielkoscig kredytu, gdy 8 < 0) w chwili zero.

Kazda para (3, a) € R? tworzy portfel, co odzwierciedla fakt, ze mozna
handlowaé¢ dowolng liczba aktywoéw, dopuszczenie wartosci ujemnych 3
oznacza, ze mozemy dowolnie duzo pozycza¢, a dopuszczenie wartosci
ujemnych « oznacza, ze rynek ten dopuszcza takze krétkg sprzedaz akgji.
Zbiér wszystkich mozliwych portfeli oznaczaé bedziemy przez ©. W
modelu, ktéry przyjelismy, ® = R2.

Dla przykfadu, portfel (—3,7) oznacza, ze w portfelu jest siedem akgji, tzn.
inwestor kupit 7 akcji i pozyczyt 3 jednostki z banku.
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Idea wyceny

Wartosé portfela
Niech ¢ = (8, &) bedzie portfelem inwestora, ktéry sprzedat wyptate X.
Wartos¢ portfela Vi(¢) w chwili t wynosi dla t =0it = T, odpowiednio:

Volp) = aSo + 8, Vr(p) = aSt+B(1+r).

Inwestor sprzedajacy wyptate X musi umie¢ ja zabezpieczy¢ tzn. wartosé
portfela ¢ zbudowanego za otrzymane ze sprzedazy pieniadze musi w chwili
T by¢ réwna wartosci wyptaty, czyli portfel ¢ musi replikowaé wyptate X:

V(o) (wi) = X(wi) dlai=1,2.

Portfel ¢ jest doskonatym zabezpieczeniem wyptaty X, gdyz eliminuje
catkowicie ryzyko. Znajdujac taki portfel inwestor rozwiazuje drugi
podstawowy problem matematyki finansowej: jak zabezpieczyé wyptate X
posiadajac pieniadze z jej sprzedazy?
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Naturalne jest zdefiniowanie racjonalnej ceny Mo(X) wyptaty X jako
poczatkowe]j inwestycji potrzebnej do konstrukgji portfela replikujacego,

tzn.: def
Mo(X) =" Vo(e),

gdzie ¢ jest portfelem replikujacym.
Fakt. Na rynku dwustanowym jednookresowym kazda wypfata jest
replikowalna.

Przyktad
Wycenimy opcje z przyktadu 1. Portfel ¢ = («, ) jest portfelem

replikujacym, gdy
Ta+20=4, a+25=0.

Ten ukfad réwnar ma doktadnie jedno rozwiazanie: o =2/3, f = —1/3.
Stad Co = Wo(p) =2/3-1/3=1/3.

Znajac sktad portfela replikujacego wystawca opcji wie jak wygenerowac
wielkos¢ (St — 3)™ w chwili T dysponujac zaptata za opcje. Zatem potrafi
rozwiazaé problem zabezpieczenia wyptaty - problem hedgingu.
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Idea wyceny

Przyktad

Gdy So =10, S9 =12, S¥ =13, X9 =5, X¥* =15, r=0,1, to
otrzymujemy MNo(X) = —50/11.

Na tym rynku mozemy osiggnac zysk bez ryzyka pozyczajac 10 jednostek z
banku i kupujac za te kwote akcje. Wtedy w chwili T sprzedajac akcje
otrzymujemy co najmniej 12, a do banku musimy zwrdéci¢ 11.

v

Chcemy takie sytuacje wykluczy¢, zatem chcemy z rynku wykluczy¢ portfel
¢ (nazywany arbitrazem lub portfelem arbitrazowym) dla ktérego

Vo(e) =0, Vr(e) >0, JweQ Vr(p)(w)>D0.

Moéwimy, ze model rynku M = (S, B, @) jest wolny od arbitrazu, gdy nie
ma mozliwosci arbitrazu w klasie portfeli ®.

Istnienie mozliwosci arbitrazu $wiadczy o serii powaznych btedéw w wycenie
instrumentéw na rynku. Zatem model rynku powinien by¢ modelem bez
mozliwosci arbitrazu.
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Idea wyceny

Liczenie wprost z definicji ceny instrumentu pochodnego na dowolnym
rynku bez mozliwosci arbitrazu jest bardzo skomplikowane.
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Idea wyceny

Liczenie wprost z definicji ceny instrumentu pochodnego na dowolnym
rynku bez mozliwosci arbitrazu jest bardzo skomplikowane.

Czy mozemy wyliczy¢ cene instrumentu pochodnego opierajac sie na
liczeniu wartosci oczekiwanej wzgledem pewnej wyr6znionej miary
probabilistycznej? Znowu przeprowadzimy rozwazania dla rynku
jednookresowego dwustanowego.

cd. przyktadu 1.

So=1, Si(w1) =7, Si(w2) =1, By =1, By = 2. Wiemy, ze cena wyptaty
X =C = (S5 —3)" jest réwna Gy = 1/3. Zatem Gy € [0, 2], gdzie
X(w1)/B1 =0,X(w2)/B1 =2, Stad dla g =1/6

G = qX(wl)/Bl + (1 — q)X(WQ)/Bl = EQX,

gdzie Q({w1}) = g =1/6, Q({w2}) =1 — q. Dla tej miary
probabilistycznej @ zachodzi takze

So=1 :7/12+5/12 = EQSl/Bl.
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Idea wyceny

Czy jest to przypadek wynikajacy ze szczegélnego doboru danych? Czy
cena jest wartoscig oczekiwang wyptaty wzgledem pewnego rozktadu?
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Idea wyceny

Czy jest to przypadek wynikajacy ze szczegélnego doboru danych? Czy
cena jest wartoscig oczekiwang wyptaty wzgledem pewnego rozktadu?
Rynek jest bez mozliwosci arbitrazu <= gdy S¢ < So(1 + r) < S tzn.
So(1 + r) jest kombinacja wypukta koncéw odcinka

<= gdy istnieje v € (0, 1), takie ze

So(1+r)=7S"+ (1 —7)s¢.
Liczba « zadaje nowe prawdopodobiefistwo Q, takie ze Q(w1) = 7. Wtedy

1
S —EpS
0 — 1+ Q2T

czyli otrzymaliSmy wzér przedstawiajacy cene dzisiejsza jako zdyskontowana
wartos¢ oczekiwang ceny jutrzejszej wzgledem prawdopodobienstwa Q.
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Idea wyceny

Czy jest to przypadek wynikajacy ze szczegélnego doboru danych? Czy
cena jest wartoscig oczekiwang wyptaty wzgledem pewnego rozktadu?
Rynek jest bez mozliwosci arbitrazu <= gdy S¢ < So(1 + r) < S tzn.
So(1 + r) jest kombinacja wypukta koncéw odcinka

<= gdy istnieje v € (0, 1), takie ze

So(1+r)=7S"+ (1 —7)s¢.
Liczba « zadaje nowe prawdopodobiefistwo Q, takie ze Q(w1) = 7. Wtedy

1
So=—E@S
0 — 1 Tr Q2T
czyli otrzymaliSmy wzér przedstawiajacy cene dzisiejsza jako zdyskontowana
wartos¢ oczekiwang ceny jutrzejszej wzgledem prawdopodobienstwa Q.
Brak mozliwosci arbitrazu = istnieniu prawdopodobienstwa Q, takiego
So = 1 EqST.
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Idea wyceny

Majac takie Q znajdujemy cene. Gdy ¢ = (3, «) jest portfelem
replikujagcym X (taki jest tylko jeden), to

EQ< X ) _ EQ(VT(tp)):EQ(aST+(1+r)5>:

1+r 1+r 1+r 1+r
. 0457' . % . .
= Eo({-) +8=aS;+5=Vo(p) = Mo(X).
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Idea wyceny

Majac takie Q znajdujemy cene. Gdy ¢ = (3, «) jest portfelem
replikujagcym X (taki jest tylko jeden), to

EQ< X ) _ EQ(VT(tp)):EQ(aST+(1+r)5>:

1+r 1+r 1+r 1+r
. 0457' . % . .
= Eo({-) +8=aS;+5=Vo(p) = Mo(X).

Jak to przenies¢ na modele ogélne?
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Rynek z czasem dyskretnym

Opiszemy idee rozwiazania tego problemu na przykfadzie rynku z czasem
dyskretnym.

S to wektor cen (k + 1) instrumentéw finansowych (instrumentéw
pierwotnych) istniejacych na tym rynku

Sy =(S2, sk, ..., Sky,
)

S jest procesem adaptowanym. S° (ozn
jest to proces prognozowalny.

B jest cena aktywa bez ryzyka,
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Opiszemy idee rozwiazania tego problemu na przykfadzie rynku z czasem
dyskretnym.

S to wektor cen (k + 1) instrumentéw finansowych (instrumentéw
pierwotnych) istniejacych na tym rynku

Sy =(S2, sk, ..., Sky,

) B jest cena aktywa bez ryzyka,

S jest procesem adaptowanym. S° (o
jest to proces prognozowalny.
Wyptata (europejska) X w chwili T nazwiemy dowolng zmienna losowa

Fr-mierzalna.
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Rynek z czasem dyskretnym

Opiszemy idee rozwiazania tego problemu na przykfadzie rynku z czasem
dyskretnym.

S to wektor cen (k + 1) instrumentéw finansowych (instrumentéw
pierwotnych) istniejacych na tym rynku
St = (Si?vstl""’st,{()/v

S o (ozn)

jest procesem adaptowanym. S° "=
jest to proces prognozowalny.
Wyptata (europejska) X w chwili T nazwiemy dowolng zmienna losowa
Fr-mierzalna.
Strategia finansowa (portfelem) bedziemy nazywa¢ dowolny proces
prognozowalny (¢;)se7 0 wartosciach w RKF1:

B jest cena aktywa bez ryzyka,

Pt = (9087 90%7 cee Splt()/'
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Rynek z czasem dyskretnym

Portfel ¢ nazywamy samofinansujacym sie gdy

k k
ici i i
ZSOt t = Z@tJrlSt-

i=0 i=0
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Rynek z czasem dyskretnym

Portfel ¢ nazywamy samofinansujacym sie gdy
k o k ) )
D oPSi=) et
i=0 i=0
Wartoscia portfela o w chwili t nazywamy liczbe:

k
Vi(p) = #iSi-
i=0

Portfel ¢ jest samofinansujacy sie wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich t
spetniona jest réwnos¢

t—1

Vi(p) = Vo(9) + D @us1(Sur1 — Su)-
u=0
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Rynek z czasem dyskretnym

Wyptate X nazwiemy osiagalna, gdy istnieje portfel ¢ taki, ze
Vr(p) = X.
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Rynek z czasem dyskretnym

Wyptate X nazwiemy osiagalna, gdy istnieje portfel ¢ taki, ze
Vr(p) = X.

Ale trzeba wykluczy¢ arbitraz, zatem wykluczy¢ mozliwos¢ osiagniecia
zysku bez ryzyka przy pomocy odpowiedniej strategii.
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Rynek z czasem dyskretnym

Wyptate X nazwiemy osiagalna, gdy istnieje portfel ¢ taki, ze
Vr(p) = X.

Ale trzeba wykluczy¢ arbitraz, zatem wykluczy¢ mozliwos¢ osiagniecia
zysku bez ryzyka przy pomocy odpowiedniej strategii.

Zatem na rynku bez mozliwosci arbitrazu cene wyptaty osiggalnej X w
chwili t definiujemy jak wartos¢ portfela replikujacego X w chwili t.
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Rynek z czasem dyskretnym

Wyptate X nazwiemy osiagalna, gdy istnieje portfel ¢ taki, ze
Vr(p) = X.

Ale trzeba wykluczy¢ arbitraz, zatem wykluczy¢ mozliwos¢ osiagniecia
zysku bez ryzyka przy pomocy odpowiedniej strategii.

Zatem na rynku bez mozliwosci arbitrazu cene wyptaty osiggalnej X w
chwili t definiujemy jak wartos¢ portfela replikujacego X w chwili t.

Problem: Znalez¢ narzedzia pozwalajace znajdowa¢ ceny i odpowiednie
strategie.
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Miara martyngatowa

Miara martyngatowa J

Wszystko dzieje sie na ustalonej przestrzeni probabilistycznej z filtracja.
Model rynku finansowego to para M = (S, ®), gdzie S to wektor cen
(k + 1) instrumentéw finansowych, a ® podklasa strategii
samofinansujacych sie. Zaktadamy, ze na rynku nie istnieje strategia
arbitrazowa.
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Miara martyngatowa

Miara martyngatowa J

Wszystko dzieje sie na ustalonej przestrzeni probabilistycznej z filtracja.
Model rynku finansowego to para M = (S, ®), gdzie S to wektor cen
(k + 1) instrumentéw finansowych, a ® podklasa strategii
samofinansujacych sie. Zaktadamy, ze na rynku nie istnieje strategia
arbitrazowa.

Wartos¢ procesu replikujacego wyptate osiggalng X nazywamy ceng
arbitrazowa X na rynku M i oznaczamy przez I1,(X).
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Miara martyngatowa

Miara martyngatowa J

Wszystko dzieje sie na ustalonej przestrzeni probabilistycznej z filtracja.
Model rynku finansowego to para M = (S, ®), gdzie S to wektor cen
(k + 1) instrumentéw finansowych, a ® podklasa strategii
samofinansujacych sie. Zaktadamy, ze na rynku nie istnieje strategia
arbitrazowa.

Wartos¢ procesu replikujacego wyptate osiggalng X nazywamy ceng
arbitrazowa X na rynku M i oznaczamy przez I1,(X).

Wektor S* = (1,S5*1,...,5*K), gdzie S}/ = l% dlai=1,...,k, nazwiemy
zdyskontowanym procesem cen. Oznaczenie: V() = %:0).
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Miara martyngatowa

Definicja

Miare probabilistyczna P* na (2, F7) réwnowazna z P nazywa sie miara
martyngatowa dla zdyskontowanego procesu cen S*, gdy S* jest
P*-martyngatem wzgledem filtracji (F):.
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Miara martyngatowa

Definicja

Miare probabilistyczna P* na (2, F7) réwnowazna z P nazywa sie miara
martyngatowa dla zdyskontowanego procesu cen S*, gdy S* jest
P*-martyngatem wzgledem filtracji (F):.

Strategia ¢ jest samofinansujaca sie wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich t < T zachodzi réwnos¢:

t—1

Vi(p) = V5 (9) + D pur1(Siaa — o).
u=0

Stad strategia ¢ jest samofinansujaca sie wtedy i tylko wtedy, gdy V;*(¢)
jest martyngatem
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Miara martyngatowa

Twierdzenie

Niech P(M) # (). Wtedy M jest rynkiem bez mozliwosci arbitrazu.
Ponadto, cena arbitrazowa w chwili t osiagalnej na rynku M wyptaty X
jest dana wzorem

M(X) = BeEp- (5 17:).

dla dowolnego P* € P(M).
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Miara martyngatowa

Twierdzenie

Niech P(M) # (). Wtedy M jest rynkiem bez mozliwosci arbitrazu.
Ponadto, cena arbitrazowa w chwili t osiagalnej na rynku M wyptaty X
jest dana wzorem

M(X) = BeEp- (5 17:).

dla dowolnego P* € P(M).

Dla wyptaty nieosiggalnej wprowada sie pojecie ceny arbitrazowej
uogdlnionej, to taka cena instrumentu, ktéra nie wprowadza arbitrazu na
ten rynek. W chwili t = 0 jest to liczba z dobrze zdefiniowanego przedziatu.
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Model Blacka-Scholesa

To wszystko w naturalny sposéb przenosi sie na rynek z czasem ciagtym ze
skoiczong liczbg instrumentéw bazowych.
Klasyczny model Blacka-Scholesa Zaktadamy, ze

dSt = /.Lstdt + O'Stth, g > 0, n e R,

dBt = rBtdt, r Z 0.
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Model Blacka-Scholesa

To wszystko w naturalny sposéb przenosi sie na rynek z czasem ciagtym ze
skoiczong liczbg instrumentéw bazowych.
Klasyczny model Blacka-Scholesa Zaktadamy, ze

dSt = ,uStdt + O'Stth, g > 0, n e R,

dBt = rBtdt, r Z 0.

W klasycznym modelu Blacka-Scholesa istnieje jedyna miara martyngatowa.
Dynamika S* przy mierze P* ma posta¢

ds: = oSFdW,,

. Yy . r—“ . .
gdzie Wy = W; — “=Ft jest P*-procesem Wienera.
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Model Blacka-Scholesa

Twierdzenie - (stawne wzory Blacka-Scholesa)

Cena arbitrazowa europejskiej opcji kupna C; = C(S;,t, T, K) z ceng
wykonania K i momentem wykonania T na rynku Blacka-Scholesa jest
réwna:

Ct =c(S:, T —t),
dla t € [0, T], przy czym funkcja C: Ry x [0, T] = R jest postaci

c(x,t) = x N(di(x,t)) — Ke” " N(da(x, t)),

gdzie
In % + (r + 302)t
di(x,t) = —K a(ﬁ2 ), (1)
d(x,t) = di(x,t) — oVt = n i +(£:/_f %GZ)t, (2)
a N(-) jest dystrybuanta rozktadu N(0, 1). )
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Model Blacka-Scholesa

W modelu Blacka-Scholesa kazda wyptata w chwili T zdefiniowana przez
F1 mierzalng zmienna losowa X, ktéra jest catkowalna z kwadratem
wzgledem P* jest osiggalna i jej cena arbitrazowa jest réwna

Ne(X) = Ep- (e~ T X|F,). (3)
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Model Blacka-Scholesa

W modelu Blacka-Scholesa kazda wyptata w chwili T zdefiniowana przez
F1 mierzalng zmienna losowa X, ktéra jest catkowalna z kwadratem
wzgledem P* jest osiggalna i jej cena arbitrazowa jest réwna

Me(X) = Ep<(e” T X|Fy). (3)
Ale nie zawsze znajdujemy jawna formute dajaca cene.

Czesto juz nie potrafimy znalez¢ jawnych wzoréw na ceny:

np. na ceny opcji zaleznych od catej trajektorii lub ceny opcji nieliniowych
tzn. opcji o wyptacie X = (h(S71) — K)* dla bardziej skomplikowanej
postaci funkgji h.

W takich przypadkach czesto stosuje sie metody symulacyjne opierajace sie

na Mocnym Prawie Wielkich Liczb. Do wyliczenia tej wartosci oczekiwanej
uzywamy metod Monte Carlo.
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Model Blacka-Scholesa

Model Blacka-Scholesa — wszystko zalezy od wspétczynnika zmiennosci o.
Pozostate dane bierzemy z rynku.
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Model Blacka-Scholesa

Model Blacka-Scholesa — wszystko zalezy od wspétczynnika zmiennosci o.
Pozostate dane bierzemy z rynku.

Zmiennos¢ implikowana: Dla ustalonych T, K znajdujemy taka liczbe ojmp,
ze
cena rynkowa = C(S50,0, T, K, 0imp).

Okazuje sie, ze Gimp = Timp(K, T).
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Model Blacka-Scholesa

Model Blacka-Scholesa — wszystko zalezy od wspétczynnika zmiennosci o.
Pozostate dane bierzemy z rynku.

Zmiennos¢ implikowana: Dla ustalonych T, K znajdujemy taka liczbe ojmp,
ze
cena rynkowa = C(S50,0, T, K, 0imp).

Okazuje sie, ze Gimp = Timp(K, T).

Rynek rzeczywisty (realny, nie model) wycenia europejska opcje kupna za
pomoca wzoru Blacka-Scholesa (tzn. formuty zadanej wzorem

C(S5:,t, T,K)).

Zatem gdy proponuje sie inny model rynku, to cena europejskiej opcji
kupna musi by¢ zadana za pomocg wzoru Blacka-Scholesa.
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Modele stochastycznej zmiennosci

Modele stochastycznej zmiennosci J

Model zmiennosci lokalnej. Przy mierze martyngatowej P*

dst = rStdt + O'(St, t)Stth,

J.Jakubowski (UW ) Dlaczego matematyka finansowa? 30.01.2017 24 / 29



Modele stochastycznej zmiennosci

Modele stochastycznej zmiennosci J

Model zmiennosci lokalnej. Przy mierze martyngatowej P*

dSt = rStdt + O'(St, t)Stth,

Model stochastycznej zmiennosci. Przy mierze martyngatowej P*

C/St = rStdt + UtStdW:7
doe = a(o¢, t)dt + b(oy, t)d W,

gdzie W* i w sa standardowymi procesami Wienera na wspélnej
przestrzeni probabilistycznej ze wspétczynnikiem korelacji p € [—-1, 1].
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Modele stochastycznej zmiennosci

Model Hestona

dSt = rStdt + \/Estth*,
do: = k(v — op)dt +n/ord W,
gdzie W*, W sa j.w. z p statym, k, 1, v sa statymi, v > 0 jest

dtugoterminowg $rednia, k > 0 wspotczynnikiem powrotu do $redniej,
1 > 0 zmiennoscia kwadratu zmiennosci.
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Modele stochastycznej zmiennosci

Model Hestona

dSt = rStdt + \/O'tstth*,

do: = k(v — op)dt +n/ord W,
gdzie W*, W sa j.w. z p statym, k, 1, v sa statymi, v > 0 jest
dtugoterminowg $rednia, k > 0 wspotczynnikiem powrotu do $redniej,
1 > 0 zmiennoscia kwadratu zmiennosci.

Ostatnio intensywnie bada sie model SABR (stochastic a3p model)

dFy = wFldwy,

dvi = avidW,, Vo = a,

gdzie W i W j.w., a state 3 € (0,1), a > 0.
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Rynek obligacji

Rynek obligacji J

Instrumentem bazowym jest obligacja zero—kuponowa t.j. instrument
ptacacy posiadaczowi 1 jednostke pieniezng w ustalonej z géry chwili 6 w
przysztosci. Niech P(t,6), 0 < t < 6 oznacza cene rynkowa obligacji w
chwili t.

e Na rynku jest rachunek bankowy bezryzykowny zdany przez podanie stopy
krotko terminowej (short term interest rate) ry. Zatem B; = exp(fot rydu).

Jaki jest zwigzek pomiedzy obligacja, a rachunkiem bankowym?
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Rynek sktadajacy sie z k obligacji i rachunku bankowego miesci sie w
poprzednim schemacie, wiec

1
P(t> 9) = B:Ep-~ <§9|ft) = Ep*(e_ ft9 r5d5|ft)

dla 6 € {61,...,04).
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Rynek sktadajacy sie z k obligacji i rachunku bankowego miesci sie w
poprzednim schemacie, wiec

1
P(t> 9) = B:Ep-~ <§9|ft) = Ep*(e_ ft9 r5d5|ft)

dla 6 € {01,...,0,}.

Ogolnie

Definicja

Rodzing P(t,0), 0 <t <0 < T proceséw adaptowanych nazywamy wolna
od arbitrazu rodzing cen obligacji wzgledem r jesli

i) P(6,0) =1 dla kazdego 0 < T,

ii) istnieje miara probabilistyczna P* taka, ze P*(t,0) = P(t,0)/B; jest
P*-martyngatem dla kazdego 6 < T.

Zatem dla kazdego terminu zapadalnosci 6:

P(t, 0) = Ep- (6_ ftg rsds‘ft)
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Prawdopodobienistwo — zbedny ozdobnik

Model - nalezy zachowa¢ balans pomiedzy komplikacja modelu, a jego
uzytecznoscia.
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Prawdopodobienistwo — zbedny ozdobnik

Model - nalezy zachowa¢ balans pomiedzy komplikacja modelu, a jego
uzytecznoscia.

Model free approach
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Prawdopodobienistwo — zbedny ozdobnik

Model - nalezy zachowa¢ balans pomiedzy komplikacja modelu, a jego
uzytecznoscia.

Model free approach

Kiedy ta teoria jest niepotrzebna? Kiedy tego typu matematyka jest
zbednym ozdobnikiem w finansach?
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Prawdopodobienistwo — zbedny ozdobnik

Model - nalezy zachowa¢ balans pomiedzy komplikacja modelu, a jego
uzytecznoscia.

Model free approach

Kiedy ta teoria jest niepotrzebna? Kiedy tego typu matematyka jest
zbednym ozdobnikiem w finansach?

Jest niepotrzebna dla ludzi i firm szukajacych natychmiastowego zysku i
traktujacych rynek jak pole gry.

Dla nich podstawowym narzedziem jest analiza techniczna (ale tu oprécz
psychologii wykorzystuje sie statystyke i informatyke).
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Tyle na dzisiaj

Dziekuje za uwage !
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