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Na Analizie I poznajemy funkcje elementarne.

Uczymy sie tez wzorow pozwalajacych je rozniczkowac, z ktorych wynika,
ze pochodna funkcji elementarnej jest takze funkcja elementarna.



Na Analizie I poznajemy funkcje elementarne.

Uczymy sie tez wzorow pozwalajacych je rozniczkowac, z ktorych wynika,
ze pochodna funkcji elementarnej jest takze funkcja elementarna.

Poznajemy tez algorytm z ktorego wynika, ze calka nieoznaczona z kazde]
funkcji wymiernej jest funkcja elementarna, np.

dx 1 1 V3 r+ 1
= —ln|z—2|— —In|z? + 2z + 4| — Yarctg .
/1:3_8 = n|r— 2| od n |z + 2z + 4] lgarcg,( 7 )+C

Kazdy student matematyki slyszy tez na pierwszym roku studiow, ze

nie istnieje funkcja elementarna f taka, Ze fe_‘rzdaf: = f(z)

1. .. do konca studiow nie dowiaduje sie dlaczego tak jest. Czyli: na koncu

nie zawsze jest odpowied?.







TWIERDZENIE (Joseph Liouville, 1835)
Nie istnieje funkcja elementarna f taka, ze f' = e~
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Funkcje elementarne, to:
— funkcje wielomianowe i wymierne,
— funkcje potegowe,
— funkcje wykiadnicze 1 logarytmiczne,
— funkcje trygonometryczne i funkcje do nich odwrotne,
— funkcje hiperboliczne 1 funkcje do nich odwrotne

oraz dowolne funkcje, ktére mozemy otrzymac z powyzszych za pomoca
wielokrotnego wykonywania na nich czterech dzialan arytmetycznych oraz
ich skladania.
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— funkcje trygonometryczne i funkcje do nich odwrotne,
— funkcje hiperboliczne 1 funkcje do nich odwrotne
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Na przykilad, funkcja elementarna, jest
z+1
In (22 + e=7+2 )
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Funkcje elementarne, to:
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Zatem funkcje elementarne to:

— funkcje wymierne,

— funkcje e” oraz Inz,

— funkcje trygonometryczne i do nich odwrotne

oraz dowolne funkcje, ktére mozemy otrzymac z powyzszych za pomoca
wielokrotnego wykonywania na nich czterech dzialan arytmetycznych oraz

sktadania.



Mozliwe jest dalsze skrocenie tej listy, gdy do rodziny funkcji elementarnych
zaliczymy powyzsze funkcje rozszerzone na liczby zespolone.

Wtedy mozemy wyeliminowac z nasze]j listy funkcje trygonometryczne:

. B*.-Eﬂ:: L B—z':n E:-E:c + B—:-E:I: ] Ei:ﬂ L E—:-E:t:
sin(z) = ", cos(z) = () =5

2

oraz odwrotne do nich funkcje cyklometryczne:

. . T
arctg(z) = —;— - [1ni+z - g] , arccos(x) = arctg ( ol 1) :

in(x) t ( -
arcsin(xr) = arctg :
\/1—35‘2



Zatem funkcje elementarne to:

— funkcje wymierne,

— funkcje e® oraz Inz,

- funke: - , . donichod

oraz dowolne funkcje, ktére mozemy otrzymac z powyzszych za pomoca
wielokrotnego wykonywania na nich czterech dzialan arytmetycznych oraz

skiadania.



Powyzsze uogdlnienie nie wplynie na rozwiazanie naszego zadania, bowiem

. . —_ 2 - . . #
udowodnimy, ze [ e~ % dz nie jest funkcja elementarng nawet w tym ogdl-
niejszym sensie.




Funkcje elementarne to funkcje z, e*, Inz oraz wszystkie te funkcje, ktoére
mozemy z nich uzyska¢ za pomoca wielokrotnego wykonywania czterech
dzialan arytmetycznych oraz skiadania.

Kazda z nich jest okreslona na pewnym podzbiorze otwartym C.
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Przyjrzyjmy sie ”zielonej” operacji.

(_|__) ap,z™ + -+ a1z + ag ar,.g,bjEC

bnz™ 4+ 4 b1z + by’

Otrzymujemy cialo funkcji wymiernych C(z).



Jak wygladaja nastepne zastosowania "zielone)” operacji?

Gdy do danego ciala funkcji K,, dolaczymy nowa funkcje h, na przykiad

za pomoca, f = el lub f = In(f)
+— anh(z)" + -+ a1h(z) + ag
Kﬂ, h 3 i?b' Kﬂ,
. (X:) bh(z)™ 4 -+ 4 b1h(z) + bo 495

Tak otrzymane funkcje tworza, nowe cialo K, .



Widzimy, ze funkcje elementarne zdefiniowane sa w sposob rekurencyjny.
Wobec tego kazda funkcje elementarna znajdziemy na ostatnim pietrze
pewnej wiezy cial:

Ky, ¢ K, ¢ K, <C --- C K

|| || || I
C(x) Ko (f1) K (f2) Kp—1(fn)

przy czym dla kazdego ¢ = 1,...,n funkcja f;(x) jest postaci In(g(z)) lub
e9(*) dla pewnej funkeji g(z) € K;—1.



To juz prawie algebraizacja problemu.
Ale jeszcze nie calkiem, bo pozostaja dwie kwestie:

1) Mamy wykaza¢, ze w zadnym ciele K,, nie ma funkcji f takiej,

: g2 . L,
ze f' = e~ %, wiec w naszej algebrze musi pojawi¢ sie pochodna.

2) Jak zdefiniowa¢ funkcje e* oraz In(z) w jezyku algebry, czyli bez uzycia
granic 1 szeregow zbieznych?



DEFINICJA.

Cialem rézniczkowym nazywamy cialo K wyposazone w rézniczkowanie,

tj. w funkcje K — K, a — d’, ktora spelnia dwa warunki:

(a+b)=d +¥V, (a-b)=d-b+a-b.



DEFINICJA.
Cialem rézniczkowym nazywamy cialo K wyposazone w rézniczkowanie,

tj. w funkcje K — K, a — d’, ktora spelnia dwa warunki:

(a+b)=d +¥V, (a-b)=d-b+a-b.

PRZYKLADY.

1) K= M(U) — cialo funkcji meromorficznych na podzbiorze otwartym, ze
zwykla pochodna zespolons.

2) K = F(t) - cialo funkcji wymiernych o wspoélczynnikach w dowolnym
ciele (np. w ciele Fo = {0,1}) z rézniczkowaniem takim, ze F' = 0 oraz
t' = 1.



W dowolnym ciele rézniczkowym mamy:
(a*) =(a-a) =d-a+a-d =2ad
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W dowolnym ciele rézniczkowym mamy:

(a*) =(a-a) =d-a+a-d =2ad

'=(1%"=2-1"-1=2-1"=1=0,
0=1=[-1)- ()] =2-(-1)-(-1)'==2-(-1) = (-1)'=0
(—a)' =[(-1)-a/'=(-1)-a+(-1)-d=—d = (a—b)=d =V

Zatem F = {a € K: a’ =0} jest podcialem ciala K ("podcialo statych’)



W dowolnym ciele rézniczkowym mamy:

(a*) =(a-a) =d-a+a-d =2ad

'=(1%"=2.1"1=2.-1"=1=0,
0=1' = ((-1) - (1))’ =2+ (1) (-1 = =2+ (-1)' = (=1 =0
Zatem F = {a € K: a =0} jest podcialem ciala K ("podcialo stalych’)

W przykladzie 2):

K=F(t),FF=0,t =1, dlaacF mamy (a-t") = a-nt""', wiec znamy
pochodna kazdego wielomianu, a wiec takze kazdej funkcji wymierne;].



Widzimy, ze funkcje elementarne zdefiniowane sa w sposob rekurencyjny.
Wobec tego kazda funkcje elementarna znajdziemy na ostatnim pietrze
pewnej wiezy cial rézniczkowych:

K, ¢ K, C€ Ky € ... C K

|| || || I
C(x) Ko (f1) K1 (f2) Kn—1(fn)

przy czym dla kazdego ¢ = 1,...,n funkcja f;(x) jest postaci In(g(z)) lub
e9(*) dla pewnej funkeji g(x) € K;_1.



Jak zalgebraizowaé e” oraz In(z)?

2 i) 2 mn

e” =142+ ;—,+---+ i—,+ In(1+z) =z — %+~-+(—1)”+1z—+---

T



Jak zalgebraizowaé e” oraz In(z)?

e* =1+2+ ;_1+"'+_+”"*‘ In(1+2) =z — %+---+(—1)”+12—+---

Nie chcemy oblicza¢ wartosci funkcji e* oraz In(z),

a jedynie wyznaczac ich pochodne!







DEFINICJA. Niech a, b beda elementami pewnego ciala rézniczkowego K,
przy czym a # 0. Powiemy, ze a jest eksponenta b (b jest logarytmem a)
jesli

a

b = —.

a



F fr— el K :

Dane f, f' € F, dolaczamy do F element t = /. Wtedy

/

t
trzef'fr:t'ff:}*?:fFEF
czyli dolaczyliSmy element t taki, ze t’'/t € F.

IF fl—}ll’l(f) K:

Dane f, f' € F, dolaczamy do F element ¢t = In(f). Wtedy

/
tr:TEF

czyli dolaczyliSmy element ¢ taki, ze t’ € F.



Zatem

F [~ In(f) K < F CK=F(t), gdziet' € F

t!
IF frel K& FCK=TF(), gdziet—EIF



PEL.NA ALGEBRAIZACJA PROBLEMU

Kazda funkcje elementarna znajdziemy na ostatnim pietrze pewnej] wiezy
cial rézniczkowych:
Ko CK; CKy C--- CKy,

gdzie dla : =0,...,n — 1 mamy
1) Ko = C(2),

2) Kip1 = K;(t:),

3) albo ¢, € K, albo #!/t; € K.



NASZ PROBLEM:

32

Chcemy wykazac, ze e~* nie jest pochodna zadnej funkcji elementarne;].

Ktore funkcje elementarne sa pochodna jakiej$ funkcji elementarnej?



NASZ PROBLEM:

2

Chcemy wykazac, ze e~ nie jest pochodng zadnej funkcji elementarnej.

Ktore funkcje elementarne sa pochodna jakiej$ funkcji elementarnej?

TWIERDZENIE. Niech

Ko CK; CKe C--- CKy
bedzie wieza cial rézniczkowych char 0 o wspolnym podciele stalych IF. Jesh
f € K,, 0<r < n, jest pochodna pewnej funkcji elementarnej lezacej na
najwyzszym pietrze tej wiezy, to istniejg stale ¢y, ...,c, € [F oraz elementy
ui,...,ug, v € K, takie, ze

k

/
U -

/

f = E ci-— +v.
Uj

< 1=1




Idea dowodu: indukcja wzgledem n — r.

feK,. CKy1 =K, (t)C---CK,39, ¢ =/

7 zalozenia indukcyjnego:

N wml) - .
f = ZC*' ) + v (t), f nie zalezy od t.

P U, (t

Pokazujemy, ze t nie moze tez wystapi¢ po prawej stronie.

k /

. ui !
f= c; - — +v.
. U

=1



Jeslir > 1, to f € K, =K, _1(¢).

Czasem mozna zrobi¢ jeszcze jeden krok. Zalézmy, ze

1) element ¢ jest przestepny nad K, _q,
2) tr/t - Kr—l:

3) f jest wielomianem od ¢

Wtedy istnieje element ¢ € K,_; i wielomian v(t) € K,_[t] takie, ze

f=c+(t).



Zastosujemy to do f = e~ oraz r = 1. Mamy

2

C(Z) :KggKlng(t)? t=e "~ .

Sprawdzamy zalozenia:
1) t jest elementem przestepnym nad podcialem C(z):
Gdyby

t" + a1 ()" o ar(2)t F ap(z) =0

z najmniejszym mozliwym n, to bierzmy pochodna. Poniewaz t' =t-(—2z),
otrzymujemy

nt" 1ttt (=22)+---=0, t"+---=0
1 odejmujac uzyskalibysmy wielomian nizszego stopnia o pierwiastku ¢.
2

2)t'/t € C(2),gdyzt' = (e7% ) = e=? - (—2z2) =t-(—22), czylit' [t = —2z.

3) f =1 jest wielomianem.



Zatem

/
t=c+v'(t)=c+ (ijtj) , ¢, bj e C(2).
j=0

T T

t=c+ Y (it +bj-j-t77 -ty =c+ Y (V) —2zjb;) -/
j=0 j=0

1= bi — QZbl.} bl c (C(Z)



WNIOSEK.

Jesli [ e dz jest funkcja elementarna, to istnieje funkcja wymierna ¢(z),
ktdra jest rozwiazaniem réwnania ¢’ — 2z - ¢ = 1.




WNIOSEK.

Jesli [ e dz jest funkcja elementarna, to istnieje funkcja wymierna ¢(z),
ktdra jest rozwiazaniem réwnania ¢’ — 2z - ¢ = 1.

Niech ¢ = p/q dla pary wzglednie pierwszych wielomianéw p, g. Wtedy

(1) =)

Pq—pqd 2zp
5 = b p'q—pd —2zpg=q°

(v’ —2zp—q) = pq
skad q|¢', wiec q jest stala, zas ¢ jest wielomianem.

Ale jesli n = deg(¢), to deg(¢d’ —22-¢) =n+1>1, wiec ¢’ —2z-¢ # 1.

Ta sprzeczno$c¢ konczy dowdd twierdzenia Liouville’a.




Szczegoly mozna znalezc tu:

Maxwell Rosenlicht Liouwille’s Theorem on Functions with Elementary

Integrals, Pacific Journal of Mathematics, 24, Nr 1, 1968

Maxwell Rosenlicht Integration in Finite Terms, American Math. Monthly
72, Nr 10, 1972
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