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geometria euklidesowa C geometria

Postulaty Euklidesa
(i Playfaira)
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geometria euklidesowa C geometria

Postulaty Euklidesa
(i Playfaira)

Nikofaj tobaczewski Janos Bolyai Carl Friedrich Gauss

e W XIX w. odkryto geometrie
nieeuklidesowe. . .
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geometria euklidesowa C geometria

Postulaty Euklidesa
(i Playfaira)

A

aksjomat Pascha (1882)

Moritz Pasch

e W XIX w. odkryto geometrie
nieeuklidesowe. . .

@ ...a takze liczne mankamenty
v _ w Elementach.
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geometria euklidesowa C geometria

Postulaty Euklidesa
(i Playfaira)

A

aksjomat Pascha (1882)

Moritz Pasch

e W XIX w. odkryto geometrie
nieeuklidesowe. . .

@ ...a takze liczne mankamenty

v _ w Elementach.

@ Byto jasne, ze geometrie trzeba
przemysle¢ od nowa!
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o Okazato sie, ze wiele dziatéw matematyki da sie “zgeometryzowac”!

Niech X — zbiér. Funkcje d : X x X — R
nazywamy metryka, jesli Vz,y,z € X

Q dz,y)=0 & z=y
Q d(z,y) =d(y,z)
Q d(z,y) <d(z,z)+d(y,2)

Pare (X, d) nazywamy wéwczas
przestrzenia metryczng.

René Maurice Fréchet
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e Okazato sie, ze wiele dziatéw matematyki da sie “zgeometryzowac”!

X
Niech X — zbiér. Funkcje d : X x X — R
nazywamy metryka, jesli Vz,y,z € X
Q dz,y)=0 & z=y
Q d(x,y) =d(y,x)
Q d(z,y) <d(z,2)+d(y, 2) .
(nieréwnos¢ trdjkata)
Pare (X, d) nazywamy wéwczas
przestrzenia metryczna. ) y
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e Okazato sie, ze wiele dziatéw matematyki da sie “zgeometryzowac”!

X
Niech X — zbiér. Funkcje d: X x X — R
nazywamy metryka, jesli Vz,y, 2z € X
Q dz,y)=0 < z=y
Q d(z,y) =d(y,x)
Q d(z,y) < d(x,2) +d(y, 2) 2
(nieréwnos¢ tréjkata)
Pare (X, d) nazywamy wéwczas
przestrzenia metryczng. | y

Przyktady metryk
o X :=R" d(x,y):= im1 (@i — yi)
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e Okazato sie, ze wiele dziatéw matematyki da sie “zgeometryzowac”!

Niech X — zbiér. Funkcje d: X x X — R
nazywamy metryka, jesli Vz,y, 2z € X

Q dz,y)=0 < z=y

Q d(z,y) =d(y,z)

Q d(z,y) < d(z,2) +d(y,z)
(nieréwnos¢ trojkata)

Pare (X, d) nazywamy wéwczas

przestrzenia metryczng.

Frigyes Riesz

Przyktady metryk

o X:=R", d(x,y):= (T |z —ylP)"? dlap>1.
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e Okazato sie, ze wiele dziatéw matematyki da sie “zgeometryzowac”!

Niech X — zbiér. Funkcje d: X x X — R
nazywamy metryka, jesli Vz,y, 2z € X

Q dz,y)=0 < z=y

Q d(z,y) =d(y,z)

Q d(z,y) < d(z,2) +d(y,z)
(nieréwnos¢ trojkata)

Pare (X, d) nazywamy wéwczas

przestrzenia metryczng.

Frigyes Riesz

Przyktady metryk

o X:=C" d(xy)i= (T |z —ylP)" dap>1.
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e Okazato sie, ze wiele dziatéw matematyki da sie “zgeometryzowac”!

Niech X — zbiér. Funkcje d: X x X — R
nazywamy metryka, jesli Vz,y, 2z € X

Q dz,y)=0 < z=y

Q d(z,y) =d(y,z)

Q d(z,y) < d(z,2) +d(y,z)
(nieréwnos¢ trojkata)

Pare (X, d) nazywamy wéwczas

przestrzenia metryczng.

Frigyes Riesz

Przyktady metryk

o X:=C" d(xy)i= (T |z —ylP)" dap>1.
o X :={aecCN| X%, |a;P < oo}
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e Okazato sie, ze wiele dziatéw matematyki da sie “zgeometryzowac”!

Niech X — zbiér. Funkcje d: X x X — R

nazywamy metryka, jesli Vz,y, 2z € X

Q dz,y)=0 & z=y

Q d(z,y) =d(y,z)

Q d(z,y) < d(z,2) +d(y,z)
(nieréwnos¢ tréjkata)

Pare (X, d) nazywamy wéwczas

przestrzenia metryczng.

Frigyes Riesz

Przyktady metryk
o X:=C" d(xy)i= (T |z —yl)"" dap>1.
o X =17, d(a,b):= (X2 la;—b:[")""" dlap>1.

= - = = e
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Przyktady metryk cd.

111

000 001
Metryka Hamminga: X :={0,1}", d(a,b) := #{i|a; # b;}
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Michel Marie Deza
Elena Deza

Encyclopedia
I of Distances
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Michel Marie Deza

Ingemar Bengtsson and Karol ZYCZKOWSH
Elena Deza < <

' Geometry of
Encyclopedia Quantum States

Of D i Sta n ceS An Introduction to

QUANTUM ENTANGLEMENT

Second Edition
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bit € {0,1}
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bit losowy € conv{0, 1}
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L ey

Sh

1)

kubit = a|0) + b|1), gdzie a,b € C,
przy czym |al? + |b]* = 1 oraz (a,b) ~ ¥ (a,b)
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V2 V2 | 7
kubit = a|®) + b| &), gdzie a,b € C,
przy czym |a|? + |b]* = 1 oraz (a,b) ~ €'?(a, b)
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[v) = al0) +b|1), gdzie a,b € C,
przy czym |a|* + |b]* = 1 oraz (a,b) ~ €'¥(a,b)

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowac przestrzen metryczng 24.08.2025



|¢) = cos £]0) + €¥ sin £|1)
(modulo czynnik fazowy)
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|0) sfera Blocha

1)

|¢) = cos £]0) + €¥ sin £|1)
(modulo czynnik fazowy)
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1)
kudit = X0, z4]1) = x € C”,
przy czym ||x|| = 1 oraz x ~ e'¥x
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Przestrzen kuditéw

e Formalnie, chodzi tu o zespolona przestrzen rzutowa P(C™), ale kudit
wygodniej traktowac jako x € C™ o normie 1 (||x|| = 1), modulo
czynnik fazowy (x ~ e'¥x).
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Przestrzen kuditéw

e Formalnie, chodzi tu o zespolona przestrzen rzutowa P(C™), ale kudit
wygodniej traktowac jako x € C™ o normie 1 (||x|| = 1), modulo
czynnik fazowy (x ~ e'¥x).

e W fizyce kudit nazywa sie (czesciej) stanem czystym,

a takze funkcja falowa (w nieco innym kontekscie).
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Przestrzen kuditéw

e Formalnie, chodzi tu o zespolona przestrzen rzutowa P(C™), ale kudit
wygodniej traktowac jako x € C™ o normie 1 (||x|| = 1), modulo
czynnik fazowy (x ~ e'¥x).

e W fizyce kudit nazywa sie (czesciej) stanem czystym,

a takze funkcja falowa (w nieco innym kontekscie).

e Standardowe metryki na P(C"):

o metryka Sladowa: di.(x,y) \/qu lziy; — zyi]? = /1 — |[(x,y)]?
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Przestrzen kuditéw

e Formalnie, chodzi tu o zespolona przestrzen rzutowa P(C™), ale kudit
wygodniej traktowac jako x € C™ o normie 1 (||x|| = 1), modulo
czynnik fazowy (x ~ e'¥x).

e W fizyce kudit nazywa sie (czesciej) stanem czystym,

a takze funkcja falowa (w nieco innym kontekscie).

e Standardowe metryki na P(C"):

o metryka Sladowa: di.(x,y) \/qu lziy; — zyi]? = /1 — |[(x,y)]?

e metryka Fubiniego—Study ego:
des(x,y) = arccos [(x,y)| = arcsin dy (x,y)
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Przestrzen kuditéw

e Formalnie, chodzi tu o zespolona przestrzen rzutowa P(C™), ale kudit
wygodniej traktowac jako x € C™ o normie 1 (||x|| = 1), modulo
czynnik fazowy (x ~ e'¥x).

e W fizyce kudit nazywa sie (czesciej) stanem czystym,

a takze funkcja falowa (w nieco innym kontekscie).

e Standardowe metryki na P(C"):

o metryka Sladowa: di.(x,y) \/qu lziy; — zyi]? = /1 — |[(x,y)]?

e metryka Fubiniego—Study ego:
des(x,y) = arccos [(x,y)| = arcsin dy (x,y)

o Zaleta, ale i wada: Wszystkie |i) sa réwnoodlegfe od siebie nawzajem!
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Jak skwantowac przestrzen metryczna?

e (X,d) — skoriczona prz. metryczna.
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Jak skwantowac przestrzen metryczna?

o (X,d) - skoiiczona prz. metryczna. X :={1,2,...,n}, di; := d(3, j).
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Jak skwantowac przestrzen metryczna?

o (X,d) - skoiiczona prz. metryczna. X :={1,2,...,n}, di; := d(3, j).
e Zanurzmy X w P(C"), i +— |i).
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Jak skwantowac przestrzen metryczna?

o (X,d) - skoiiczona prz. metryczna. X :={1,2,...,n}, di; := d(3, j).
e Zanurzmy X w P(C"), i +— |i).

Definicjo-twierdzenie

Dla kazdego p > 2 odzworowanie cip :P(C") x P(C™) — R dane wzorem:

R 1/p
dp(x,y) := <Zz‘<j dgjlmiyj - $jyi|2)

jest metryka na P(C™).
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Jak skwantowac przestrzen metryczna?

o (X,d) - skoiiczona prz. metryczna. X :={1,2,...,n}, di; := d(3, j).
e Zanurzmy X w P(C"), i +— |i).

Definicjo-twierdzenie

Dla kazdego p > 2 odzworowanie cip :P(C") x P(C™) — R dane wzorem:

R 1/p
dp(x,y) := <Zz‘<j dgjlmiyj - $jyi|2)

jest metryka na P(C™).

° cip jest podniesieniem d na prz. kuditéw, d(|i),|)) = di;.
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Jak skwantowac przestrzen metryczna?

o (X,d) - skoiiczona prz. metryczna. X :={1,2,...,n}, di; := d(3, j).
e Zanurzmy X w P(C"), i +— |i).

Definicjo-twierdzenie

Dla kazdego p > 2 odzworowanie d :P(C") x P(C™) — R dane wzorem:

R 1/p
dp(xa y) = <Z'L<] zjlmly] - m]yl| )

jest metryka na P(C™).

° cip jest podniesieniem d na prz. kuditow, d,(|i),|7)) = di;
o Dla metryki dyskretnej d;; = 1 — §;; dostajemy ch( y) = dtr(x y)2/P.
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Jak skwantowac przestrzen metryczna?

o (X,d) - skoiiczona prz. metryczna. X :={1,2,...,n}, di; := d(3, j).
e Zanurzmy X w P(C"), i +— |i).

Definicjo-twierdzenie

Dla kazdego p > 2 odzworowanie cip :P(C") x P(C™) — R dane wzorem:

R 1/p
dp(x,y) := <Zz‘<j dgjlmiyj - $jyi|2)

jest metryka na P(C™).

° cip jest podniesieniem d na prz. kuditéw, d(|i),|)) = di;.

=d
o Dla metryki dyskretnej d;; = 1 — §;; dostajemy ch(x,y) = di(x,y)?/?.

@ Jedyne wyzwanie: dowdd nieréwnosci tréjkata!

Tomasz Miller (CC, JU)

Jak skwantowac przestrzen metryczng

24.08.2025



[Szkic dowodu] Krok 1: Przypadek n = 3.

Dla n = 3 mamy zapisa¢ d,(x,y) = ||D?/?(x x y)||*/?,
gdzie D= diag(dgg, d31, d12).
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[Szkic dowodu] Krok 1: Przypadek n = 3.

Dla n = 3 mamy zapisa¢ d,(x,y) = ||D?/?(x x y)||*/?,
gdzie D= diag(dgg, d31, d12>.

Dla dowolnej dodatnio okreslonej macierzy D € M3(C) nastepujace
warunki s3 réwnowazne:
@ [DP2(x x y)||/P < |[DP/2(x x 2)||*/P + |DP/*(y x 2)||*/P
dla dowolnych x,y,z o normie 1.

© 2\max(D) < trD

.
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[Szkic dowodu] Krok 1: Przypadek n = 3.

Dla n = 3 mamy zapisa¢ d,(x,y) = ||D?/?(x x y)||*/?,
gdzie D= diag(dgg, d31, d12>.

Dla dowolnej dodatnio okreslonej macierzy D € M3(C) nastepujace
warunki s3 réwnowazne:
@ [DP2(x x y)||/P < |[DP/2(x x 2)||*/P + |DP/*(y x 2)||*/P
dla dowolnych x,y,z o normie 1.

© 2\max(D) < trD

.

Idea dowodu: Metoda mnoznikéw Lagrange’'a — szukamy punktéw
krytycznych funkgji

Lx,y,z:0, B,7) = [DP*(x x 2)|[*/7+ [DP(y x 2)|*/7— [ D"/ (x x y)|[*?
— La(x|2 = 1) = 3(ly[12 - 1) - Ly(lz]* - 1.
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[Szkic dowodu] Krok 2: Redukcja do przypadku stanéw ON

Dla n > 3 mamy d,(x,y) = |[D?/2(x A y)||*/?, gdzie D jest operatorem na
A2C™ o macierzy diag(d;;)i<; w bazie kanonicznej {|i) A |4)}i<;.
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[Szkic dowodu] Krok 2: Redukcja do przypadku stanéw ON

Dla n > 3 mamy czp(x,y) = |DP/2(x Ay)||*/?, gdzie D jest operatorem na
A%C™ o macierzy diag(d;;)i<; w bazie kanonicznej {|i) A |4)}i<;.

Dla dowolnego dodatnio okreslonego operatora D na A%(C") nastepujace
warunki sa réwnowazne:
O DP2(x Ay)[*P < DP2(x A 2)|[*/P + |DP/2(z A y) |7
dla dowolnych x,y,z o normie 1.
@ [|DP/2(u Av)|[*? < [DP/(u A w)|[*/P + [|DP/2(w A v) ||/
dla dowolnego ortonormalnego {u,v,w}
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[Szkic dowodu] Krok 2: Redukcja do przypadku stanéw ON

Dla n > 3 mamy d,(x,y) = |[D?/2(x A y)||*/?, gdzie D jest operatorem na
A%C™ o macierzy diag(d;;)i<; w bazie kanonicznej {|i) A |4)}i<;.

Dla dowolnego dodatnio okreslonego operatora D na A%(C") nastepujace
warunki sa réwnowazne:
O DP2(x Ay)[*P < DP2(x A 2)|[*/P + |DP/2(z A y) |7
dla dowolnych x,y,z o normie 1.
@ [|DP/2(u Av)|[*? < [DP/(u A w)|[*/P + [|DP/2(w A v) ||/
dla dowolnego ortonormalnego {u,v,w}

Dowéd przez sprowadzenie do przypadku n = 3: Niech V := span{x,y, z}.
Na A?(V) rozwazmy forme hermitowska h(A,B) := (A, D?B). Istnieje baza ON
{u1,uz2,us} przestrzeni V taka, ze B := {uz Aus,uz Auj,u; Aus} jest
h-ortogonalna. Wtedy jednak (2) implikuje 2\max(H?/?) < tr H?/? (gdzie H to
macierz formy h w bazie B), a to juz pociaga za soba (1) na mocy Lematu 1.
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[Szkic dowodu] Krok 3: Przypadek p = 2

Cel: Wykaza¢, ze dla dowolnego {x,y,z} — ON

\/Z d”|xzyj x]yl \/Z dzk‘x’b k— xkzz|2 + \/Z k|2ky] - ijk|2
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[Szkic dowodu] Krok 3: Przypadek p = 2

Cel: Wykazac, ze dla dowolnego {x,y,z} — ON

2 2 2
\/Zijk dijwijk < \/Zijk A3 wijh + \/Zijk A5 Wik,
i yj 2

dzie wjip = T;Y.Z
g ijk iYj%k oy
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[Szkic dowodu] Krok 3: Przypadek p = 2

Cel: Wykazac, ze dla dowolnego {x,y,z} — ON

2 2 2
\/Zijk dijwijk < \/Zijk A3 wijh + \/Zijk A5 Wik,
i yj 2
Tk Yk 2k

gdzie Wijk = Tiﬂjgk

Dowd6d moze teraz wydawac sie fatwy:

\/Zd?jwijk < \/Z(dz‘k + djk)wije < \/Zd?kwijk + \/Zd]zkwijk

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowac przestrzen metryczng 24.08.2025 12/19



[Szkic dowodu] Krok 3: Przypadek p = 2

Cel: Wykazac, ze dla dowolnego {x,y,z} — ON

2 2 2
\/Zijk dijwijl < \/Zijk digwijk + \/Zijk a5, Wijk,
j yj 2
Tk Yk 2k

gdzie Wijk = Tiﬂjgk

Dowd6d moze teraz wydawac sie fatwy:
\/Zd?jwijk < \/Z(dz‘k + djk)?wiji < \/Zd?kwijk + \/Zd]zkwijk

Ale w;jj, jest zespolonal! Obie nieréwnosci wymagaja dowodu!

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowac przestrzen metryczng 24.08.2025 12/19



[Szkic dowodu] Krok 3: Przypadek p = 2

Cel: Wykazac, ze dla dowolnego {x,y,z} — ON

2 2 2
\/Zijk dijwije < \/Zijk djpwijh + \/Zijk A5y Wijh
zj Ui 2
Tk Yk 2k

gdzie Wijk = Tiﬂjzk

Dowd6d moze teraz wydawac sie fatwy:

\/Zd?jwzjk < \/Z(dik + dj)?wiji < \/Zd?kwijk + \/Zd?sz'jk

Ale w;jj, jest zespolonal! Obie nieréwnosci wymagaja dowodu!

Lemat 3 (nieréwnos¢ Cauchy'ego-Schwarzopodobna)

Dla dowolnej macierzy symetrycznej (A;;) € M, (R)

|Z A Ajrwije| </ ZAZwijry/ AR wijk
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[Szkic dowodu] Krok 3: Przypadek p = 2

Cel: Wykazac, ze dla dowolnego {x,y,z} — ON

2 2 2
\/Zijk dijwije < \/Zijk djpwijh + \/Zijk A5y Wijh
zj Ui 2
Tk Yk 2k

gdzie Wijk = Tiﬂjzk

Dowd6d moze teraz wydawac sie fatwy:
\/Zd?jwzjk < \/Z(dik + djk)?wiji < \/Zd?kwijk + \/Zd?sz'jk

Ale w;jj, jest zespolonal! Obie nieréwnosci wymagaja dowodu!

Lemat 3 (nieréwnos¢ Cauchy'ego-Schwarzopodobna)

Dla dowolnej macierzy symetrycznej (A;;) € M, (R)

|Z A Ajrwije| </ ZAZwijry/ AR wijk

To juz wystarczy, ale tylko dla przypadku p = 4 (wyjasnie na koricu).
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[Szkic dowodu] Krok 3’: Nieréwnos¢ Jensenopodobna

(A;;) — macierz symetryczna o nieujemnych elementach,

{x,y,z} C C" — uktad ON,
7 R;O — R — funkcja wypukta i catkowicie symetryczna.

Wéwczas:
F( Sy 45 15 511 S A 15 5 1P Sy A 15 217)
g @y @y 2
< Yicjak F(Aij, Airy Ajk) v 4 g
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[Szkic dowodu] Krok 3’: Nieréwnos¢ Jensenopodobna

(A;;) — macierz symetryczna o nieujemnych elementach,

{x,y,z} C C" — uktad ON,
f:RYy — R - funkcja wklesta i catkowicie symetryczna.

Wéwczas:
F(Sics 415 3 1P Sice A 1% 2 1P Sy A 14 2% 1P
z; x5 g ||2
> Y icick S (Aij, Aik, Aji) %Y v
Yy

24.08.2025

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowac przestrzen metryczng



[Szkic dowodu] Krok 3’: Nieréwnos¢ Jensenopodobna

(A;;) — macierz symetryczna o nieujemnych elementach,
{x,y,z} C C" — uktad ON,
7 R;O — R — funkcja wypukta i catkowicie symetryczna.

Woéwczas:
F(Cics i3 115 5 17 ) i Aae 115 2117 Tk A || 4 % 117)
T; T; T 2
< Yicjak F(Aij, Airy Ajk) v 4 g

Dowdd: nieréwnos¢ Jensena + troche geometrii wypuktej i algebry
wieloliniowej.
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[Szkic dowodu] Krok 4: Dowéd nieréwnosci tréjkata

Zatézmy, ze Vi, j, k d’ij < dgp + djk-
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[Szkic dowodu] Krok 4: Dowéd nieréwnosci tréjkata

Zatézmy, ze Vi, j, k 2max{dij, dir, djk} < dij + di + djk-
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[Szkic dowodu] Krok 4: Dowéd nieréwnosci tréjkata

Zatézmy, ze Vi, j, k 2max{dij, dir, djk} < dij + di + djk-

Chcemy pokaza¢, ze V{x,y,z} — ON

~

2max{dy(x.y), dp(x,2),dp(y, 2)} < dp(x,y) + dp(x,2) + dy(y, 2)-
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[Szkic dowodu] Krok 4: Dowéd nieréwnosci tréjkata

Zatézmy, ze Vi, j, k 2max{dij, dir, djk} < dij + di + djk-
Chcemy pokaza¢, ze V{x,y,z} — ON
Qmax{dp(xay)’dp( ) d (y7 )} d (X y) + d (X Z) + Czp(%z)-

2P max{czg(x, y), ng(xv z), Cig()’: z)}
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[Szkic dowodu] Krok 4: Dowéd nieréwnosci tréjkata

Zatézmy, ze Vi, j, k 2max{dij, dir, djk} < dij + di + djk-
Chcemy pokaza¢, ze V{x,y,z} — ON
Qmax{dp(xay)’dp( ) d (y7 )} d (X y) + d (X Z) + dp(%z)-

2P max{czp(x y), CZP(X z), Cip( )}

A WSS AT A A EAl
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[Szkic dowodu] Krok 4: Dowéd nieréwnosci tréjkata

Zatézmy, ze Vi, j, k 2max{dij, dir, djk} < dij + di + djk-
Chcemy pokaza¢, ze V{x,y,z} — ON
Qmax{dp(xay)’dp( ) d (y7 )} d (X y) + d (X Z) + dp(%z)-

2P max{czp(x y), CZP(X z), Cip( )}

_op T; Tj xlxk 2 P Yi Yk |2
=2 max{ yzng Zz Zk” 7Zdjk| ijk||
D Ti Tj Tk 2
<2 Zmax(dw,dzk,d]k) i Zé; s
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[Szkic dowodu] Krok 4: Dowéd nieréwnosci tréjkata

Zatézmy, ze Vi, j, k 2max{dij, dir, djk} < dij + di + djk-
Chcemy pokaza¢, ze V{x,y,z} — ON

~

Qmax{dp(x, y),cfp(x,Z),ch(y,Z)} < ‘ip(xd’) + dp(x,z) + dp(%z)-

2P max{czg(x, y), ng(xv z), Jﬁ(y, z)}

_op D || T Ty (|2 P || T Tk (|2 14 Yi Yk |2
=2 max{Zdij yiyjH o di 122 7Zdjk| Zj 2 ||
D D D D Ti Tj Tk 2 » T Tj Tk
< s, . : Yi Yj Yk < 1] i ; Yi Yj Yk
<2 Zmax(dw, dzk7d]k) vi z; U < Z(dz] + dip + djk) vi Z; jon
Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowac przestrzen metryczng 24.08.2025
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[Szkic dowodu] Krok 4: Dowéd nieréwnosci tréjkata

Zatézmy, ze Vi, j, k 2max{dij, dir, djk} < dij + di + djk-
Chcemy pokaza¢, ze V{x,y,z} — ON

~

Qmax{dp(x, y),cfp(x,z),czp(y,z)} < ‘ip(xd’) + dp(x,z) + dp(%z)-

2P max{czg(x, y), ng(xv z), Jﬁ(y, z)}

P T2 ; 2 Yi Yk |2
= P max {Sd% |5 5 17 S dh 15 %11 S dh 1% % 117
P Do p || STk 2 Pl o ?
< 203 max(dyy, d, diy) || v % v || < X0(di - dg - dgg) || 9%

x; xj 1241 T; T 1 j 2,1 b
< (S 14 5 1)+ (S 15 2 1P P+ (St |14 2 ]1%) )
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[Szkic dowodu] Krok 4: Dowéd nieréwnosci tréjkata

Zatézmy, ze Vi, j, k 2max{dij, dir, djk} < dij + di + djk-
Chcemy pokaza¢, ze V{x,y,z} — ON
Qmax{dp(xay)’dp( ) d (y7 )} d (X y) + d (X Z) + dp(%z)-

2P max{czp(x y), CZP(X z), Cip( )}

= max {$d || 0 S 1% %P S d 1 %]
P T Tj Tk 2 T Tj Tk 2
i 1 1 ; 2,41 p
<«zﬁmzzn>”< P T P (S 18 %1

:Qmmw+@ma+@W@f O

Tomasz Miller (CC, JU)
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Granica n — +00
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Granica n — +o00 (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie

(X, D) = prz. polska, Z,(X) - prz. miar prob. o skoriczonym p-tym
momencie (p > 2). Zdefiniujmy D), : Z2,(X) x Z,(X) — R wzorem

Dy, ) :

dla dowolnej A > pu, v. Wéwczas Dp jest metryka.

.

Tomasz Miller (CC, JU)

Jak skwantowac przestrzen metryczng
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Granica n — +o00 (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie

(X, D) = prz. polska, Z,(X) - prz. miar prob. o skoriczonym p-tym
momencie (p > 2). Zdefiniujmy D), : Z2,(X) x Z,(X) — R wzorem

Dy, ) :

dla dowolnej A > pu, v. Wéwczas Dp jest metryka.

b Dp((sx’éy) = D(z,y)

Tomasz Miller (CC, JU)

Jak skwantowac przestrzen metryczng
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Granica n — +o00 (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie

(X, D) = prz. polska, Z,(X) - prz. miar prob. o skoriczonym p-tym
momencie (p > 2). Zdefiniujmy D), : Z2,(X) x Z,(X) — R wzorem

Dy, ) :

dla dowolnej A > pu, v. Wéwczas Dp jest metryka.

.

o Dy(p,dy) = [ DP(.,y)dp]"/?

Tomasz Miller (CC, JU)

Jak skwantowac przestrzen metryczng
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Granica n — +o00 (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie

(X, D) = prz. polska, Z,(X) - prz. miar prob. o skoriczonym p-tym
momencie (p > 2). Zdefiniujmy D), : Z2,(X) x Z,(X) — R wzorem

Dy, ) :

dla dowolnej A > pu, v. Wéwczas Dp jest metryka.

.

o Dy, 6,) = [ DP(.,y)dp]*/P, tak jak Wp(u, 5,)!

Tomasz Miller (CC, JU)
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Granica n — +o00 (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie

(X, D) = prz. polska, Z,(X) - prz. miar prob. o skoriczonym p-tym
momencie (p > 2). Zdefiniujmy D), : Z2,(X) x Z,(X) — R wzorem

2 1/p
dA d)\]

DP(M7V) :

s [[ e |VE @KW - VEWE@

dX

dla dowolnej A > pu, v. Wéwczas Dp jest metryka.

.

o Dp(u,8,) = [ DP(.,y)dp]/P, tak jak Wy (u, 6,)!
o W1, v) = infyep () (Jxz DP (2, y)dw)'?,

Tomasz Miller (CC, JU)

Jak skwantowac przestrzen metryczng
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Granica n — +o00 (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie
(X, D) = prz. polska, #,(X) — prz. miar prob. o skoficzonym p-tym

momencie (p > 2). Zdefiniujmy Dp : Pp(X) x Zp(X) — R wzorem

2 1/p
dA d)\]

Dp(“7 v) =

s [[ e |VE @KW - VEWE@

dla dowolnej A > pu, v. Wéwczas Dp jest metryka.

.

o Dylit,8,) = [f DP(.,y)du]V/, tak jak Wy (1,5,
o Wylps1) = infocrguoy (s DV (s, 9)d) .
° Dp # W, Przyk’radowo, Dy miedzy dwoma Gaussami 1D:

2 N2
(ml—m2)2+(01—02)2+20102 1— 2;—1022 exp 77(7711 777/22)
o{+o3

2(0’%—&—02)

Tomasz Miller (CC, JU)
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Granica n — +o00 (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie

(X, D) = prz. polska, #,(X) — prz. miar prob. o skoficzonym p-tym
momencie (p > 2). Zdefiniujmy D), : Z2,(X) x Z,(X) — R wzorem

DP(M7V) :

dla dowolnej A > pu, v. Wéwczas Dp jest metryka.

.

o Dy(u.5,) = [ DP(.,y)d]'/7, tak jak W, (1,5,)!
o Wylps1) = infocrguoy (s DV (s, 9)d) .
° 15 # W, Przyk’radowo Dy miedzy dwoma Gaussami 1D:

\/(ml—m2)2+(01—02)2+20102 (1 *( 29107 )2 exp (* (ma—ms)® ))

(r.f—i-og 2(0’%—&—0%)

e W odréznieniu od W), D, ma naturalng wersje zespolona
Tomasz Miller (CC, JU)

Jak skwantowac przestrzen metryczng
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S+ef1men Hawking: ¢P50?[e have the mistaken impression
that mathematics is just equations. In fact, equations
are just the boring part of mathematics.”

NORMAL PERSON }ALYST

=
Yes! The inferes J‘iﬂj Yes! The |n+eres+in_c){
part of math is ?o\}"‘]l' of math is
the ideas and the the inequalities.

cOﬁce?‘l‘S.

Zrédto: Math with Bad Drawings
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Dziekuje!
Zapraszam na kanat yt
Copernicus!
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Bonus: Inna postac nieréwnosci tréjkata

Stwierdzenie

Niech d : X x X — R bedzie symetryczng, nieujemna funkcja. Dla
dowolnych z,y, z € X nastepujace warunki s3 réwnowazne:

Q@ 2max{d(z,y),d(z,2),d(y, 2)} < d(z,y) + d(=, 2) + d(y, 2)

Q d(x,y)* +d(z,2)* +d(y,2)* <
2d(z, y)?d(x, 2)* + 2d(z, y)?d(y, 2)* + 2d(z, 2)*d(y, 2)*

Tomasz Miller (CC, JU)
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Na prz. polskiej X rozwazmy zbiér par (u1,%)), gdzie u € ;7 (X) oraz
¥ € L?(X, i) i wprowadzmy relacje réwnowaznosci

(1) ~ (,p) = YASpv J%Byp= /%o r\pw.
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Na prz. polskiej X rozwazmy zbiér par (u1,%)), gdzie u € ;7 (X) oraz
Y € L3(X, i) i wprowadzmy relacje réwnowaznosci

(1) ~ (r,0) <= YA pv J%y=,/%p Xpw.

Woéwczas zbiér ilorazowy L2(X) := {[u, %]} ma strukture prz. Hilberta
z dziataniami

® alu, ] +blv,¢] := { Lp+b dw]

o ([ ¥, v, ¢l) = [ o/ K K dA
gdzie A > u, v jest dowolna.
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Na prz. polskiej X rozwazmy zbiér par (u1,%)), gdzie u € ;7 (X) oraz
Y € L3(X, i) i wprowadzmy relacje réwnowaznosci

(1) ~ () = VASpv %y = /&y rpw.

Woéwczas zbiér ilorazowy L2(X) := {[u, %]} ma strukture prz. Hilberta
z dziataniami

® alu, ] +blv,¢] := { Lp+b dw]

o ([ ¥, v, ¢l) = [ o/ K K dA
gdzie A > u, v jest dowolna.

(X, D) - prz. polska. Zdefiniujmy Ds : PL%(X) x PL?(X) — R wzorem

D[, ), [, 0 \///D2‘ d’%mﬁﬂ dAdA

dla dowolnej A > 11, v. Wéwczas Dy jest metryka na PL%(X).
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