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geometria euklidesowa ⊊ geometria

Postulaty Euklidesa
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W XIX w. odkryto geometrie
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Byªo jasne, »e geometri¦ trzeba

przemy±le¢ od nowa!
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Okazaªo si¦, »e wiele dziaªów matematyki da si¦ �zgeometryzowa¢�!

De�nicja

Niech X � zbiór. Funkcj¦ d : X ×X → R
nazywamy metryk¡, je±li ∀x, y, z ∈ X
1 d(x, y) = 0 ⇔ x = y
2 d(x, y) = d(y, x)
3 d(x, y) ¬ d(x, z) + d(y, z)

(nierówno±¢ trójk¡ta)

Par¦ (X, d) nazywamy wówczas

przestrzeni¡ metryczn¡.

René Maurice Fréchet

Przykªady metryk

X := Rn,
X := {a ∈ CN |

∑∞
i=1 |ai|p <∞}
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Przykªady metryk cd.

Metryka Hamminga: X := {0, 1}n, d(a, b) := #{i | ai ̸= bi}
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Bit i kubit. . .

bit ∈ {0, 1}
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Bit i kubit. . .

bit losowy ∈ conv{0, 1}
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Bit i kubit. . .

kubit = a|0⟩+ b|1⟩, gdzie a, b ∈ C,
przy czym |a|2 + |b|2 = 1 oraz (a, b) ∼ e

iϕ(a, b)
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Bit i kubit. . .
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Bit i kubit. . .

|ψ⟩ = cos θ2 |0⟩+ e
iϕ sin θ2 |1⟩

(modulo czynnik fazowy)
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. . . oraz kudit

kudit =
∑n
i=1 xi|i⟩ ∼= x ∈ Cn,

przy czym ∥x∥ = 1 oraz x ∼ e
iϕx
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Przestrze« kuditów

Formalnie, chodzi tu o zespolon¡ przestrze« rzutow¡ P(Cn), ale kudit

wygodniej traktowa¢ jako x ∈ Cn o normie 1 (∥x∥ = 1), modulo

czynnik fazowy (x ∼ e
iϕx).

W �zyce kudit nazywa si¦ (cz¦±ciej) stanem czystym,

a tak»e funkcj¡ falow¡ (w nieco innym kontek±cie).

Standardowe metryki na P(Cn):

metryka ±ladowa: dtr(x, y) =
√∑

i<j |xiyj − xjyi|2 =
√
1− |⟨x, y⟩|2

metryka Fubiniego�Study'ego:
dFS(x, y) = arc cos |⟨x, y⟩| = arc sin dtr(x, y)

Zaleta, ale i wada: Wszystkie |i⟩ s¡ równoodlegªe od siebie nawzajem!
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Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡?

(X, d) � sko«czona prz. metryczna. X := {1, 2, . . . , n}, dij := d(i, j).
Zanurzmy X w P(Cn), i 7→ |i⟩.

De�nicjo-twierdzenie

Dla ka»dego p ­ 2 odzworowanie d̂p : P(Cn)× P(Cn)→ R dane wzorem:

d̂p(x, y) :=
(∑

i<j d
p
ij |xiyj − xjyi|

2
)1/p

jest metryk¡ na P(Cn).

d̂p jest podniesieniem d na prz. kuditów, d̂p(|i⟩, |j⟩) = dij .
Dla metryki dyskretnej dij = 1− δij dostajemy d̂p(x, y) = dtr(x, y)2/p.

Jedyne wyzwanie: dowód nierówno±ci trójk¡ta!

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 9 / 19



Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡?

(X, d) � sko«czona prz. metryczna. X := {1, 2, . . . , n}, dij := d(i, j).
Zanurzmy X w P(Cn), i 7→ |i⟩.

De�nicjo-twierdzenie

Dla ka»dego p ­ 2 odzworowanie d̂p : P(Cn)× P(Cn)→ R dane wzorem:

d̂p(x, y) :=
(∑

i<j d
p
ij |xiyj − xjyi|

2
)1/p

jest metryk¡ na P(Cn).

d̂p jest podniesieniem d na prz. kuditów, d̂p(|i⟩, |j⟩) = dij .
Dla metryki dyskretnej dij = 1− δij dostajemy d̂p(x, y) = dtr(x, y)2/p.

Jedyne wyzwanie: dowód nierówno±ci trójk¡ta!

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 9 / 19



Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡?

(X, d) � sko«czona prz. metryczna. X := {1, 2, . . . , n}, dij := d(i, j).
Zanurzmy X w P(Cn), i 7→ |i⟩.

De�nicjo-twierdzenie

Dla ka»dego p ­ 2 odzworowanie d̂p : P(Cn)× P(Cn)→ R dane wzorem:

d̂p(x, y) :=
(∑

i<j d
p
ij |xiyj − xjyi|

2
)1/p

jest metryk¡ na P(Cn).

d̂p jest podniesieniem d na prz. kuditów, d̂p(|i⟩, |j⟩) = dij .
Dla metryki dyskretnej dij = 1− δij dostajemy d̂p(x, y) = dtr(x, y)2/p.

Jedyne wyzwanie: dowód nierówno±ci trójk¡ta!

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 9 / 19



Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡?

(X, d) � sko«czona prz. metryczna. X := {1, 2, . . . , n}, dij := d(i, j).
Zanurzmy X w P(Cn), i 7→ |i⟩.

De�nicjo-twierdzenie

Dla ka»dego p ­ 2 odzworowanie d̂p : P(Cn)× P(Cn)→ R dane wzorem:

d̂p(x, y) :=
(∑

i<j d
p
ij |xiyj − xjyi|

2
)1/p

jest metryk¡ na P(Cn).

d̂p jest podniesieniem d na prz. kuditów, d̂p(|i⟩, |j⟩) = dij .
Dla metryki dyskretnej dij = 1− δij dostajemy d̂p(x, y) = dtr(x, y)2/p.

Jedyne wyzwanie: dowód nierówno±ci trójk¡ta!

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 9 / 19



Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡?

(X, d) � sko«czona prz. metryczna. X := {1, 2, . . . , n}, dij := d(i, j).
Zanurzmy X w P(Cn), i 7→ |i⟩.

De�nicjo-twierdzenie

Dla ka»dego p ­ 2 odzworowanie d̂p : P(Cn)× P(Cn)→ R dane wzorem:

d̂p(x, y) :=
(∑

i<j d
p
ij |xiyj − xjyi|

2
)1/p

jest metryk¡ na P(Cn).

d̂p jest podniesieniem d na prz. kuditów, d̂p(|i⟩, |j⟩) = dij .
Dla metryki dyskretnej dij = 1− δij dostajemy d̂p(x, y) = dtr(x, y)2/p.

Jedyne wyzwanie: dowód nierówno±ci trójk¡ta!

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 9 / 19



Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡?

(X, d) � sko«czona prz. metryczna. X := {1, 2, . . . , n}, dij := d(i, j).
Zanurzmy X w P(Cn), i 7→ |i⟩.

De�nicjo-twierdzenie

Dla ka»dego p ­ 2 odzworowanie d̂p : P(Cn)× P(Cn)→ R dane wzorem:

d̂p(x, y) :=
(∑

i<j d
p
ij |xiyj − xjyi|

2
)1/p

jest metryk¡ na P(Cn).

d̂p jest podniesieniem d na prz. kuditów, d̂p(|i⟩, |j⟩) = dij .
Dla metryki dyskretnej dij = 1− δij dostajemy d̂p(x, y) = dtr(x, y)2/p.

Jedyne wyzwanie: dowód nierówno±ci trójk¡ta!

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 9 / 19



Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡?

(X, d) � sko«czona prz. metryczna. X := {1, 2, . . . , n}, dij := d(i, j).
Zanurzmy X w P(Cn), i 7→ |i⟩.

De�nicjo-twierdzenie

Dla ka»dego p ­ 2 odzworowanie d̂p : P(Cn)× P(Cn)→ R dane wzorem:

d̂p(x, y) :=
(∑

i<j d
p
ij |xiyj − xjyi|

2
)1/p

jest metryk¡ na P(Cn).

d̂p jest podniesieniem d na prz. kuditów, d̂p(|i⟩, |j⟩) = dij .
Dla metryki dyskretnej dij = 1− δij dostajemy d̂p(x, y) = dtr(x, y)2/p.

Jedyne wyzwanie: dowód nierówno±ci trójk¡ta!

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 9 / 19



[Szkic dowodu] Krok 1: Przypadek n = 3.

Dla n = 3 mamy zapisa¢ d̂p(x, y) = ∥Dp/2(x× y)∥2/p,
gdzie D = diag(d23, d31, d12).

Lemat 1

Dla dowolnej dodatnio okre±lonej macierzy D ∈M3(C) nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne:

1 ∥Dp/2(x× y)∥2/p ¬ ∥Dp/2(x× z)∥2/p + ∥Dp/2(y × z)∥2/p
dla dowolnych x, y, z o normie 1.

2 2λmax(D) ¬ trD

Idea dowodu: Metoda mno»ników Lagrange'a � szukamy punktów

krytycznych funkcji

L(x, y, z;α, β, γ) := ∥Dp/2(x× z)∥2/p+ ∥Dp/2(y × z)∥2/p− ∥Dp/2(x× y)∥2/p

− 1pα(∥x∥
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[Szkic dowodu] Krok 2: Redukcja do przypadku stanów ON

Dla n ­ 3 mamy d̂p(x, y) = ∥Dp/2(x ∧ y)∥2/p, gdzie D jest operatorem na

Λ2Cn o macierzy diag(dij)i<j w bazie kanonicznej {|i⟩ ∧ |j⟩}i<j .

Lemat 2

Dla dowolnego dodatnio okre±lonego operatora D na Λ2(Cn) nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne:

1 ∥Dp/2(x ∧ y)∥2/p ¬ ∥Dp/2(x ∧ z)∥2/p + ∥Dp/2(z ∧ y)∥2/p
dla dowolnych x, y, z o normie 1.

2 ∥Dp/2(u ∧ v)∥2/p ¬ ∥Dp/2(u ∧w)∥2/p + ∥Dp/2(w ∧ v)∥2/p
dla dowolnego ortonormalnego {u, v,w}

Dowód przez sprowadzenie do przypadku n = 3: Niech V := span{x, y, z}.
Na Λ2(V ) rozwa»my form¦ hermitowsk¡ h(A,B) := ⟨A,DpB⟩. Istnieje baza ON
{u1,u2,u3} przestrzeni V taka, »e B := {u2 ∧ u3,u3 ∧ u1,u1 ∧ u2} jest
h-ortogonalna. Wtedy jednak (2) implikuje 2λmax(H2/p) ¬ trH2/p (gdzie H to
macierz formy h w bazie B), a to ju» poci¡ga za sob¡ (1) na mocy Lematu 1.
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[Szkic dowodu] Krok 3: Przypadek p = 2

Cel: Wykaza¢, »e dla dowolnego {x, y, z} � ON√∑
d2ij |xiyj − xjyi|2 ¬

√∑
d2ik|xizk − xkzi|2 +

√∑
d2jk|zkyj − zjyk|2

Dowód mo»e teraz ªatwy:√∑
d2ijωijk ¬

√∑
(dik + djk)2ωijk ¬

√∑
d2ikωijk +

√∑
d2jkωijk

Ale ωijk jest zespolona! Obie nierówno±ci wymagaj¡ dowodu!

Lemat 3 (nierówno±¢ Cauchy'ego-Schwarzopodobna)

Dla dowolnej macierzy symetrycznej (Aij) ∈Mn(R)∣∣∑AikAjkωijk∣∣ ¬ √∑A2ikωijk√∑A2jkωijk.
To ju» wystarczy, ale tylko dla przypadku p = 4 (wyja±ni¦ na ko«cu).
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[Szkic dowodu] Krok 3': Nierówno±¢ Jensenopodobna

Lemat 4

(Aij) � macierz symetryczna o nieujemnych elementach,

{x, y, z} ⊂ Cn � ukªad ON,

f : R3­0 → R � funkcja wypukªa i caªkowicie symetryczna.

Wówczas:

f
(∑

i<j Aij
∣∣∣∣ xi xj
yi yj

∣∣∣∣2 ,∑i<k Aik || xi xkzi zk ||
2 ,
∑
j<k Ajk

∣∣∣∣ yj yk
zj zk

∣∣∣∣2 )
¬
∑
i<j<k f(Aij , Aik, Ajk)

∣∣∣∣∣∣∣∣ xi xj xkyi yj yk
zi zj zk

∣∣∣∣∣∣∣∣2 .
Dowód: nierówno±¢ Jensena + troch¦ geometrii wypukªej i algebry

wieloliniowej.
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[Szkic dowodu] Krok 4: Dowód nierówno±ci trójk¡ta

Zaªó»my, »e ∀i, j, k dij ¬ dik + djk.

Chcemy pokaza¢, »e ∀{x, y, z} � ON

2max{d̂p(x, y), d̂p(x, z), d̂p(y, z)} ¬ d̂p(x, y) + d̂p(x, z) + d̂p(y, z).

2pmax{d̂pp(x, y), d̂pp(x, z), d̂pp(y, z)}

= 2pmax
{∑

dpij
∣∣∣∣ xi xj
yi yj

∣∣∣∣2 ,∑ dpik ||
xi xk
zi zk ||

2 ,
∑
dpjk
∣∣∣∣ yj yk
zj zk

∣∣∣∣2}
¬ 2p

∑
max(dpij , d

p
ik, d

p
jk)
∣∣∣∣∣∣∣∣ xi xj xkyi yj yk
zi zj zk

∣∣∣∣∣∣∣∣2 ¬∑(dij + dik + djk)p ∣∣∣∣∣∣∣∣ xi xj xkyi yj yk
zi zj zk

∣∣∣∣∣∣∣∣2
¬
((∑

dpij
∣∣∣∣ xi xj
yi yj

∣∣∣∣2 )1/p+ (∑ dpik ||
xi xk
zi zk ||

2 )1/p+ (∑ dpjk
∣∣∣∣ yj yk
zj zk

∣∣∣∣2 )1/p)p
=
(
d̂p(x, y) + d̂p(x, z) + d̂p(y, z)

)p
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Granica n→ +∞

Twierdzenie

(X,D) � prz. polska, Pp(X) � prz. miar prob. o sko«czonym p-tym
momencie (p ­ 2). Zde�niujmy D̂p :Pp(X)×Pp(X)→ R wzorem

D̂p(µ, ν) :=

[
1
2

∫∫
Dp(x, y)

∣∣∣∣√dµdλ (x) dνdλ(y)−√dµdλ (y) dνdλ(x)∣∣∣∣2 dλ dλ
]1/p

dla dowolnej λ≫ µ, ν. Wówczas D̂p jest metryk¡.

D̂p(δx, δy) = D(x, y)
Wp(µ, ν) = infω∈Γ(µ,ν) (

∫
X2 D

p(x, y)dω)1/p.

D̂p ̸=Wp. Przykªadowo, D̂2 mi¦dzy dwoma Gaussami 1D:√
(m1−m2)2+(σ1−σ2)2+2σ1σ2

(
1−
(
2σ1σ2
σ21+σ

2
2

)2
exp
(
− (m1−m2)

2

2(σ21+σ
2
2)

))
W odró»nieniu od Wp, D̂p ma naturaln¡ wersj¦ zespolon¡. . .

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 15 / 19



Granica n→ +∞ (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie

(X,D) � prz. polska, Pp(X) � prz. miar prob. o sko«czonym p-tym
momencie (p ­ 2). Zde�niujmy D̂p :Pp(X)×Pp(X)→ R wzorem

D̂p(µ, ν) :=

[
1
2

∫∫
Dp(x, y)

∣∣∣∣√dµdλ (x) dνdλ(y)−√dµdλ (y) dνdλ(x)∣∣∣∣2 dλ dλ
]1/p

dla dowolnej λ≫ µ, ν. Wówczas D̂p jest metryk¡.

D̂p(δx, δy) = D(x, y)
Wp(µ, ν) = infω∈Γ(µ,ν) (

∫
X2 D

p(x, y)dω)1/p.

D̂p ̸=Wp. Przykªadowo, D̂2 mi¦dzy dwoma Gaussami 1D:√
(m1−m2)2+(σ1−σ2)2+2σ1σ2

(
1−
(
2σ1σ2
σ21+σ

2
2

)2
exp
(
− (m1−m2)

2

2(σ21+σ
2
2)

))
W odró»nieniu od Wp, D̂p ma naturaln¡ wersj¦ zespolon¡. . .

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 15 / 19



Granica n→ +∞ (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie

(X,D) � prz. polska, Pp(X) � prz. miar prob. o sko«czonym p-tym
momencie (p ­ 2). Zde�niujmy D̂p :Pp(X)×Pp(X)→ R wzorem

D̂p(µ, ν) :=

[
1
2

∫∫
Dp(x, y)

∣∣∣∣√dµdλ (x) dνdλ(y)−√dµdλ (y) dνdλ(x)∣∣∣∣2 dλ dλ
]1/p

dla dowolnej λ≫ µ, ν. Wówczas D̂p jest metryk¡.

D̂p(δx, δy) = D(x, y)
Wp(µ, ν) = infω∈Γ(µ,ν) (

∫
X2 D

p(x, y)dω)1/p.

D̂p ̸=Wp. Przykªadowo, D̂2 mi¦dzy dwoma Gaussami 1D:√
(m1−m2)2+(σ1−σ2)2+2σ1σ2

(
1−
(
2σ1σ2
σ21+σ

2
2

)2
exp
(
− (m1−m2)

2

2(σ21+σ
2
2)

))
W odró»nieniu od Wp, D̂p ma naturaln¡ wersj¦ zespolon¡. . .

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 15 / 19



Granica n→ +∞ (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie

(X,D) � prz. polska, Pp(X) � prz. miar prob. o sko«czonym p-tym
momencie (p ­ 2). Zde�niujmy D̂p :Pp(X)×Pp(X)→ R wzorem

D̂p(µ, ν) :=

[
1
2

∫∫
Dp(x, y)

∣∣∣∣√dµdλ (x) dνdλ(y)−√dµdλ (y) dνdλ(x)∣∣∣∣2 dλ dλ
]1/p

dla dowolnej λ≫ µ, ν. Wówczas D̂p jest metryk¡.

D̂p(µ, δy) = [
∫
Dp( . , y)dµ]1/p

, tak jak Wp(µ, δy)!

Wp(µ, ν) = infω∈Γ(µ,ν) (
∫
X2 D

p(x, y)dω)1/p.

D̂p ̸=Wp. Przykªadowo, D̂2 mi¦dzy dwoma Gaussami 1D:√
(m1−m2)2+(σ1−σ2)2+2σ1σ2

(
1−
(
2σ1σ2
σ21+σ

2
2

)2
exp
(
− (m1−m2)

2

2(σ21+σ
2
2)

))
W odró»nieniu od Wp, D̂p ma naturaln¡ wersj¦ zespolon¡. . .

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 15 / 19



Granica n→ +∞ (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie

(X,D) � prz. polska, Pp(X) � prz. miar prob. o sko«czonym p-tym
momencie (p ­ 2). Zde�niujmy D̂p :Pp(X)×Pp(X)→ R wzorem

D̂p(µ, ν) :=

[
1
2

∫∫
Dp(x, y)

∣∣∣∣√dµdλ (x) dνdλ(y)−√dµdλ (y) dνdλ(x)∣∣∣∣2 dλ dλ
]1/p

dla dowolnej λ≫ µ, ν. Wówczas D̂p jest metryk¡.

D̂p(µ, δy) = [
∫
Dp( . , y)dµ]1/p, tak jak Wp(µ, δy)!

Wp(µ, ν) = infω∈Γ(µ,ν) (
∫
X2 D

p(x, y)dω)1/p.

D̂p ̸=Wp. Przykªadowo, D̂2 mi¦dzy dwoma Gaussami 1D:√
(m1−m2)2+(σ1−σ2)2+2σ1σ2

(
1−
(
2σ1σ2
σ21+σ

2
2

)2
exp
(
− (m1−m2)

2

2(σ21+σ
2
2)

))
W odró»nieniu od Wp, D̂p ma naturaln¡ wersj¦ zespolon¡. . .

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 15 / 19



Granica n→ +∞ (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie

(X,D) � prz. polska, Pp(X) � prz. miar prob. o sko«czonym p-tym
momencie (p ­ 2). Zde�niujmy D̂p :Pp(X)×Pp(X)→ R wzorem

D̂p(µ, ν) :=

[
1
2

∫∫
Dp(x, y)

∣∣∣∣√dµdλ (x) dνdλ(y)−√dµdλ (y) dνdλ(x)∣∣∣∣2 dλ dλ
]1/p

dla dowolnej λ≫ µ, ν. Wówczas D̂p jest metryk¡.

D̂p(µ, δy) = [
∫
Dp( . , y)dµ]1/p, tak jak Wp(µ, δy)!

Wp(µ, ν) = infω∈Γ(µ,ν) (
∫
X2 D

p(x, y)dω)1/p.

D̂p ̸=Wp. Przykªadowo, D̂2 mi¦dzy dwoma Gaussami 1D:√
(m1−m2)2+(σ1−σ2)2+2σ1σ2

(
1−
(
2σ1σ2
σ21+σ

2
2

)2
exp
(
− (m1−m2)

2

2(σ21+σ
2
2)

))
W odró»nieniu od Wp, D̂p ma naturaln¡ wersj¦ zespolon¡. . .

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 15 / 19



Granica n→ +∞ (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie

(X,D) � prz. polska, Pp(X) � prz. miar prob. o sko«czonym p-tym
momencie (p ­ 2). Zde�niujmy D̂p :Pp(X)×Pp(X)→ R wzorem

D̂p(µ, ν) :=

[
1
2

∫∫
Dp(x, y)

∣∣∣∣√dµdλ (x) dνdλ(y)−√dµdλ (y) dνdλ(x)∣∣∣∣2 dλ dλ
]1/p

dla dowolnej λ≫ µ, ν. Wówczas D̂p jest metryk¡.

D̂p(µ, δy) = [
∫
Dp( . , y)dµ]1/p, tak jak Wp(µ, δy)!

Wp(µ, ν) = infω∈Γ(µ,ν) (
∫
X2 D

p(x, y)dω)1/p.

D̂p ̸=Wp. Przykªadowo, D̂2 mi¦dzy dwoma Gaussami 1D:√
(m1−m2)2+(σ1−σ2)2+2σ1σ2

(
1−
(
2σ1σ2
σ21+σ

2
2

)2
exp
(
− (m1−m2)

2

2(σ21+σ
2
2)

))
W odró»nieniu od Wp, D̂p ma naturaln¡ wersj¦ zespolon¡. . .

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 15 / 19



Granica n→ +∞ (przypadek rzeczywisty)

Twierdzenie

(X,D) � prz. polska, Pp(X) � prz. miar prob. o sko«czonym p-tym
momencie (p ­ 2). Zde�niujmy D̂p :Pp(X)×Pp(X)→ R wzorem

D̂p(µ, ν) :=

[
1
2

∫∫
Dp(x, y)

∣∣∣∣√dµdλ (x) dνdλ(y)−√dµdλ (y) dνdλ(x)∣∣∣∣2 dλ dλ
]1/p

dla dowolnej λ≫ µ, ν. Wówczas D̂p jest metryk¡.

D̂p(µ, δy) = [
∫
Dp( . , y)dµ]1/p, tak jak Wp(µ, δy)!

Wp(µ, ν) = infω∈Γ(µ,ν) (
∫
X2 D

p(x, y)dω)1/p.

D̂p ̸=Wp. Przykªadowo, D̂2 mi¦dzy dwoma Gaussami 1D:√
(m1−m2)2+(σ1−σ2)2+2σ1σ2

(
1−
(
2σ1σ2
σ21+σ

2
2

)2
exp
(
− (m1−m2)

2

2(σ21+σ
2
2)

))
W odró»nieniu od Wp, D̂p ma naturaln¡ wersj¦ zespolon¡. . .

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 15 / 19



�ródªo: Math with Bad Drawings

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 16 / 19



Dzi¦kuj¦!
Zapraszam na kanaª yt

Copernicus!

Literatura:

TM, R. Bistro«, Quantizing a �nite metric space, w przygotowaniu (2025).

R. Bistro«, M. Eckstein, S. Friedland, TM, K. �yczkowski, A new class of
distances on complex projective spaces, Linear Algebra Appl. 721, 577�611
(2024).

M.M. Deza, E. Deza, Encyclopedia of Distances (Fourth Ed.). Springer, 2016.

I. Bengtsson, K. �yczkowski, Geometry of Quantum Spaces. An Introduction
to Quantum Entanglement (Second Ed.). Cambridge Univ. Press, 2020.

Tomasz Miller (CC, JU) Jak skwantowa¢ przestrze« metryczn¡ 24.08.2025 17 / 19



Bonus: Inna posta¢ nierówno±ci trójk¡ta

Stwierdzenie

Niech d : X ×X → R b¦dzie symetryczn¡, nieujemn¡ funkcj¡. Dla

dowolnych x, y, z ∈ X nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1 2max{d(x, y), d(x, z), d(y, z)} ¬ d(x, y) + d(x, z) + d(y, z)

2 d(x, y)4 + d(x, z)4 + d(y, z)4 ¬
2d(x, y)2d(x, z)2 + 2d(x, y)2d(y, z)2 + 2d(x, z)2d(y, z)2
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De�nicja

Na prz. polskiej X rozwa»my zbiór par (µ, ψ), gdzie µ ∈M+
σ (X) oraz

ψ ∈ L2(X,µ) i wprowad¹my relacj¦ równowa»no±ci

(µ, ψ) ∼ (ν, ϕ) ⇐⇒ ∀λ≫ µ, ν
√
dµ
dλψ =

√
dν
dλϕ λ-p.w.

Wówczas zbiór ilorazowy L2(X) := {[µ, ψ]} ma struktur¦ prz. Hilberta

z dziaªaniami

a[µ, ψ] + b[ν, ϕ] :=
[
λ, a
√
dµ
dλψ + b

√
dν
dλϕ

]
⟨[µ, ψ], [ν, ϕ]⟩ :=

∫
ψ̄ϕ
√
dµ
dλ
dν
dλdλ

gdzie λ≫ µ, ν jest dowolna.

(X,D) � prz. polska. Zde�niujmy D̂2 : PL2(X)× PL2(X)→ R wzorem

D̂2([µ, ψ], [ν, ϕ]) :=

√
1
2

∫∫
D2
∣∣∣√dµdλψ ∧√ dνdλϕ∣∣∣2dλdλ

dla dowolnej λ≫ µ, ν. Wówczas D̂2 jest metryk¡ na PL2(X).
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