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Spis tresci

@ Roéwnolegte trasy gorskie
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Gory i zwierzaki

Niech S =[0,1] mod 1 (sklejamy 0 oraz 1 ze soba). Rozwazmy
f: S1 — S lokalnie niestata, ze skoriczona liczba ekstreméw lokalnych na
réznych poziomach. Wtedy wykres takiej funkcji f nazywamy géra.

05, s

Dwa rézne punkty na gorze, ktére lezg na tym samym poziomie,
nazywamy zwierzakami (punkty A i B nan powyzszym rysunku gory).
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Réwnolegte spacery

Teraz, zeby nie byto zbyt prosto (ale zeby byto ciekawie!) wprowadzimy
obostrzenia na chodzenie zwierzakdéw na tych gérach. Mianowicie,
zwierzaki zawsze musza i$¢ do przodu — nie moga nagle oba zawrdcic) i
jesli jeden z nich napotka dolinke lub szczyt gérski, to musi zawrécié, jak
tutaj:
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Pytamy sie (i na te pytania mniej wigcej umiemy odpowiedzie):
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Pytamy sie (i na te pytania mniej wigcej umiemy odpowiedzie):

@ jak duzo réznych spaceréw jest dla ustalonej gory?
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Pytamy sie (i na te pytania mniej wigcej umiemy odpowiedzie):
@ jak duzo réznych spaceréw jest dla ustalonej gory?

@ jesli oba zwierzaki zaczng podréz w dolince lub na szczycie, to czy
kiedykolwiek jeszcze sie spotkaja?
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Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych

Zwierz (MiNI) Matematyczna eskapada 22.08.2025 r.



Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych

@ /Znajdz wszystkie punkty, ktére s3 na tym samym poziomie co szczyty
i doliny — (sk)
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Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych

@ /Znajdz wszystkie punkty, ktére s3 na tym samym poziomie co szczyty
i doliny — (sk)

@ stworzy zbiory tukéw réwnolegtych — (¥ ). Kazdy zbiér ¢, zawiera
przedziaty (s, sp+1) (ktére mozemy utozsamiaé z parami indekséw)
dla ktérych obrazy tych przedziatéw sg takie same*:
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Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych

@ /Znajdz wszystkie punkty, ktére s3 na tym samym poziomie co szczyty
i doliny — (sk)

@ stworzy zbiory tukéw réwnolegtych — (¥ ). Kazdy zbiér ¢, zawiera
przedziaty (s, sp+1) (ktére mozemy utozsamiaé z parami indekséw)
dla ktérych obrazy tych przedziatéw sg takie same*:

(Do = {(50,51), (54, 55)}, Cbl = {(51,52), (53,52), (53,54), (55,50)}.
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Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych
Bl oo \/ """" fro

0 So S] S;a S3 S4 Sj

®o = {(0,1),(4,5)}, 1 =1{(1,2),(3,2),(3,4),(5,0)}.

e Trasa wycieczkowa (spacer) bedzie zawierat pary elementéw z & —

O]
stad wszystkie mozliwe trasy sktadaja sie w sumie z 2 Z <#2 k)
k

elementéw.
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Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych
Bl oo \/ """" fro

0 858 S S5 885

®o = {(0,1),(4,5)}, ®1={(1,2),(3,2),(3,4),(5,0)}.
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Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych
Bl oo \/ """" fro

0 858 S S5 885

®o = {(0,1),(4,5)}, ®1={(1,2),(3,2),(3,4),(5,0)}.

NN
Wl
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Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych
Bl oo \/ """" fro

0 858 S S5 885

®o = {(0,1),(4,5)}, ®1={(1,2),(3,2),(3,4),(5,0)}.

NN
W=
&~ N
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Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych
Bl oo \/ """" fro

0 858 S S5 885

®o = {(0,1),(4,5)}, ®1={(1,2),(3,2),(3,4),(5,0)}.

NN
W=
BN
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Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych
Bl oo \/ """" fro

0 858 S S5 885

®o = {(0,1),(4,5)}, ®1={(1,2),(3,2),(3,4),(5,0)}.

IR
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Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych
Bl oo \/ """" fro

0 858 S S5 885

®o = {(0,1),(4,5)}, ®1={(1,2),(3,2),(3,4),(5,0)}.
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Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych
Bl oo \/ """" fro

0 858 S S5 885

®o = {(0,1),(4,5)}, ®1={(1,2),(3,2),(3,4),(5,0)}.
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Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych
Bl oo \/ """" fro

0 858 S S5 885

®o = {(0,1),(4,5)}, ®1={(1,2),(3,2),(3,4),(5,0)}.
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Algorytm wyznaczania tras wycieczkowych

0 S8 8 S; 885

®o = {(0,1),(4,5)}, ®1={(1,2),(3,2),(3,4),(5,0)}.
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16 18 2022

1719 2123
@3 = {Pg ~ P1.P7 ~ P6. P9 ~ P10, P13 ~ P14, P15 ~ P11. P15 ~ P16, P19 ~ P20 P23 ~ Do} -
° Ps -~ P¢ ~ P7 ~ Ps ~ Po -~ Pw ~ Pu ~ Pw ~ Ps ~ P8 Pu ~ Pis ~ P ~ Pis
Ps ~ P4 ~ P3s ~ P2 -~ P3 ~ P1 -~ Ps - P ~ PT ~ Py P ~ P13 ~ Pu ~ P
° 14 15 16 17 18 19 20 21 20 19 18 19 20 21 22 23 0
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Co wiemy do tej pory

Stwierdzenie

Istnieje jednoznacznie przedtuzenie kazdego niedokorniczonego spaceru.
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Co wiemy do tej pory

Stwierdzenie

Istnieje jednoznacznie przedtuzenie kazdego niedokorniczonego spaceru.
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Co wiemy do tej pory

Stwierdzenie

Istnieje jednoznacznie przedtuzenie kazdego niedokorniczonego spaceru.

Oczywiscie mamy skoriczenie wiele tukéw réwnolegtym, wiec réwniez
skonczenie wiele spaceréw i kazdy spacer bedzie ukoriczony.
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Co wiemy do tej pory

Stwierdzenie

Jesli zwierzaki zaczng spacer na szczycie (odpowiednio: dolinie), to
spotkaja sie pozniej w dolinie (odpowiednio: na szczycie).
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Co wiemy do tej pory

Stwierdzenie

Jesli zwierzaki zaczng spacer na szczycie (odpowiednio: dolinie), to
spotkaja sie pozniej w dolinie (odpowiednio: na szczycie).
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Co wiemy do tej pory

Stwierdzenie

Jesli zwierzaki zaczng spacer na szczycie (odpowiednio: dolinie), to
spotkaja sie pozniej w dolinie (odpowiednio: na szczycie).

Istnieje parzyscie wiele ekstreméw lokalnych (szczytéw oraz dolin)
pomiedzy punktami spotkan zwierzakéw na spacerze.
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Co chcemy wiedzieé

Zwierz (MiNI) Matematyczna eskapada 22.08.2025 r.



Co chcemy wiedzieé

e W ktérej doktadnie dolince/szczycie nasze zwierzaki sie znéw
spotkaja? (chociaz jakie$ oszacowanie...)
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Co chcemy wiedzieé

e W ktérej doktadnie dolince/szczycie nasze zwierzaki sie znéw
spotkaja? (chociaz jakie$ oszacowanie...)

o Jakie$ ograniczenia na liczbe réznych spaceréw w zaleznosci od
wielkosci gory (np. liczby ekstreméw, linii wznoszacych/opadajacych)
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Co chcemy wiedzieé

e W ktérej doktadnie dolince/szczycie nasze zwierzaki sie znéw
spotkaja? (chociaz jakie$ oszacowanie...)

o Jakie$ ograniczenia na liczbe réznych spaceréw w zaleznosci od
wielkosci gory (np. liczby ekstreméw, linii wznoszacych/opadajacych)

e W szczegdlnosci: jesli dodamy jedna linie wznoszaca/opadajaca do
ustlonej gory, to czy zwiekszy sie liczba spaceréw?
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Co chcemy wiedzieé

e W ktérej doktadnie dolince/szczycie nasze zwierzaki sie znéw
spotkaja? (chociaz jakie$ oszacowanie...)

o Jakie$ ograniczenia na liczbe réznych spaceréw w zaleznosci od
wielkosci gory (np. liczby ekstreméw, linii wznoszacych/opadajacych)

e W szczegdlnosci: jesli dodamy jedna linie wznoszaca/opadajaca do
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Co chcemy wiedzieé

e W ktérej doktadnie dolince/szczycie nasze zwierzaki sie znéw
spotkaja? (chociaz jakie$ oszacowanie...)

o Jakie$ ograniczenia na liczbe réznych spaceréw w zaleznosci od
wielkosci gory (np. liczby ekstreméw, linii wznoszacych/opadajacych)

e W szczegdlnosci: jesli dodamy jedna linie wznoszaca/opadajaca do
ustlonej gory, to czy zwiekszy sie liczba spaceréw?

@ ... kazde takie twierdzenie da nam odpowiadajace twierdzenie
dotyczace pewnych zbioréw osobliwych w geometrii
rézniczkowej/teorii osobliwosci (kaustyka Wignera, zbiér Srodka
symetrii, sieczna kaustyka, zbiory afinicznie réwnoodlegte, ...
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Potencjalne usprawnienie (Bartosz Dziwirek)

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
15 14 131415 0 1 2 3 2 1
Hike 1
3 2 1 0 15 1413 14 15 0 1
10 9 8 7 6 7 8 9 10 11 12 11 10
Hike 2
11121109 8 7 6 7 8 9 10
Hikes[)12343234567856?891011121314150
6 5 6 7 8 9 10 11 12131415 0 1 2 3 4 3 2 3 4 5 6 7 6
10 9 10 11 10
Hike 4
14 15 0 15 14
14 15 0 15 14
Hike 5
10 9 10 11 10
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© Skad te gory?
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Pare réznych punktéw na krzywej M nazwiemy para réwnolegta, jesli
styczne do tej krzywej w tych punktach sa réwnolegfe.
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Kaustyka Wignera

Zbiér Ex(M) := {Xa+ (1 — X)b| a, b jest parg réwnolegta M} nazywamy
zbiotem afinicznie \-réwnoodlegtym krzywej M dla ustlonej wartosci
AeR.

Zbiér Eg5(M) nazywamy kaustyka Wignera.
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Kaustyka Wignera

@ Zastosowania kaustyki Wignera sg szerokie...
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Kaustyka Wignera

@ Zastosowania kaustyki Wignera sg szerokie... wzieta sie z badania
funkcji Wignera w fizyce semiklasycznej i szukaniu miejsc, gdzie ta
funkcja ma ,bardzo duze wartosci”; przydaje sie w fizyce w réwnaniu
Monge'a-Ampera (przy konstrukgeji tzw. niewtasciwych sfer
afinicznych);
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Kaustyka Wignera

@ Zastosowania kaustyki Wignera sg szerokie... wzieta sie z badania
funkcji Wignera w fizyce semiklasycznej i szukaniu miejsc, gdzie ta
funkcja ma ,bardzo duze wartosci”; przydaje sie w fizyce w réwnaniu
Monge'a-Ampera (przy konstrukgeji tzw. niewtasciwych sfer
afinicznych); w geometrii wypuktej przydaje sie w badaniu relacji
izoperymetrycznych;
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Kaustyka Wignera

@ Zastosowania kaustyki Wignera sg szerokie... wzieta sie z badania
funkcji Wignera w fizyce semiklasycznej i szukaniu miejsc, gdzie ta
funkcja ma ,bardzo duze wartosci”; przydaje sie w fizyce w réwnaniu
Monge'a-Ampera (przy konstrukgeji tzw. niewtasciwych sfer
afinicznych); w geometrii wypuktej przydaje sie w badaniu relacji
izoperymetrycznych; dzieki niej badamy defekty symetrii;
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Kaustyka Wignera

@ Zastosowania kaustyki Wignera sg szerokie... wzieta sie z badania
funkcji Wignera w fizyce semiklasycznej i szukaniu miejsc, gdzie ta
funkcja ma ,bardzo duze wartosci”; przydaje sie w fizyce w réwnaniu
Monge'a-Ampera (przy konstrukgeji tzw. niewtasciwych sfer
afinicznych); w geometrii wypuktej przydaje sie w badaniu relacji
izoperymetrycznych; dzieki niej badamy defekty symetrii;

@ i to s3 tylko niektére z jej wtasnosci...
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Zwierz
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Zbiorem srodka symetrii krzywej M (CSS(M)) nazywamy zbior wszystkich
punktéw osobliwych rodziny zbioréw afinicznie réwnoodlegtych krzywej M.
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Zbiorem Srodka symetrii krzywej M (CSS(M)) nazywamy zbiér wszystkich
punktéw osobliwych rodziny zbioréw afinicznie réwnoodlegtych krzywej M.

Réwnowaznie:

Zbior srodka symetrii jest obwiednia cieciw afinicznych poczatkowej
krzywej.
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Obwiednia
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M, afiniczne cieciwy oraz CSS(M)
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M, afiniczne cieciwy oraz CSS(M)
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M, afiniczne cieciwy oraz CSS(M)
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M, afiniczne cieciwy oraz CSS(M)
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M, afiniczne cieciwy oraz CSS(M)
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M, afiniczne cieciwy oraz CSS(M)

Created by Michat Zwierzyhiski
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M, afiniczne cieciwy oraz CSS(M)

Created by Michat Zwisrzyiski
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9 Artystyczny punkt widzenia
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To byty brzydkie rysunki

To byty dopiero brzydkie rysunki...
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To byty brzydkie rysunki

To byty dopiero brzydkie rysunki... w poréwnaniu do rysunkéw na plakacie
przygotowanych wspdlnie z Izg Danielewsky oraz Dawidem Poptawskim
(rysunki jeszcze pomagata tworzy¢ Dominika Sterczewska).
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To byty brzydkie rysunki

To byty dopiero brzydkie rysunki... w poréwnaniu do rysunkéw na plakacie
przygotowanych wspdlnie z Izg Danielewsky oraz Dawidem Poptawskim

(rysunki jeszcze pomagata tworzy¢ Dominika Sterczewska). Zapraszamy na
sesje plakatowa!

Zwierz (MiNI)

Matematyczna eskapada 22.08.2025 r.



Plan prezentacji

@ Kilka wtasnosci
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Generycznos¢

Twierdzenie

W przestrzeni odwzorowari C*®(S',R?) (z topologia C> Whitneya)
istnieje generyczny (tj. bedacy przeliczalnym przecieciem zbioréw
otwartych i gestych) zbiér odwzorowan taki, ze kaustyka Wignera (i
analogicznie: pozostafe rozwazane przez nas zbiory) tego odwzorowania
jest gtadkim odwzorowaniem z osobliwosciami co najwyzej ostrze oraz

jedynie z transwersalnymi samoprzecieciami.
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Generycznos¢

Twierdzenie

W przestrzeni odwzorowari C*®(S',R?) (z topologia C> Whitneya)
istnieje generyczny (tj. bedacy przeliczalnym przecieciem zbioréw
otwartych i gestych) zbiér odwzorowan taki, ze kaustyka Wignera (i
analogicznie: pozostafe rozwazane przez nas zbiory) tego odwzorowania
jest gtadkim odwzorowaniem z osobliwosciami co najwyzej ostrze oraz

jedynie z transwersalnymi samoprzecieciami.

Troche przesadzitem z tym twierdzeniem :-) Ale bardziej po ludzku:
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Generycznos¢

Twierdzenie

W przestrzeni odwzorowari C*®(S',R?) (z topologia C> Whitneya)
istnieje generyczny (tj. bedacy przeliczalnym przecieciem zbioréw
otwartych i gestych) zbiér odwzorowan taki, ze kaustyka Wignera (i
analogicznie: pozostafe rozwazane przez nas zbiory) tego odwzorowania
jest gtadkim odwzorowaniem z osobliwosciami co najwyzej ostrze oraz

jedynie z transwersalnymi samoprzecieciami.

Troche przesadzitem z tym twierdzeniem :-) Ale bardziej po ludzku:

o Jakakolwiek krzywa bySmy nie wybrali, to mozemy tak troche,
troszeczke, te krzywa zaburzyé, ze juz dla tej nowej krzywej kaustyka
jest ,fadna”, tzn. ma osobliwosci typu ostrze jedynie (czyli takie
réwnowazne osobliwoéci przeksztatcenia t — (t2,t3) w t = 0).
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Wykres ostrza
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Ostrza

Twierdzenie

asd
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Pole normalne
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Pole normalne kaustyki Wignera

Zwierz (MiNI) Matematyczna eskapada 22.08.2025 r.



Zmiana orientacji przy przejsciu
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Regularng krzywa v : (s1, ) — R? bez samoprzecie¢ nazwiemy petla, jesli
ma nieznikajaca krzywizne oraz Iim+ vy
S Sl

(s) = lim ~(s).
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Regularng krzywa v : (s1, ) — R? bez samoprzecie¢ nazwiemy petla, jesli

ma nieznikajaca krzywizne oraz Iim+ v(s) = lim ~(s).
S Sl S

S—)Sz

N
-’

Twierdzenie

Kaustyka Wignera petli jest osobliwa.

Zwierz (MiNI)

Matematyczna eskapada



Zwierz (MiNI)



Table of Contents

e Dekompozycja

Zwierz (MiNI) Matematyczna eskapada 22.08.2025 r.



Dekompozycja

S, S 885 1

So 51

Po prawej narysowany jest wykres funkgji kata, tzn. ¢(s) jest katem
miedzy wektorami f'(0) oraz f’(s) modulo 7.
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Wielokaty z przeciwlegtymi bokami réwnolegtymi
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| tutaj tez mata reklama plakatu Wiktora Buckiego, lzabellle Konicer oraz
Tomasza Wieczorka zwigzanego z tymi zbiorami.
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68. Szkota Matematyki Pogladowej 2025

Michat Zwierzynski

Politechnika Warszawska
Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych
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