Przed pélwieczem rozpowszechnilo sie skojarzenie pojec
odpowiedz i matematyk w nastepujacym zarcie:

Gdy po wielogodzinnym blgdzeniu w chmurach
lecgcy balonem wjrzeli pod sobqg lgd,
zakrzykneli do przechodzgcego czlowieka

Gdzie jestesmy?
Ten popatrzyt na nich, zastanowit sie © odpart:

W balonie!

Byt to bowiem matematyk,
a ont zawsze udzielajqg odpowiedz:
przemyslanej, precyzyjnej v do niczeqgo nieprzydatnes.



Konstrukcja wielokatow foremnych

i wywolane przez nig problemy



N 4

\_/

Rysunek ten Euklides potraktowatl jako konstrukcje

15-kata Istotnic 2.+ — L 1
- a Ioremnego. 1stotnie ¢ — — = = —,
2 & 5 3 15

Wysnut z tego wniosek, ze, gdybysmy potrafili
skonstruowac wszystkie p;-katy foremne

dla réznych liczb pierwszych p1, pa,..., Pn,

to potrafilibyémy skonstruowaé 2%-p;-ps-. . .-p,-kat foremny
dla dowolnego k.

Rozumowanie to opiera sie na tym, ze dla dowolnych liczb
naturalnych m i n istnieja takie liczby catkowite a i b,

ze a-m~+b-n=nwd(n, m).

Zatem gdy n i m sa wzglednie pilerwsze, . .

mamy a-m+b-n=1,czylia-—+b.- — = ——.
n m  m-n

Fuklides podat konstrukcje trojkata réwnobocznego i pieciokata foremnego, ale na 3 i 5 lista
wymienionych wyzej liczb pierwszych konczyta sie. Lista wielokatéw foremnych, jakie umiano
skonstruowac¢ — acz nieskonczona — byla mocno ograniczona.

Dopiero dwa tysiace lat pdzniej sprawe skutecznie zaatakowal 19-letni Carl Friedrich Gauss,
biorgc na warsztat liczbe 17. Uzyt w tym celu liczb zespolonych.

Uwaga ogoélna: Konstrukcje, o ktéorych mowa, to konstrukcje cyrklem i linijka bez podziatki,
co analitycznie oznacza, ze mozemy postugiwac sie jedynie réwnaniami stopnia 1 1 2.



Pierwiastki stopnia n z jednoSci sa wierzchotkami n-kata foremnego

21 wpisanego w okrag jednostkowy.

7, symetrii mamy
242+ 24+1=0
oraz fakt, ze

1 dla kazdego k suma z* + 2% jest liczba rzeczywista.

Gdybyémy umieli obliczy¢ za pomoca

rownan stopnia nie wyzszego niz 2 liczbe © = 2z + 2

to kreslac prostopadtla do osi rzeczywistej w odlegtosci %x
od zera, otrzymaliby$my zaréwno z, jak 2”1,

czyli skonstruowalibysmy n-kat foremny.

n—1




Pierwiastki stopnia n z jednoSci sa wierzchotkami n-kata foremnego
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wpisanego w okrag jednostkowy.

7, symetrii mamy

242+ 24+1=0

oraz fakt, ze

dla kazdego k suma z¥ 4+ 2"~ jest liczba rzeczywista.

Gdybyémy umieli obliczy¢ za pomoca

rownan stopnia nie wyzszego niz 2 liczbe © = 2z + 2

to kreslac prostopadtla do osi rzeczywistej w odlegtosci %x
od zera, otrzymaliby$my zaréwno z, jak 2”1,

czyli skonstruowalibysmy n-kat foremny.

n—1

Gauss zrobil to dla n =5 1 — w analogiczny sposéb
—dlan=17.

Idac dalej pokazal, ze metoda ta stosuje sie do wszystkich
k
liczb pierwszych postaci 2% + 1.



Najpierw rozdwoit pierwiastki z jednosci:
2* bedzie reprezentowane jako punkt €, i jako obrét d;

mnozenie liczb zespolonych to iloczyn ich modutéw i suma ich argumentow
— w przypadku pierwiastkéw z jednosci to po prostu obroét, stad
51'(53') = &5+
indeks 7 - 7 nalezy bra¢ modulo n, co bedzie dalej nie zaznaczane,
podobnie méwigc o pierwiastkach z jednosci bedziemy pomijali 1.

Jak tatwo zauwazy¢ poddanie wszystkich pierwiastkéw z jednosci jednemu obrotowi 9,
zachowuje ten zbidr.

Podobnie poddanie jednego pierwiastka e; wszystkim obrotom daje nam wszystkie pierwiastki.

Gaussa interesowalto, jakie sg inne zbiory niezmiennicze, czyli jakie podzbiory pierwiastkow z
jednosci dana funkcja §; przeprowadza na nie same.

Okazato sie, ze takie podzbiory istnieja, a tatwiej je zaobserwowac, gdy przenumeruje sie
pierwiastki w skali wyktadniczej (lub, jak kto woli, logarytmicznej), czyli

£ ma nowy numer [, gdy a' = k (modulo n),
i podobnie 9;.

Powstaje pytanie, dla jakiej liczby a wszystkie pierwiastki z jednosci (rézne od 1) otrzymaja
nowe, rézne numery.



pierwszy problem otwarty
Aby takie przenumerowanie dato wszystkie pierwiastki z jedynki (oprécz 1), potrzeba,
by potegi a dawaly n — 1, czyli wszystkie reszty modulo n. O takiej sytuacji méwimy, ze
a jest pierwiastkiem pierwotnym dla n.
Latwo (7) sprawdzié, ze 3 jest pierwiastkiem pierwotnym dla n =51 dla n = 17.

1

0
4

3V=1, 3'=3, 3°=4+1-5, 30=1, 3'=3, 3°=9, 3F=10+1-17,

3 =2+5-5, 3*=14+18-5; 3t =13+4-17, 3 =5+14-17, ......

Dalej bede dla jasnoéci (i daltonistéow) bede uzywal innego zapisu: zamiast k& bede pisal (k).



Dygresja pierwszy problem otwarty

Doktadniej: a jest pierwiastkiem pierwotnym dla n, gdy potegi a daja modulo n
wszystkie reszty wzglednie pierwsze z n;
w przypadku, gdy n jest liczbg pierwsza, reszt tych jest n — 1.

Postugujac sie funkcja ¢ Eulera

e(n)=n-(1- pil) oo (1= pik), gdzie pi,...,pr to wszystkie rézne dzielniki pierwsze n
(ona zlicza liczby nie wieksze i wzglednie pierwsze z n),

mozna wykazaé, ze liczba n ma pierwiastki pierwotne wtw gdy jest potega nieparzystej liczby
pierwszej, podwojeniem takiej liczby, badz jest réwna 2 lub 4.

Nie jest jednak znana procedura pozwalajaca na stwierdzenie,

dla jakich n dana liczba a jest pierwiastkiem pierwotnym.

Mozna, oczywiscie, sprawdzi¢ to w kazdym konkretnym przypadku (mniej niz n krokéw),
podobnie jak do sprawdzenia, czy liczba p jest pierwsza, wystarczy wykonaé¢ dzielenia jej przez
wszystkie liczby mniejsze od /p.

Tu widaé, jak zmys$lnie zostal obrany temat tej Szkoty:
nie wszystkiemu, co formalnie jest odpowiedzia, range odpowiedzi chcemy przyznac.

Bo chciatoby sie mie¢ jakas ”"maszynke” do odpowiadania na pytania, czy a jest pierwiastkiem
pierwotnym dla n, w stylu np. cechy podzielnosci przez 9 czy 13.



Dygresja pierwszy problem otwarty
Pierwiastki pierwotne interesowaly zreszta Gaussa jeszcze w szkole powszechne;j.

Karolek (nudzac sie w szkole) sprawdzil, dla ktérych liczb mniejszych od 1000 liczba 10 jest
pierwiastkiem pierwotnym. Sa wsréd nich np. 7, 17, 19, 23, 29, 97, 337, a nie ma np. 3, 11, 13.

Ré6zni popularyzatorzy w miejsce tego faktu wstawiaja historyjke o tym, jak uczen—Gauss
zrecznie zsumowatl liczby od 1 do 100.

Gauss zreszta korzystal z pozornie innej metody niz potegowanie:
sprawdzal, kiedy % ma rozwiniecie okresowe (n — 1)-miejscowe.

Tak np. % = 0, (142857), a przenumerowujac wierzchotki 7-kata za pomoca liczby 10
otrzymalibysmy kolejno 1, 3, 2, 6, 4, 5.

Ale nawet odpowiedz dla jakich n liczba 10 jest pierwiastkiem pierwotnym nie jest znana.



Po przenumerowaniu tatwo zobaczy¢ zbiory niezmiennicze, bo

0(i) (€)= Eqits):
Np. dla parzystego (i) funkcja d(;y zachowuje zbiér punktéw o (nowych) indeksach parzystych
i zbior punktéw o indeksach nieparzystych., a dla nieparzystego (i) te zbiory zamienia.

bLatwo zauwazy¢, ze gdy mamy punktéw wiecej (jak np. dla n = 17) podobnie bedzie dla
zbiorow punktow o indeksach majacych te sama reszte z dzielenia przez 4, czy przez 8.
A gdyby$my rozwazali inne liczby pierwsze p, dla ktérych p — 1 jest potega dwdjki,

to samo pojawiloby sie dla reszt z 16, 32,. ..

Te zbiory niezmiennicze postuza do wyprodukowania réwnan kwadratowych prowadzacych do
znalezienia odpowiednio liczb rzeczywistych €y + €(2) w przypadku n = 5, a takze €y + (3
dla n = 17, czyli do konstrukcji odpowiednio 5-kata foremnego i 17-kata foremnego,

bo pierwsza z tych sum to z! 4 2%, a druga to 2! + z'6.



Po przenumerowaniu tatwo zobaczy¢ zbiory niezmiennicze, bo

0(i) (€)= Eqits):
Np. dla parzystego (i) funkcja d(;y zachowuje zbiér punktéw o (nowych) indeksach parzystych
i zbior punktéw o indeksach nieparzystych., a dla nieparzystego (i) te zbiory zamienia.

bLatwo zauwazy¢, ze gdy mamy punktéw wiecej (jak np. dla n = 17) podobnie bedzie dla
zbiorow punktow o indeksach majacych te sama reszte z dzielenia przez 4, czy przez 8.
A gdyby$my rozwazali inne liczby pierwsze p, dla ktérych p — 1 jest potega dwdjki,

to samo pojawiloby sie dla resst z 16, 32,...

Te zbiory niezmiennicze postuza do wyprodukowania réwnan kwadratowych prowadzacych do
znalezienia odpowiednio liczb rzeczywistych €y + €(2) w przypadku n = 5, a takze €y + (3
dla n = 17, czyli do konstrukcji odpowiednio 5-kata foremnego i 17-kata foremnego,

bo pierwsza z tych sum to z! 4 2%, a druga to 2! + z'6.

W tym celu wprowadzimy kilka nowych symboli. Defniujemy:

0; ; to suma tych pierwiastkow, ktérych nowe indeksy daja przy dzieleniu przez ¢ reszte j.
So i= 09,0+ 021, l2:=0320" 021

a w przypadku n = 17 takze

S4 =040+t 042, l4: =040 042 1 Sg:=080+084, lg:=080"084.

Gdy obliczymy te liczby, to (wobec wzordéw Viete’a) obliczymy te sigmy z rownan
x? — spx +t, = 0.



skad ten pomyst?
To standardowe obliczenia dla n = 5:
1+z+224+234+24=0,
l+z+2°4+ 5 +1 =0,
1+ (z+ )+ (2 + %) =0,
ale poniewaz (z + %)2 =224+ 2+ Z%,
mamy 1+ (z4+ 1)+ (z+1)2—-2=0.
Porzadkujac i podstawiajac x = z + % otrzymujemy z° + x — 1 = 0,
skad x = % (bierzemy pierwiastek dodatni).

Metoda zaproponowang przez Gaussa liczylibysmy tak:

02,0 = €(0) —|—8(2), 02,1 = €(1) +€(3)7

s9 = 02,0+ 021 = (£(0) T €2)) + (1) +€(3)) = €0) T €(1) +Er2) T3y = —1,

ty = 02,0 02,1 = (£(0) +€2)) - (€1) +€(3)) = €(0) “€1) +€(0) " €3) T €2) " €(1) T E(2) "€(3) =
= €(0) "€(1) TEQ) "€(2) TE@2) "EB) TEMB) €)=
= 0(0)(€(0) ~€(1)) T 01y (€0) - €(1)) + d2)(€(0) - €(1)) + O3y (€(0) ~€(1)) =
= &) T€) te@) +é@) =—1L

2 — s9x 4ty = 0 przybiera postaé 22 +x — 1 = 0.

A wiec rownanie x
Zysk techniczny jest watpliwy.

Ale stosujac pierwsza metode do n = 17 mieliby$my do czynienia z réwnaniem stopnia 8.



rachunki dla n = 17
Liczymy metodag Gaussa

020 =€) T €@2)t---F+€aa), 021=¢€q)+eaE) +..-+Eas,
S2 = 020 + 02,1 = —1 Jak pOpI‘ZGdHiO,

t2 = 0'2’0 . 0'2,1 = 8(0)5(1) + 8(0)6(3) 4+ ...+ 8(14)8(13) + 6(14)5(15) =
= EEQ) TEWEER) T--- TE14)€Es) T E15)E(0)T
TEO)EE) T EWE@) T--- T EuEn) TEUsE@R)T
TE)EB) T EWEW.) T--- T E1EB) TEU5)EMT
TEO)ET) TEWE®) T - T EEBG) T E1)EE6) =



rachunki dla n = 17
Liczymy metodag Gaussa

020 =€) T €@2)t---F+€aa), 021=¢€q)+eaE) +..-+Eas,
S2 = 020 + 02,1 = —1 Jak pOpI‘ZGdHiO,
to = 02,0021 =€0)E1) T E€0)EB) + - T €14)E3) T €10)E5) =
= EE1) TEWEER) T -+ T EuaEas) T €15)E(0)t+
TEOEB) TEMEM) t -+ TEWHEQ) TEu5E@R)T

TEWOEB) TEME®D) -+ TEWHEB) TEu5EMWT
TEWOEM TEMEER) T --- T E14)EpB) T E14)E(6) =

= (5<o>(5<o>5<1>)+5<1>(5<o>€<1>)+---+5<14>(6<o>5<1> +oas (Ee) )+
< ) (E@EE) T o) (EEE) +--- +an(EEm) + a5 (E0EE) )+
(2 < +

) ( )

+ ( ) ( )

+ 90 (EEE) +00)(EEE) +-- -+ s (EEE) + a5 (E0)Es)

+(5<o>(€<o>€<7>) o (Eem) + -+ oan(Eem) +oas) (Eem) ) =
= 4. (6(0) +eqy + ... F e+ 5(15)) =4-(-1) =—4.

Stad mamy réwnanie 2 + 2 — 4 = 0 na 09 ¢ (dodatni) i o9 ;.

Konkretnie o3 g = \ﬁ VIl " ale wartosciami liczbowymi nie bedziemy sie zajmowali

— podam tylko WaFtObC liczbowg koncowego wyniku.



rachunki dla n = 17 cd.
Idziemy dalej:

04,0 = €(0) T €(a) TE8) TE(12): 04,2 = E2) T E(6) T €(10) T €(14);
S4 = 04,0 + 042 = 02, co przed chwilg obliczylisSmy,
ta =040 04,2 =€0)E(2) T E)E®) T --- T E12)€00) T E12)E(14) =

= €& TEER)EM) T - TE12)E14) T €14)E(0)T+
TEW0)E®6) TEER)EER) T--- T E12)E2) T E14)E1) =

= (5<o>(€<o>8<2>) +o)(Ee@) +--- +a(E0E@) a4y (E0)E@) )+
+<5<o> (Ee@©) T (EEE) +- - +an(E0eE) +as(E0EE) >

I nie ma rady, trzeba dowiedzieC si¢ , co to jest €g)&(2) 1 €(0)E(6): .
£(0) " E@) = €169 =2 2% =210 =19 = £(3),
€(0) "€(6) — €1 €15 = Zl : 215 = 216 — €16 = £(8)-




rachunki dla n = 17 cd.
Idziemy dalej:
04,0 = €(0) T €(4) T E(8) TE12), 04,2 = E(2) T E(6) T €(10) T €(14);
S4 = 04,0 + 042 = 02, co przed chwilg obliczylisSmy,
ta = 04,0042 = €0)E(2) TEWO)E®) T - T E12)€(10) T E(12)E(14) =

= €& TEER)EM) T - TE12)E14) T €14)E(0)T+
TEW0)E®6) TEER)EER) T--- T E12)E2) T E14)E1) =

= (5<o> (Ee@) +o(Ee@) +--- +a2(E0E@) + a4 (€<o>€<2>)) +
+ <5<o> (EE@©) T ) (E0E@) + -+ a2 (E0eE) + 0 (€<o>€<6>)>

I nie ma rady, trzeba dowiedzieC si¢ , co to jest €g)&(2) 1 €(0)E(6):
£(0) " E@) = €169 =2 2% =210 =19 = £(3),
€(0) "€(6) — €1 €15 = Zl : 215 = 216 — €16 = £(8)-

Zatem
ti= (30 (e@) + ) (e@) - + Sz () + Sy (e@) ) +
+<5(0) (e®)) +02)(g®)) + -+ + 012y (E(8)) + I(14) (5(8))> =091+ 020 =—1.

Wobec tego rownanie na o4 ¢ 1 042 ma postac i o2,0r — 1 =0,

co chetny moze sobie obliczyc¢.



rachunki dla n = 17 cd.
Kolej na ostatnie réwnanie, ktore niestety okaze si¢ przedostatnim.
Oczywiécie S8 = 08,0 + 08,4 = 04,0-

tg = 08,0 08,4 = (€(0) + €(8)) - (Ea) +€12)) =
= E(0)€4) T EWEE®) TE(8)E(12) T E(12)E(0) =

= <5<o> (EE@) + 0w (E©E@) + ) (E0e@) + 5(12>(€<o>€<4>)> =
= (5(0) (€9)) + 0(a)(€9)) + ) (£9)) +d1a) (6(9))) = 04,1
bo 8(0)8(4) = £&1&13 — Zl . Z13 — 214 — &14 — 5(9).

2

rownania z“ — o402 + 04,1 = 0.

Ale 041 dopiero trzeba obliczy¢.




rachunki dla n = 17 cd.
A wiec liczymy

04,1 04,3 =021

04,1043 = (e(1) +€5) +E(9) +2013)) - (€3) T €y + ey Heqs)) =
= EMEEB) TEWE(M T--- TEu3)EUL) T €13)E(15) =
= EEEB) TEMBE®B) T - TEu3)E1s) TEU5EM)T
TEWEM) T EB)EWQ) T - TEU3EB) T EUs)EB) =

= (5<o> (Emem) Hoeme) +--- +an(EmeE) +0a) (5<1>€<3>))
+ (5<0> (emem) +olemem) +--- +dazn(emem) +daa (5<1>€<7>)) =
= (5(0) () +02)(e)) + -+ 0a2)(ea)) + da14) (5(4))>+
+ (5(0) (£9)) +(2)(E(9)) + - - + d(12)(€(9)) + d(14) (6(9))) =

_ _ .3 10 __ .13 __ _
bo E(1)"€@) =€3-€10 = 2" -2~ =27 =€13 =€),
_ _ 3 11 . 14 __ _
8(1)°8(7)—83'611—Z T =2 —816—6(9). 9

Mamy wiec réwnanie x° — o217 — 1 =0mnaoy1 1043,
2

co pozwala rozwigza¢ koncowe rownanie * — o4 gx + 04,1 = 0.



rachunki dla n = 17 — koniec, i co dalej?

Réwnanie 22 — 04 07 + 041 = 0. ma rozwiazanie o wartosci liczbowe] (uzyskanej po obliczeniu
wartosci liczbowych poprzednich czterech rownan) do$¢ niebanalnej

1 1
ag,ozg(\/ﬁ—1+\/34—2\/ﬁ) +Z\/17+3\/ﬁ—\/170+38\/ﬁ.

Nasuwa to kilka pytan.

e Trudno sobie wyobrazi¢, jak skonstruowaé¢ odcinek o takiej dtugosci. Ale skoro dowiedlismy
istnienia konstrukcji 17-kata foremnego, to jak machaé¢ linijka i cyrklem, by go efektywnie
nakresli¢?

e Metoda Gaussa daje sie uogélni¢ na wszystkie liczby pierwsze p, takie ze p — 1 jest potega
dwojki. Ile jest takich liczb pierwszych?

e Czy mozna skonstruowac¢ wielokaty foremne dla liczb pierwszych, ktérych metoda Gaussa nie
chwyta (i, ewentualnie, dla jakich)?

e I wreszcie, czy mozna skonstruowaé¢ m-katy foremne, gdy m nie jest liczba postaci podanej
przez Buklidesa (czyli 2% - p - pa - ... - pp, gdzie p; sa pierwsze i rézne)?

Kolejno na nie odpowiemy:.



Zacznijmy od najtatwiejszego.

C_ P .
ﬁ Efektywna konstrukcja 5-kata
jakoby od Ptolemeusza
S
Dany okrag o.
Ol N, Fo O, Py, C: OF,iOC to polowy

prostopadlych srednic,
S : $rodek OC,
Ny : na OPF, i dwusiecznej XOS Py,
Pi: naoi PNy L PO.

Py P; to kolejne wierzchotki pieciokata foremnego.
Istotnie, postugujac sie twierdzeniem Pitagorasa i twierdzeniem o dwusiecznej,

VH—1
T

latwo stwierdzamy, ze |ON;| =



Efektywna konstrukcja 17-kata

Dany okrag o.

O, Py, C: OF,iOC to polowy
prostopadlych srednic,

Py J: |0J|=21]|0C| na OC,
E %iOJE:i%iOJPQ la OP(),
F: <XFJFE = 45° na prostej OF,

K : na OC'ipoélokregu o srednicy Py F,
N3, N5 : na prostej OF, i potokregu o $srodku E przez K (N3 blizej Fp),
P;, P;: odpowiednio na okregu o i prostopadtych do OF, przez N3 i N5,
Py:  |PyPs| = |P5Ps| na okregu o.

Wiszystkie punkty P; sa wierzchotkami 17-kata wpisanego w o,

ale stwierdzenie tego jest dos¢ niebanalne.



drugi problem otwarty
Jesli p jest liczba pierwsza i p — 1 jest potega dwojki, to p = 92" + 1 dla pewnego k,
albowiem 22471 +1 = (2 +1)(22¢ —22¢~1 4 22¢=2 1922 _2+1).

Pozostaje problem,

ktore liczby postaci p = 92" + 1 dla pewnego k (zwane liczbami Fermata) sa pierwsze?

Do listy Euklidesa, ztozonej z 3 1 5 dopisano 17, 257 i 65537, czyli mamy liczby Fermata dla
kE=0,1,2, 3,41i— mimo staran — nic wiecej.

Na poczatku XVIII wieku (dopiero!) Euler udowodnil, ze nie wszystkie liczby Fermata sa

pierwsze, rozktadajac liczbe Fermata dla k = 5, czyli 22° + 1 = 4294967297.

22”41 =232 4 54.228 _ (54.228 _ 1) =9228(24 1 54) — (52. 214 L 1)(5.2T 4 1)(5-27 — 1) =
=641 (2% — (5% - 21 4+ 1) - 639).

Jak wida¢, metoda Eulera nie sugeruje uogolnienia, podobnie jak sposoby, jakimi p6zniej
powiekszono spora (ale skonczona) liste ”niepierwszych” liczb Fermata.

Sa wsrod nich np. liczby dla k réwnego 6, 7, 8, 9, ale tez np. 21, 23, 36, 38,

73 (tu najmniejszym dzielnikiem jest 5 -27° 4+ 1), czy 1945.

Tak wiec nie wiemy, czy istnieje wiecej niz piec liczb pierwszych Fermata.

Oczywiscie (?) rachunki metoda Gaussa dla wielokatow foremnych o 257 i 65537 wierzchotkach
przeprowadzono, co mozna sprawdzi¢ w muzeum w Getyndze.



inaczej sie nie da
Na ostatnie dwa pytania odpowiedz jest NIE.
Udowodnit to (41 lat po wyniku Gaussa) Pierre Laurent Wantzel (1814-1848).
Dzi$ dowodzimy tego postugujac sie teorig Galois, ktérej Wantzel nie znat,
ale ktéra w potrzebnym zakresie skonstruowat.
Zauwazyt, ze rozwigzania kolejnych rownan kwadratowych naleza do kolejnych rozszerzen ciata
liczb wymiernych §y o potrzebny (ta ”delta”’!) pierwiastek kwadratowy.

Oto przyktad rozumowania, jakim sie postugiwat.

Mamy réwnanie 22 + az? + bx + ¢ = 0 o pierwiastkach z, z2, 3. Réwnanie to pojawilo sie
W Sk+1, ktore jest rozszerzeniem § o pierwiastek z w, czyli sktada sie z liczb postaci

p + g/ w, gdzie p, ¢, w naleza do Fx.

W tej sytuacji (co najmniej) jeden z pierwiastkéw tez nalezy do §p.

Jesli bowiem jednym z pierwiastkow jest s + ty/w, to réwniez jest nim s — t/w.
Podstawiajac do réwnania pierwszy z nich otrzymujemy

s3 + 3s8%t\/w + 3st?w + t3w/w + as?® + 2ast\/w + at?*w + bs + bt/w + ¢ = 0,

czyli (33 + 3st?w + as® + at*w + bs + c) + \/5(33275 + 3w + 2ast + bt) =0,

a wiec oba te nawiasy muszg by¢ réwne 0, wobec czego wszystko jedno, czy taczy je 4+ czy —.
7 wzorow Viete’a x1 + xo + 3 = —a, a wiec r3 = —a — (s + ty/w + s — ty/w) = —a — 2s €§.
Ale teraz sytuacja powtarza sie dla §x i jeden z pierwiastkéw musi by¢ w §r_1,

Iterujac to postepowanie otrzymujemy wniosek, ze jeden z pierwiastkOw musi by¢ wymierny.

Podkreslmy: jest tak, gdy rownanie to ostato uzyskane z rozwigzywania réwnan kwadratowych.



niekonstruowalnos$é¢ 7-kata foremnego

Zobaczmy, jak to dziala na przyktadzie pytania o konstrukcje 7-kata foremnego.
Mamy z6—|—z5—|—z4—|—z3+z2—i—z—i—1 = 0,
czyli 23 + 22 +z+1+ + = L+ 3—0
ale (z 4 1)3 = 23 +3z +3i + 5 =0E+%)+3(z+12),
dhad 2+ & = (s + 1) 32+ 1),
oraz (z+ )2 =22+ 2+ %,
skad 2%+ &% = (z + 1)? — 2.
Podstawiajac otrzymujemy
(z+1)P =3+ +(z+1)2-2+(E=+1)+1=0.
porzadkujac i podstawiajac y = z + % mamy y> +y? — 2y — 1 = 0.

N

r
Roéwnanie to nie ma pierwiastka wymiernego, bo podstawiajac —, gdzie nwd(r,s) = 1
S

otrzymujemy sprzecznosc:

3 2
(5) +(5) -2t +1=0,
S S S

skad r3 + 125 — 2rs? — 3 = 0, wiec —r3 = s(r? — 2rs — s?), wbrew nwd(r, s) = 1.

Zatem 7-kata foremnego cyrklem i linijkg bez podziatki skonstruowaé¢ nie mozna.
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Czy beda dalsze trojki?

Jedna na pewno: 65535, 65536, 65537



Czy beda dalsze trojki?

Jedna na pewno: 65535, 65536, 65537

Czy mozna byto to odgadnac¢? — tak, bo

5=922" 411, 4=22" 3=922" 1=2241;

17=22 41, 16=2%, 15=22" —1=5.3=(22 +1)- (22" +1);

257 =22 41, 256=22", 255 =22 —1=17-5-3=(22 +1)- (22 +1)-(22° +1);
a wiec mozna sie byto spodziewac, ze bedzie

65537 = 22" +1, 65536 = 22" 65535:224—1:257-137-5-3: 2 1 0
=227 +1)- (22 +1)-(22 +1)-(22 +1)
i rzeczywiscie tak jest!



Czy beda dalsze trojki?

Jedna na pewno: 65535, 65536, 65537

Czy mozna byto to odgadnac¢? — tak, bo

5=22" 41, 4=22" 3=22" —1=22" 11

17=22 41, 16=2%, 15=22" —1=5.3=(22 +1)- (22" +1);

257 =22 41, 256=22", 255 =22 —1=17-5-3=(22 +1)- (22 +1)-(22° +1);

a wiec mozna sie byto spodziewac, ze bedzie

65537 = 22" +1, 65536 = 22" 65535:224—1:257-137-5-3: 2 1 0
=227 +1)- (22 +1)-(22 +1)-(22 +1)
i rzeczywiscie tak jest!

Nasuwa to sugestie, zeby (wobec trudnosci z liczbami pierwszymi Fermata) oderwaé sie od
konstrukcji wielokatéw foremnych i zapytac, czy faktycznie dla dowolnego n jest

22" _1=(22"" 4+ 1)- (22" T 4+ 1) ... (22 +1)- (22 4+ 1).

Zmaczytoby to, ze liczby Mersenne’a o wykladniku postaci 2" sg iloczynami wszystkich liczb
Fermata o nizszych wyktadnikach.
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65537 = 22" +1, 65536 = 22" 65535:224—1:257-137-5-3: 2 1 0
=227 +1)- (22 +1)-(22 +1)-(22 +1)
i rzeczywiscie tak jest!

Nasuwa to sugestie, zeby (wobec trudnosci z liczbami pierwszymi Fermata) oderwaé sie od
konstrukcji wielokatéw foremnych i zapytac, czy faktycznie dla dowolnego n jest

22" _1=(22"" 4+ 1)- (22" T4 1) .. (22 +1)- (22 +1)- (22 —1).
Faktycznie tak jest. Okazuje sie, ze wystarczylto dopisa¢ jedynke.



Fakt okazat sie banalny,
ale mozna go spozytkowac¢ na okolicznos¢ konstruowania wielokatéw foremnych:

niezaleznie bowiem od od tego, czy dla n > 4 istnieja liczby pierwsze Fermata 22" + 1,
czy tez nie,

trzech konstruowalnych wielokatéw foremnych ”pod rzad” wiecej juz nie ma,

albowiem wszystkie liczby Mersenne’a postaci 22 — 1 dla n > 5 dziela sie przez 22° + 1
i w konsekwencji nawet przez 641.

a wielokat foremny dla 22° 4+ 1 nie jest konstruowalny, co tez rozbija ewentualna trojke
(szkoda , bo 4294967295 i 4294967296 sa konstruowalne).

Tak wiec, jedynymi trojkami sg (3, 4, 5) (6 sie przyplatala), (15, 16, 17),
(255, 256, 257) i (65535, 65536, 65537).



