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Zadanie 25, obéz OM Zwardon 1998

25. Definiujemy rekurencyjnie ciag liczb catkowitych nieujemnych ag,aq,ao,... W naste-
pujacy sposob: ap = 0, a; = 1 oraz

Aoy, = 3y, Qopa1 = 3a, + 1 dla n=1,2,3,....

(a) Scharakteryzowaé wszystkie nieujemne liczby calkowite n, dla ktérych istnieje
dokladnie jedna para (k,!) liczb calkowitych nieujemnych spelniajaca warunki

k>1 oraz ap +a; =n. (dosh)
(b) Dla kazdego n, niech f(n) bedzie liczba par (k,[) spelniajacych (deds). Znalezé

e AN
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25. Mozna wykazaé¢ indukeyjnie, ze cigg (a,) moze by¢ opisany nastepujgco: Zapi-
sujemy liczbe n w ukladzie dwéjkowym, a nastepnie interpretujemy ten zapis w ukladzie
trojkowym, na przyklad 13 = 1101y), wigc a3 = 11013y = 37. Tak wigc w ciagu (a,)
wystapia te, i tylko te liczby catkowite nieujemne, ktére zapisuja sie w ukladzie tréjkowym
przy pomocy samych zer i jedynek. Dodawanie dwdch takich liczb w ukladzie tréjkowym
odbywa sie bez " przenoszenia” | jeéli wiec m-ta cyfra od kotica rozwiniecia tréjkowego liczby
ap + a; jest réwna 0, to m-te cyfry od konca liczb ay i a; sa rowne 0. Podobnie, jedli cyfra
sumy jest réwna 2, to odpowiadajace jej cyfry sktadnikéw sg réwne 1. Wreszcie, tam gdzie
w sumie wystepuje cyfra 1, skaldniki musza mie¢ cyfry 01 1.
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Widzimy wiec, ze rozktadanie liczby n zapisanej w ukladzie tréjkowym na sume ax +a;
polega na rozltozeniu kazdej z cyfr liczby n na sume dwdch liczb réwnych 0 lub 1. Taki
rozklad jest jednoznaczny w przypadku cyfr 0 i 2, ale wszedzie tam, gdzie w rozwini¢ciu
tréjkowym liczby n napotkamy jedynke mamy dwie mozliwosci: 0+ 11 1+ 0.

Tak wice mozliwych rozktadéw liczby n na sume ap + a; jest 270", gdzie j(n) jest
liczbg jedynek wystepujacym w trojkowym zapisie liczby n. Po dotozeniu warunku k > [
liczba rozkladéw zmniejsza sie o polowe, za wyjatkiem przypadku j(n) = 0, gdyz wtedy

k=1L
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Tak wicc mozliwych rozkladéw liczby n na sume ay, + a; jest 270V gdzie j(n) jest

liczbg jedynek wystepujacym w tréjkowym zapisie liczby n. Po dolozeniu warunku k > [
liczba rozkladéw zmniejsza sie o polowe, za wyjatkiem przypadku j(n) = 0, gdyz wtedy

k=1.

Ostatecznie

2= edy (n)
/ “”‘{ L edy n)

v

Tak wiec odpowiedZ brzmi:
(a) dla takich n, ktére w zapisie tréjkowym maja co najwyzej jedna cyfre 1,

1997 1. 31908y
(b) 2 dlan = =—;
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Ciagi » - odkrycie czy klapa?
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1.1 Idea ciggdw », czyli ,,pisz w jednym, czytaj w drugim”

XlX'_}...Xn(a) — XIXZ---Xn(b)
ab
N Xy Xy = N1X 22X (1.1)

Gdzie X1, Xo, ..., X, to kolejne eyfry zapisu liczby w danym systemie liczbowym, a X1Xo... Xy ()
oznacza, ze liczba ta zapisana jest w

stemie pozycyjnym o podstawie a > 1.

Intuicyjne rozumienie ciagdéw 3¢ stanowiace jednoczesnie ich istote i pierwowzdr wyrazimy po-

dajac przepis na obliczenie kolejnych wyrazéw ciag b
ajac przepis na obliczenie kolejnych wyrazéw ciggu s,

1. Wypisujemy kolejne liczby naturalne w systemie pozycyjnym o podstawie a.

2. Odezytujemy zapis wypisanych liczb tak, jakby byly zapisane w systemie pozycyjnym o pod-
stawie b. Sa to kolejne wyrazy ciagu.
Aby uniknaé niedeislodel, od poczatku ustalmy, ze ciag kappa bede oznaczal jako

P b
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1.2 Uogdlnienie

Gdy zdefiniujemy ciag kappa przy pomocy zapisu formalnego, mozemy pozby¢ sie zalozenia a < b.
Jest to podejécie ogdlniesze.

k
=3 g(i) - b (1.2)
=0
edzie
k

Zg(i)-ai:n A /\g(i)E{O.l.Z.....afl}

=0 €N



XXIX Ogélnopolski Sejmik Matematykéw 2012

Ciag %13.2

Gdy a > b musimy odwolaé si¢ do wzoru (1.2). Przykladowo:
1B=1-11"+2-11"0raz 1-2! +2.20 =4

11,2
Zatem s,,7" =4
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1.3 Wz‘ér rekurencyjny

Réwnowaznie ciagi » mozna zdefiniowaé za pomoca rekurencyjnego wzoru.

A = 0
b
%;z.b = b edy n=0(mod a)

a

b — %szl +1 egdy n ;é 0(7710[1 a)

n
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The OFEIS is supported by the many generous donors te the OEIS Foundation.

ITHE ON-LINE ENCYCLOPEDIA
§OF1NTEGERSEQUENCES®

founded in 1964 by N. J. A. Sloane

01362

2211
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Search: 2203580

Displaying 1-1 of 1 result found. page |
Sort: relevance | references | number | modified | created  Format: long | short | data
A203580 a(n) = Sum {d(i)*2"1: i=0,1,....m}, where Sum{d(1)*7%i: i=0,1,....m}=n, d(i)€{0,1.....6}. =

1
0,1, 2, 3, 4,5,6,2,3,4,5,6,7,8, 4,5,6,7,8,9, 10,6, 7, 8,9, 1o, 11, 12, 8, 9, 1o, 11, 12, 13, 14, 1o, 11,
12, 13, 14, 15, 16, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14,
1e, 11, 12, 13, 14

(list; graph; refs; listen; history: text; internal format)

OFFSET 0,3

COMMENTS Change-of-base sequence 7-»2.

LINKS Clark Kimberling, Table of n, a(n) for n = 0..1000

FORMULA a(0)=0, a(n)=2*a(n/7) if n==0 (mod 7), a(n)=a(n-1)+1 otherwise.

MATHEMATICA t = Table[FromDigits[RealDigits[n, 71, 21, {n, ©, 100}] (* Clark Kimberling, Aug 03 2012 *)
CROSSREFS Cf. AB33044.

KEYWORD nonn, base

AUTHOR Karol Bacik, Jan 03 2012

STATUS approved

page 1
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Twierdzenie 3. Cigg ™ jest funkcjq réinowartodciowq wtedy i tylko wtedy, gdy a < b.
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Rysunek 3.3: Wykres ciagu s
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a,c €Ly
b,del
%g.b,c.d — 0
sabed = et ody = 0(mod a)
a
seabicsd %ch +d gdy n ;é O(NIDd (l)

%z.b,c.d 1 edy n #0(mod a)

i
i

nze
n<c
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Funkcja s

Dowolny ciag s, jak kazdy ciag jest funkcja, ktérej dziedzina jest zbioér liczb naturalnych. Funkcja >
jest rozszerzeniem ciagu s na caly zbiér liczb rzeczywistych nieujemnych. Funkeje s zdefiniujemy
poprzez analogie do ciggéw, w ktérych ¢ = d = 1. Wykorzystaé mozemy tutaj definicje 1.2.

Dla liczb x > 0 ‘
() = Zg(z’) b (5.1)

€L
gdzie

Zg(i)-ai:n A /\g(i)e{[).l.?....afl} A /\\/g(i)yéafl

€L €L 10 1<i0
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