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Zbiory sum i iloczynów

A ⊆ Z, |A| < +∞

zbiór sum: A+ A = {a1 + a2 : a1, a2 ∈ A},
zbiór iloczynów: AA = {a1a2 : a1, a2 ∈ A},



Zbiory sum i iloczynów

A+ A = {a1 + a2 : a1, a2 ∈ A}
AA = {a1a2 : a1, a2 ∈ A}

A = {5, 11, 17, 23}

A+ A = {

28, 34, 10, 16, 22, 40, 46

}
AA = {

187, 115, 289, 25, 55, 85, 121, 253, 391, 529

}



Zbiory sum i iloczynów

A+ A = {a1 + a2 : a1, a2 ∈ A}
AA = {a1a2 : a1, a2 ∈ A}

A = {5,111111,171717, 23}

A+ A = {28

, 34, 10, 16, 22, 40, 46

}
AA = {187

, 115, 289, 25, 55, 85, 121, 253, 391, 529

}



Zbiory sum i iloczynów

A+ A = {a1 + a2 : a1, a2 ∈ A}
AA = {a1a2 : a1, a2 ∈ A}

A = {555, 11, 17,232323}

A+ A = {28

, 34, 10, 16, 22, 40, 46

}
AA = {187, 115

, 289, 25, 55, 85, 121, 253, 391, 529

}



Zbiory sum i iloczynów

A+ A = {a1 + a2 : a1, a2 ∈ A}
AA = {a1a2 : a1, a2 ∈ A}

A = {5, 11,171717, 23}

A+ A = {28, 34

, 10, 16, 22, 40, 46

}
AA = {187, 115, 289

, 25, 55, 85, 121, 253, 391, 529

}



Zbiory sum i iloczynów

A+ A = {a1 + a2 : a1, a2 ∈ A}
AA = {a1a2 : a1, a2 ∈ A}

A = {5, 11, 17, 23}

A+ A = {28, 34, 10, 16, 22, 40, 46}
AA = {187, 115, 289, 25, 55, 85, 121, 253, 391, 529}



Zbiory sum i iloczynów

A+ A = {a1 + a2 : a1, a2 ∈ A}
AA = {a1a2 : a1, a2 ∈ A}

A = {5, 11, 17, 23}, |A| = 4

A+ A = {10, 16, 22, 28, 34, 40, 46}
|A+ A| = 7

AA = {25, 55, 85, 115, 121, 187, 253, 289, 391, 529}
|AA| = 10



Zbiory sum i iloczynów

A+ A = {a1 + a2 : a1, a2 ∈ A}
AA = {a1a2 : a1, a2 ∈ A}

B = {1, 2, 4, 8}, |B| = 4

B + B = {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 16}
|B + B| = 10

BB = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64}
|BB| = 7



Zbiory sum i iloczynów

Jak duży może być zbiór sum?

|A+ A| ¬
(
|A|+ 1

2

)
=
|A|2 + |A|

2

B = {1, 2, 4, 8}, |B| = 4

B + B = {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 16}

|B + B| = 10 =

(
4 + 1

2

)



Zbiory sum i iloczynów

Jak duży może być zbiór sum?

|A+ A| ¬
(
|A|+ 1

2

)
=
|A|2 + |A|

2

B = {1, 2, 4, 8}, |B| = 4

B + B = {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 16}

|B + B| = 10 =

(
4 + 1

2

)



Zbiory sum i iloczynów

Jak duży może być zbiór sum?

|A+ A| ¬
(
|A|+ 1

2

)
=
|A|2 + |A|

2

B = {1, 2, 4, 8}, |B| = 4

B + B = {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 16}

|B + B| = 10 =

(
4 + 1

2

)



Moc zbioru sum

Jak duży może być zbiór sum?

A = {a1, a2, . . . , an}, a1 < a2 < . . . < an

a1 + a1 < a1 + a2 < . . . < a1 + an < a2 + an < . . . < an + an

|A+ A| ­ 2|A| − 1



Moc zbioru sum

Jak duży może być zbiór sum?

A = {a1, a2, . . . , an}, a1 < a2 < . . . < an

a1 + a1 < a1 + a2 < . . . < a1 + an < a2 + an < . . . < an + an

|A+ A| ­ 2|A| − 1



Moc zbioru sum

Jak duży może być zbiór sum?

|A+ A| ­ 2|A| − 1

A = {5, 11, 17, 23}, |A| = 4

A+ A = {10, 16, 22, 28, 34, 40, 46}}
|A+ A| = 7 = 2 · 4− 1



Moc zbioru sum

Fakt

Jeżeli A ⊆ Z, |A| <∞ i |A+ A| = 2|A| − 1, to A jest ciągiem
arytmetycznym.

Twierdzenie (Freiman)

Jeżeli A ⊆ Z, |A| <∞ i |A+A| ¬ 3|A| − 4, to zbiór A jest zawarty
w ciągu arytmetycznym o długości |A+ A| − |A|+ 1.



Moc zbioru sum

Fakt

Jeżeli A ⊆ Z, |A| <∞ i |A+ A| = 2|A| − 1, to A jest ciągiem
arytmetycznym.

Twierdzenie (Freiman)

Jeżeli A ⊆ Z, |A| <∞ i |A+A| ¬ 3|A| − 4, to zbiór A jest zawarty
w ciągu arytmetycznym o długości |A+ A| − |A|+ 1.



Moc zbioru iloczynów

Jak duży może być zbiór iloczynów?

2|A| − 1 ¬ |AA| ¬
(
|A|+ 1

2

)
=
|A|2 + |A|

2
(dla A ⊆ Z>0)

B = {1, 2, 4, 8}, |B| = 4

BB = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64}
|BB| = 7 = 2 · 4− 1

A = {5, 11, 17, 23}, |A| = 4

AA = {25, 55, 85, 115, 121, 187, 253, 289, 391, 529}

|AA| = 10 =

(
4 + 1

2

)



Hipoteza Erdősa

Hipoteza (Erdős, 250$)

Niech ε > 0. Wówczas dla dowolnego zbioru skończonego A ⊆ Z

max{|A+ A|, |AA|} �ε |A|2−ε.



Hipoteza Erdősa

∀A⊆Z,|A|<+∞max{|A+ A|, |AA|} �ε |A|1+c−o(1).

Co wiemy o c?

Erdős, Szemerédi, 1983: c > 0,

Nathanson, 1997: c = 1
31 ,

Elekes, 1997: c = 1
4 ,

Solymosi, 2009: c = 1
3 .



Nathanson



Elekes

Twierdzenie (Szemerédi, Trotter)

Niech t i N będą dodatnimi liczbami całkowitymi. Ponadto, niech
P będzie zbiorem N różnych punktów na płaszczyźnie, a
l1, l2, . . . , lM będą pewnymi różnymi prostymi. Jeśli każda prosta ei
zawiera co najmniej t punktów z P, to

M ¬ C
N2

t3
.



Elekes

M ¬ C
N2

t3
(M−liczba prostych,N−liczba punktów, t− liczba incydencji)

P = (A+ A)× (AA)

N = |A+ A||AA|



Elekes

M ¬ C
N2

t3
(M−liczba prostych,N−liczba punktów, t− liczba incydencji)

∀1¬i ,j¬|A|li ,j : y = ai (x − aj)

M = |A|2



Elekes

M ¬ C
N2

t3
(M−liczba prostych,N−liczba punktów, t− liczba incydencji)

∀1¬k¬|A|ai (ak + aj − aj) = aiak ⇒ (ak + aj)× (aiak) ∈ li ,j

t = |A|



Elekes

M ¬ C
N2

t3
(M−liczba prostych,N−liczba punktów, t− liczba incydencji)

N = |A+ A||AA|,M = |A|2, t = |A|

|A|2 ¬ C · (|A+ A||AA|)2

|A|3
⇒ |A+ A||AA| � |A|5/2



Solymosi

Energia multiplikatywna:

E (A) = |{(a, b, c , d) ∈ A4 : ab = cd}|

E (A) =
∑
s∈AA

|{(a, b) ∈ A2 : ab = s}|2

­ 1
|AA|

∑
s∈AA

|{(a, b) ∈ A2 : ab = s}|

2 = |A|4
|AA|



Solymosi

Energia multiplikatywna:

E (A) = |{(a, b, c , d) ∈ A4 : ab = cd}|

E (A) =
∑
s∈AA

|{(a, b) ∈ A2 : ab = s}|2

­ 1
|AA|

∑
s∈AA

|{(a, b) ∈ A2 : ab = s}|

2 = |A|4
|AA|



Solymosi

Załóżmy, że A ⊆ Z>0.
Rozważamy zbiór punktów (a, b) ∈ A2:



Solymosi

Rozważamy zbiór punktów (a, b) ∈ A2 i proste ls : y = sx dla
s ∈ A/A:



Solymosi

Dzielimy otrzymane proste na klasy C0,C1, . . . ,Cm takie, że
li ∈ Cj ⇔ 2j ¬ |li ∩ (A× A)| < 2j+1 (m ¬ dlog |A|e).



Solymosi

Dzielimy otrzymane proste na klasy C0,C1, . . . ,Cm takie, że
li ∈ Cj ⇔ 2i ¬ |li ∩ (A× A)| < 2i+1 (m ¬ dlog |A|e).

E (A) =
∑

s∈A/A
|{(a, b) ∈ A2 : a/b = s}|2 =

∑
s∈A/A

|ls ∩ (A× A)|2

=
m∑
i=0

∑
ls∈Ci

|ls ∩ (A× A)|2

Stąd istnieje indeks K taki, że

E (A)

dlog |A|e
¬
∑
ls∈CK

|ls ∩ (A× A)|2.

Załóżmy, że CK = {s1, s2, . . . , sl} i s1 < s2 < ... < sl . Wówczas:

E (A)

dlog |A|e
< l22K+2.



Solymosi

Załóżmy, że CK = {s1, s2, . . . , sl} i s1 < s2 < ... < sl i rozważmy
zbiory (lsi ∩ A× A) + (lsi+1 ∩ A× A):

Zbiory te są parami rozłączne dla różnych parametrów si i
|(lsi ∩ A× A) + (lsi+1 ∩ A× A)| = |lsi ∩ A× A||lsi+1 ∩ A× A|.



Solymosi

l · 22K ¬
∣∣∣∣∣

l⋃
i=1

(lsi ∩ A× A) + (lsi+1 ∩ A× A)

∣∣∣∣∣ ¬ |A+ A|2

E (A)

dlog |A|e
< l22K+2 ⇒ E (A)

dlog |A|e
¬ 4|A+ A|2

|A|4

|AA|
¬ E (A)⇒ |A|4

4dlog |A|e
¬ |A+ A|2|AA|



Solymosi

l · 22K ¬
∣∣∣∣∣

l⋃
i=1

(lsi ∩ A× A) + (lsi+1 ∩ A× A)

∣∣∣∣∣ ¬ |A+ A|2

E (A)

dlog |A|e
< l22K+2 ⇒ E (A)

dlog |A|e
¬ 4|A+ A|2

|A|4

|AA|
¬ E (A)⇒ |A|4

4dlog |A|e
¬ |A+ A|2|AA|



Solymosi

l · 22K ¬
∣∣∣∣∣

l⋃
i=1

(lsi ∩ A× A) + (lsi+1 ∩ A× A)

∣∣∣∣∣ ¬ |A+ A|2

E (A)

dlog |A|e
< l22K+2 ⇒ E (A)

dlog |A|e
¬ 4|A+ A|2

|A|4

|AA|
¬ E (A)⇒ |A|4

4dlog |A|e
¬ |A+ A|2|AA|



Hipoteza Erdősa

∀A⊆Z,|A|<+∞max{|A+ A|, |AA|} �ε |A|1+c−o(1).

Co wiemy o c?

Erdős, Szemerédi, 1983: c > 0,

Nathanson, 1997: c = 1
31 ,

Elekes, 1997: c = 1
4 ,

Solymosi, 2009: c = 1
3 ,

Bloom, 2025: c = 1250
951 ≈ 0, 33543.



Hipoteza Erdősa

∀A⊆Z,|A|<+∞max{|A+ A|, |AA|} �ε |A|1+c−o(1).

Co wiemy o c?

Erdős, Szemerédi, 1983: c > 0,

Nathanson, 1997: c = 1
31 ,

Elekes, 1997: c = 1
4 ,

Solymosi, 2009: c = 1
3 ,

Bloom, 2025: c = 1250
951 ≈ 0, 33543.



Problemy pokrewne





Frank Plumpton Ramsey

Frank Plumpton Ramsey
(1903-1930)

„A song for Ramsey”, Sicong
Meng, Sabrina Nguyen, Gary Tse
https://www.sfu.ca/~vjungic/

RamseyProjects/book-1.html

https://www.sfu.ca/~vjungic/RamseyProjects/book-1.html
https://www.sfu.ca/~vjungic/RamseyProjects/book-1.html


Liczby Ramseya

Liczbą Ramseya R(r , s) nazywamy najmniejszą liczbę naturalną n
taką, że każde kolorowanie grafu pełnego Kn zawiera czerwony
podgraf Kr lub niebieski podgraf Ks .



Liczby Ramseya

Liczbą Ramseya R(r , s) nazywamy najmniejszą liczbę naturalną n
taką, że każde kolorowanie grafu pełnego Kn zawiera czerwony
podgraf Kr lub niebieski podgraf Ks .



Liczby Ramseya

Twierdzenie (Twierdzenie Ramseya)

∀r ,s­2R(r , s) ¬ R(r − 1, s) + R(r , s − 1)



Liczby Ramseya

Twierdzenie (Twierdzenie Ramseya)

∀r ,s­2R(r , s) ¬ R(r − 1, s) + R(r , s − 1)



Oszacowanie górne

Twierdzenie (Erdős, Szekeres, 1935)

R(k, k) ¬ c
4k√
k

R(r , s) ¬ R(r − 1, s) + R(r , s − 1)⇒ R(k , k) ¬
(

2k − 2
k − 1

)

R(k , k) ¬
(

2k − 2
k − 1

)
∧ k! ∼ kke−k

√
2πk ⇒ R(k , k) ¬ c

4k√
k



Oszacowanie górne

Twierdzenie (Erdős, Szekeres, 1935)

R(k, k) ¬ c
4k√
k

R(r , s) ¬ R(r − 1, s) + R(r , s − 1)⇒ R(k , k) ¬
(

2k − 2
k − 1

)

R(k , k) ¬
(

2k − 2
k − 1

)
∧ k! ∼ kke−k

√
2πk ⇒ R(k , k) ¬ c

4k√
k



Oszacowanie dolne

Twierdzenie (Erdős, 1947)

R(k, k) ­ k ·
√

2
k
(

1

e
√

2
+ o(1)

)
.

Definiujemy n = k ·
√

2
k 1
e
√
2
(1− 1k ) i kolorujemy Kn losowo.

Dla S ⊆ V (Kn), |S | = k definiujemy zdarzenia AS - zbiór S
jest monochromatyczny.

P(AS) = 2 ·
(
1
2

)(k2). Stąd

P
(⋃

S

AS

)
¬
(
n

k

)
· 21−(

k
2) < 1.



Oszacowanie dolne

Twierdzenie (Erdős, 1947)

R(k, k) ­ k ·
√

2
k
(

1

e
√

2
+ o(1)

)
.

Definiujemy n = k ·
√

2
k 1
e
√
2
(1− 1k ) i kolorujemy Kn losowo.

Dla S ⊆ V (Kn), |S | = k definiujemy zdarzenia AS - zbiór S
jest monochromatyczny.

P(AS) = 2 ·
(
1
2

)(k2). Stąd

P
(⋃

S

AS

)
¬
(
n

k

)
· 21−(

k
2) < 1.



Oszacowanie dolne

Twierdzenie (Erdős, 1947)

R(k, k) ­ k ·
√

2
k
(

1

e
√

2
+ o(1)

)
.

Definiujemy n = k ·
√

2
k 1
e
√
2
(1− 1k ) i kolorujemy Kn losowo.

Dla S ⊆ V (Kn), |S | = k definiujemy zdarzenia AS - zbiór S
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P(AS) = 2 ·
(
1
2

)(k2). Stąd

P
(⋃

S

AS

)
¬
(
n

k

)
· 21−(

k
2) < 1.



Oszacowanie dolne

Twierdzenie (Erdős, 1947)

R(k, k) ­ k ·
√

2
k
(

1

e
√

2
+ o(1)

)
.

Definiujemy n = k ·
√

2
k 1
e
√
2
(1− 1k ) i kolorujemy Kn losowo.

Dla S ⊆ V (Kn), |S | = k definiujemy zdarzenia AS - zbiór S
jest monochromatyczny.

P(AS) = 2 ·
(
1
2

)(k2). Stąd

P
(⋃

S

AS

)
¬
(
n

k

)
· 21−(

k
2) < 1.



Problem Erdősa

Problem (Erdős, 100/250/1000$ )

Znajdź granicę limk→∞ R(k, k)1/k .

√
2 ¬ lim inf

k→∞
R(k, k)1/k ¬ lim sup

k→∞
R(k , k)1/k ¬ 4



Oszacowania dolne

Shearer, 1982: R(k , k) ­ k ·
√

2
k
(
1
e + o(1)

)

Definiujemy n = k
e ·
√

2
k

i kolorujemy Kn losowo.

Dla S ⊆ V (Kn), |S | = k definiujemy zmienne losowe IS w taki
sposób, że IS przymuje wartość 1, gdy S jest
monochromatyczny i wartość 0 w przeciwnym przypadku.
Ponadto, niech X =

∑
S IS .

E(X ) =
∑

S E(IS) =
(n
k

)
21−(

k
2). Zatem ∃ωX (ω) ¬

(n
k

)
21−(

k
2).

Dla kolorowania wyznaczonego przez ω usuwamy po jednym
wierzchołku z każdego monochromatycznego zbioru S mocy k .

R(k, k) ­ n −
(
n

k

)
21−(

k
2).



Oszacowania dolne

Shearer, 1982: R(k , k) ­ k ·
√

2
k
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1
e + o(1)
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Definiujemy n = k
e ·
√

2
k

i kolorujemy Kn losowo.

Dla S ⊆ V (Kn), |S | = k definiujemy zmienne losowe IS w taki
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E(X ) =
∑

S E(IS) =
(n
k

)
21−(

k
2). Zatem ∃ωX (ω) ¬
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21−(
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2).

Dla kolorowania wyznaczonego przez ω usuwamy po jednym
wierzchołku z każdego monochromatycznego zbioru S mocy k .

R(k , k) ­ n −
(
n

k

)
21−(

k
2).



Oszacowania dolne

Shearer, 1982: R(k , k) ­ k ·
√

2
k
(
1
e + o(1)
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Definiujemy n = k
e ·
√

2
k

i kolorujemy Kn losowo.

Dla S ⊆ V (Kn), |S | = k definiujemy zmienne losowe IS w taki
sposób, że IS przymuje wartość 1, gdy S jest
monochromatyczny i wartość 0 w przeciwnym przypadku.
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k

)
21−(

k
2).



Oszacowania dolne

Shearer, 1982: R(k , k) ­ k ·
√

2
k
(
1
e + o(1)

)

Definiujemy n = k
e ·
√
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k
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k

)
21−(

k
2).



Oszacowania dolne

Shearer, 1982: R(k , k) ­ k ·
√

2
k
(
1
e + o(1)

)

Definiujemy n = k
e ·
√

2
k

i kolorujemy Kn losowo.

Dla S ⊆ V (Kn), |S | = k definiujemy zmienne losowe IS w taki
sposób, że IS przymuje wartość 1, gdy S jest
monochromatyczny i wartość 0 w przeciwnym przypadku.
Ponadto, niech X =

∑
S IS .

E(X ) =
∑

S E(IS) =
(n
k

)
21−(

k
2). Zatem ∃ωX (ω) ¬

(n
k

)
21−(

k
2).

Dla kolorowania wyznaczonego przez ω usuwamy po jednym
wierzchołku z każdego monochromatycznego zbioru S mocy k .

R(k , k) ­ n −
(
n

k

)
21−(

k
2).



Oszacowania dolne

Erdős, 1947: R(k , k) ­ k ·
√

2
k
(
1

e
√
2
+ o(1)

)
,

Shearer, 1982: R(k, k) ­ k ·
√

2
k
(
1
e + o(1)

)
,

Spencer, 1975: R(k , k) ­ k ·
√

2
k
(√
2
e + o(1)

)



Oszacowania górne

Erdős, Szekeres, 1935: R(k, k) ¬ c 4
k
√
k

,

Campos, Griffiths, Morris, Sahasrabudhe, 2023:
R(k , k) ¬ (4− 1

128)
k ,

Gupta, Ndiaye, Norin, Wei, 2024: R(k , k) ¬ (3, 7992 . . .)k .



Problemy pokrewne



Problem Erdősa

https://www.erdosproblems.com

https://www.erdosproblems.com


Agnieszka Cioch, „Znajdź parę”


