Polowanie na problemy Erdésa

25 VIII 2025



Problems have alwayy been awn essential pawt of my
mathematical life: A well chosen problem can isolate
an essential difficudty in a particular area; serving as
a benchmark against which progress in thiy area car
be measwured. An innocent looking problem often gives
no-hint ay to- ity true natwe. It might be like a
‘mawshmallow,' serving ay a tasty tidbit supplying a
few momenty of fleeting enjoyment. Or il might be like
an'acorn' requiring deep and subtle new insighty
o which a mighty oak can develop.




https://www.erdosproblems. com

Here is a list of all the current tags in the system, ordered by the number of problems with that tag. This is a work in progress - if
you have suggestions of new tags to be added, or that certain tags should be added or removed from a problem, please let me
know.

Sort alphabetically or by total number or by number solved or by number unsolved

+ number theory : 157 solved out of 499
« graph theory : 95 solved out of 232

+ ramsey theory : 38 solved out of 96

« geometry : 30 solved out of 91

+ additive combinatorics : 36 solved out of 88
+ chromatic number : 23 solved out of 52

« unit fractions : 23 solved out of 48

+ primes : 10 solved out of 46

+ distances : 9 solved out of 42

+ combinatorics : 20 solved out of 39

« analysis : 19 solved out of 39

+ sidon sets : 5 solved out of 28

+ additive basis : 7 solved out of 27

« divisors : 11 solved out of 27

+ arithmetic progressions : 9 solved out of 24
« factorials : 7 solved out of 21

+ hypergraphs : 7 solved out of 21

« cycles : 8 solved out of 20

turan number : 6 solved out of 20


https://www.erdosproblems.com
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K& %  ERDOS NEWS  * %

VOLUME 1,EDITION 10|MOST WANTED PROBLEMS|1983

WANTED

AGE: 42

ADDITIVE

x COMBINATORICS

| PROBLEM SUM I ILOCZYNOW %

$250 REWARD




Zbiory sum i iloczynéw

ACZ,|A < 40

@ zbiér sum: A+ A={a; +ay: a1, a € A},

@ zbidr iloczynéw: AA = {a1a; : a1, a; € A},



Zbiory sum i iloczynéw

A+A={a1+ar:a1,a €A}
AA:{3132 1 ai,ar EA}

A={511,17,23}

A+A=H{ }
AA = { }



Zbiory sum i iloczynéw

A+A={a1+ar:a1,a €A}
AA:{3132 1 ai,ar EA}

A= {511,17,23}

A+ A= {28 }
AA = {187 }



Zbiory sum i iloczynéw

A+A={a1+ar:a1,a €A}
AA:{3132 1 ai,ar EA}

A={511,17,23}

A+ A= {28 }
AA = {187,115 }



Zbiory sum i iloczynéw

A+A={a1+ar:a1,a €A}
AA:{3132 1 ai,ar EA}

A={511,17,23}

A+ A= {28,34 }
AA = {187,115,289 }



Zbiory sum i iloczynéw

A+A={a1+ar:a1,a €A}
AA:{3132 1 ai,ar EA}

A={511,17,23}

A+ A= {28,34,10, 16,22, 40, 46}
AA = {187,115, 289, 25, 55, 85, 121, 253, 391, 529}



Zbiory sum i iloczynéw

A+A={a+ay:a,a €A}
AA:{3132 pai,ar EA}

A={511,17,23},|A = 4

A+ A= {10,16,22,28,34, 40, 46}
A+ A =7
AA = {25,55, 85,115, 121, 187, 253, 289, 391, 529}
|AA| = 10



Zbiory sum i iloczynéw

A+A={a+ay:a,a €A}
AA:{3132 pai,ar EA}

B=1{1,2,4,8},|B| =4

B+ B ={23,4,5,6,8,9,10,12,16}
|B+ B| =10

BB = {1,2,4,8,16,32,64}

IBB| =7



Zbiory sum i iloczynéw

Jak duzy moze by¢ zbiér sum?



Zbiory sum i iloczynéw

Jak duzy moze by¢ zbiér sum?

A4\ AP+ A
A+ Al < = —
A+ A ( , A



Zbiory sum i iloczynéw

Jak duzy moze by¢ zbiér sum?

Al+1Y _ AP+ A
< ==
A+ Al ( ) .

B={1,2,4,8},|B| =4

B+ B=1{23,4,5,6,8,9,10,12,16}

4+1
|B+B\:10:< ; )



Moc zbioru sum

Jak duzy moze by¢ zbiér sum?

A={a1,a,...,ap}, a1 < ax < ...< ap

At aa<arta<..<at+ap<at+a<...<a,+ap



Moc zbioru sum

Jak duzy moze by¢ zbiér sum?

A={a1,a,...,ap}, a1 < ax < ...< ap

At aa<arta<..<at+ap<at+a<...<a,+ap

A+ Al >2/A -1



Moc zbioru sum

Jak duzy moze by¢ zbiér sum?

A+ Al >2/A -1

A= {5,11,17,23},|A| = 4

A+ A = {10,16,22,28,34,40,46}}
A+A=7=2-4-1



Moc zbioru sum

Jezeli AC Z, |Al < o0 i |[A+ Al =2|A| — 1, to A jest ciggiem
arytmetycznym.




Moc zbioru sum

Jezeli AC Z, |Al < o0 i |[A+ Al =2|A| — 1, to A jest ciggiem
arytmetycznym.

\

Twierdzenie (Freiman)

Jezeli AC Z, |Al < oo i |A+ Al < 3|A| — 4, to zbidr A jest zawarty
w ciggu arytmetycznym o dtugosci |A+ A| — |A| + 1.

<




Moc zbioru iloczyndéw

Jak duzy moze by¢ zbiér iloczynéw?

(dla A C Z-0)

204 — 1< |AA < (’A‘ - 1) _AE+IA

o B={1,2,4,8},|B| =4
BB = {1,2,4,8,16, 32,64}
BB|=7=2-4—1

o A={511,17,23},|A| = 4

AA = {25, 55,85, 115,121, 187, 253, 289, 391, 529}

441
|AA\_10_< ;L )



Hipoteza Erdosa

Hipoteza (Erdés, 250%)

Niech € > 0. Wowczas dla dowolnego zbioru skornczonego A C 7

max{|A + A, |AA|} >. |A]*.




Hipoteza Erddsa

VACZ,|Al<+00 Max{|A + Al [AA[} > |A|1+C*0(1).
Co wiemy o c?
e Erdds, Szemerédi, 1983: ¢ > 0,
@ Nathanson, 1997: ¢ = 3—11
o Elekes, 1997: ¢ = 1,
@ Solymosi, 2009: ¢

Bl
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Elekes

Twierdzenie (Szemerédi, Trotter)

Niech t i N beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Ponadto, niech
‘P bedzie zbiorem N réznych punktéw na pfaszczyznie, a

h,b,..., Iy beda pewnymi réznymi prostymi. Jesli kazda prosta e;
zawiera co najmniej t punktéw z P, to




N2
M < C?(I\/I—Iiczba prostych, N—liczba punktéw, t— liczba incydencji)

o 6 e o ° e e o
5 e o ° e o o

o 4 e o ° e o o
3

e 2 e o ° e o o
1 e o ° e o o

P =(A+A) x (AA)
N =|A+ A|AA



N2
M < C?(I\/I—Iiczba prostych, N—liczba punktéw, t— liczba incydencji)

Vicij<ialiy oy = ai(x — aj)
M = |A?



N2
M < C?(I\/I—Iiczba prostych, N—liczba punktéw, t— liczba incydencji)

ag 6 e o ° e o
5 e o ° e o o

aen 4 e o e o o
3

ap, 2 ° ° e o o

ag, 1 ° ° e o o

V1<k<|A‘a,-(ak +aj — aj) = ajax = (ak + aj) x (ajak) € i
t =|A|



N2
M < C?(I\/I—Iiczba prostych, N—liczba punktéw, t— liczba incydencji)

@ 6 e o [ e o
5 [} o [ ]
a4 [ ) o
3
2 [ ) [ ] o
a1 ° e o o

aaaaaaaaaa

a+a

N = A+ AlIAAL M = |A1%, £ = |A
(IA + A[AA])?

A< C-

= |A+ A||AA| > |A]>/?



Energia multiplikatywna:

E(A) = |{(a, b,c,d) € A*: ab = cd}|



Energia multiplikatywna:

E(A) = |{(a, b,c,d) € A*: ab = cd}|

=Y K(ab) e A*:ab=s}

seAA

2
4
|1(Z {(a,b) € A2 - ab—s}|) :K‘L\'

scAA



Zatézmy, ze A C Z~yp.
Rozwazamy zbiér punktéw (a, b) € A%

a, 7 e o ° e o
6 e o ° e o
5
a 4 e o ° o o
3
a, 2 e o ° e o
a1 e o o e o
o 0 o o o
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N
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Rozwazamy zbiér punktéw (a, b) € A% i proste /s : y = sx dla

se A/A:

a, 7 L] @ ® L]
6 ° °
5

a 4 o o
3

ay 2 ® { ] {




Dzielimy otrzymane proste na klasy Gy, Cq, ..., C,, takie, ze
e Ce2<|in(AxA) <2 (m< TloglAl]).




Dzielimy otrzymane proste na klasy Gy, Cq, ..., C, takie, ze
e Ce2 < [in(AxA) <2t (m< [log|Al]).

E(A)= > H(a,b)eA:a/b=s}P= > [N(AxA)}

SCA/A SCA/A
=Y > [EN(AxA)P
i=0 e C;

Stad istnieje indeks K taki, ze

E(A) 2
———= < lIs N (A X A).
fog AT < 2= "
Zatézmy, ze Cx = {s1,%,...,5} i 51 < s < ... < 5. Wowczas:
E(A) < [p2K+2.

[log |A[]



Zatézmy, ze Cx = {s1,%,...,5/} i 1 < S < ... < s/ | rozwazmy
zbiory (Is; N A x A) + (Is,, N A X A):
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Zbiory te s3 parami roztaczne dla réznych parametréw s; i
|(Is NAX A)+ (Is,, NAX A) = |l NAX Allls,, NAXA]



/
UUs nA X A) + (I, NA X A)
i=1

1-22K < <A+ AP




/
UUs nA X A) + (I, NA X A)
i=1

1-22K < <A+ AP

EGA) o okis . E(A)
< [22K+2 < 4|A + A2
Flog [AT] fiog Ay < AT A




/
UUs nA X A) + (I, NA X A)
i=1

1-22K < <A+ AP

s T

[log |A|] [log | Al

A A ,
—— < E(A)= ———— < |A+ A[F|AA
AA] S EA = Gfiograg < AT ATIAA



Hipoteza Erdosa

V ACZ,|Al<+o00 Max{|A + A[, |[AA]} >, | AL+e—o),

Co wiemy o ¢?
@ Erdés, Szemerédi, 1983: ¢ > 0,
@ Nathanson, 1997: ¢ = 3—11
o Elekes, 1997: c = %,

e Solymosi, 2009: ¢ = 1,



Hipoteza Erddsa

V ACZ,|Al<+o00 Max{|A + A[, |[AA]} >, | AL+e—o),

Co wiemy o ¢?
o Erdés, Szemerédi, 1983: ¢ > 0,
@ Nathanson, 1997: ¢ = 3—11
o Elekes, 1997: ¢ = %,
@ Solymosi, 2009: ¢ = 1,
@ Bloom, 2025: ¢ = 1250 ~ 0, 33543,



Problemy pokrewne

A<k, W ANTED max(imal, |47}

|AA + Al, |A(4 + 4)]



i

% %  ERDGS NEWS  * k |

VOLUME 1,EDITION 10|MOST WANTED PROBLEMS|1947

WANTED

AGE: 78

ORIGIN: GRAPH
THEORY

LICZBY RAMSEYA *

$100 - $1000
REWARD




Frank Plumpton Ramsey

[Verse 1] Born in 1903, learning the world's mystery
Seeing patterns, probability

Yet gripped by his generation's hold

Gazing at the stars above, nothing unfolds

[Verse 2] At 27, walking the path of life

Filled with strife, the end in sight

Each step a mystery, joy and love intertwined
Sent from above, but pain and loss find

[Chorus] Endless stride against the tide
Never bending, always in his stride
Through mystery, pain, and love, he goes
Searching for answers, as the story unfolds

Frank Plumpton Ramsey A song for Ramsey”, Sicong
(1903-1930) Meng, Sabrina Nguyen, Gary Tse
https://www.sfu.ca/“vjungic/

RamseyProjects/book-1.html


https://www.sfu.ca/~vjungic/RamseyProjects/book-1.html
https://www.sfu.ca/~vjungic/RamseyProjects/book-1.html

Liczby Ramseya




Liczby Ramseya

Liczba Ramseya R(r,s) nazywamy najmniejsza liczbe naturalng n
taka, ze kazde kolorowanie grafu petnego K, zawiera czerwony
podgraf K, lub niebieski podgraf K.



Liczby Ramseya

Twierdzenie (Twierdzenie Ramseya)

Vrs>2R(r,s) < R(r—1,s)+ R(r,s — 1)




Liczby Ramseya

Twierdzenie (Twierdzenie Ramseya)

Vrs>2R(r,s) < R(r—1,s)+ R(r,s — 1)

R(r-1,s)

R(r,s-1)



Oszacowanie gérne

Twierdzenie (Erdés, Szekeres, 1935)




Oszacowanie gérne

Twierdzenie (Erdés, Szekeres, 1935)

4k
R(k, k) < c——

vk

R(r,s) < R(r —1,s)+ R(r,s — 1) = R(k, k) < <2kk_—12>

2k — 2 4k
R(k, k) < Akl ~ kke ™k 2k = R(k, k) < c—
(k, k) <k_1> e ™ (k, k) N



Oszacowanie dolne

Twierdzenie (Erdds, 1947)




Oszacowanie dolne

Twierdzenie (Erdds, 1947)

Rk, k) > k-2 (1 + o(l)) .

o Definiujemy n= k- \@ke\%(l — %) i kolorujemy K, losowo.



Oszacowanie dolne

Twierdzenie (Erdds, 1947)

Rk, k) > k-2 (6\1/5 + o(l)) .

o Definiujemy n= k- \@ke\%(l — %) i kolorujemy K, losowo.

e Dla S C V(K,), |S| = k definiujemy zdarzenia As - zbiér S
jest monochromatyczny.



Oszacowanie dolne

Twierdzenie (Erdds, 1947)

Rk, k) > k-2 (6\1/5 + o(l)) .

o Definiujemy n= k- \@ke\%(l — %) i kolorujemy K, losowo.

e Dla S C V(K,), |S| = k definiujemy zdarzenia As - zbiér S
jest monochromatyczny.

o P(As) =2- (%)(5)

P (UA5> < (Z) 2() < 1.
S

. Stad



Problem Erdosa

Problem (Erdés, 100/250/1000% )

Znajd? granice limy_.o R(k, k).

V2 < liminf R(k, k)Y < lim sup R(k, k)'/k < 4

k—0o0 k—o00



Oszacowania dolne

Shearer, 1982: R(k, k) > k - \@k (l + 0(1))

e



Oszacowania dolne

Shearer, 1982: R(k, k) > k - \@k (l + 0(1))

e

k

. k . .
@ Definiujemy n= V2" i kolorujemy K, losowo.



Oszacowania dolne

Shearer, 1982: R(k, k) > k - \@k (l + 0(1))

e

k

e

e Dla S C V(K,), |S| = k definiujemy zmienne losowe /s w taki
sposéb, ze Is przymuje warto$¢ 1, gdy S jest
monochromatyczny i warto$¢ 0 w przeciwnym przypadku.
Ponadto, niech X =3 s /s.

L k . .
o Definiujemy n = X . /2" i kolorujemy K, losowo.



Oszacowania dolne

Shearer, 1982: R(k, k) > k - \@k (% + 0(1))

@ Definiujemy n = g . \@k i kolorujemy K, losowo.

e Dla S C V(K,), |S| = k definiujemy zmienne losowe /s w taki
sposéb, ze Is przymuje warto$¢ 1, gdy S jest
monochromatyczny i warto$¢ 0 w przeciwnym przypadku.
Ponadto, niech X =3 s /s.

k
2

o E(X) = XsE(ls) = (7)21~(2). Zatem 3,X(w) < (7)21 ().



Oszacowania dolne

Shearer, 1982: R(k, k) > k - \@k (l + 0(1))

e

k
e
e Dla S C V(K,), |S| = k definiujemy zmienne losowe /s w taki
sposéb, ze Is przymuje warto$¢ 1, gdy S jest
monochromatyczny i warto$¢ 0 w przeciwnym przypadku.
Ponadto, niech X =3 s /s.
k
2

o E(X) = XsE(ls) = (7)21~(2). Zatem 3,X(w) < (7)21 ().

@ Dla kolorowania wyznaczonego przez w usuwamy po jednym
wierzchotku z kazdego monochromatycznego zbioru S mocy k.

R(k,k) > n— (Z) 21=(5).

L k . .
o Definiujemy n = X . /2" i kolorujemy K, losowo.



Oszacowania dolne

o Erdés, 147 R(k, k) > k- 2" (15 +0(1)),
@ Shearer, 1982: R(k, k) > k - V2" (% + o(l)),
k- ﬂk o)

@ Spencer, 1975: R(k, k) > (g + (1))



Oszacowania gbrne

1 k
@ Erdés, Szekeres, 1935: R(k, k) < c%,

@ Campos, Griffiths, Morris, Sahasrabudhe, 2023:
R(k, k) < (4 — 135)".
e Gupta, Ndiaye, Norin, Wei, 2024: R(k, k) < (3,7992...)".




Problemy pokrewne

Wieksza liczba
koloréw

Itr;ne d Oszacowaé
Py R(k,m
grafow ( )

konstruktywny dowod
oszacowania dolnego



Problem Erdosa

https://www.erdosproblems. com

OPEN - $10000

Let (V) be the largest possible size of a subset of {1, ..., N} that does not contain any non-trivial k-term arithmetic:

progression. Prove an asymptotic formula for 7(IN)
#102 [E0ERESTS)

addiive combinatoric, arthmatic progressions

OPEN - $500

Does every set of 7 distinct points in IR? determine >> n//Iogn many distinct distances?

geomety ditances

OPEN - $500

Let the van der Waerden number W (k) be such that whenever N' > W(k) and {1.
exista keterm arithmetic

., N} is 2-coloured there must
Improve the bounds for W (k) - for example, prove that
W(k)HE — oo,

adiive combinatorics

OPEN - $78

Let f(r) be minimal such that in ('n n+ f(n)) there exist distinct integers ay, .
1<

< n. Obtain an asymptotic formula for f(r).
710 EPoROTER2e]

.-, ay such that k | ay, for all

Pumber theory



https://www.erdosproblems.com

Agnieszka Cioch, ,Znajdz pare”



