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Keep It Smart and Simple.



Reguła BUZI

Bez Udziwnień Zapisu, Idioto.
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Reguła CMOK

Człowieku, Modeluj Oszczędnie i Klarownie.
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Rys. Odsetek ryb chrzęstnoszkieletowych w połowach w trzech głównych

portach północnego Adriatyku przed, w trakcie i po I wojnie światowej.



Model Lotki – Volterry

x(t) – ilość ofiar, y(t) – drapieżników w czasie t

ẋ = rx

ẏ = − sy

Stany stacjonarne:{
x(r − ay) = 0

y(bx− s) = 0
=⇒

{
x = 0

y = 0
∨

{
x = s

b

y = r
a
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ẋ = rx− axy

ẏ = bxy − sy

Twierdzenie

Funkcja

E(x, y) = s lnx− bx+ r ln y − ay

jest całką pierwszą układu L-V.

Dowód:

d

dt
E(x(t), y(t)) = ( sx − b)(rx− axy) + ( ry − a)(bxy − sy)

= (s− bx)(r − ay) + (r − ay)(bx− s) = 0. □
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Trajektorie rozwiązań układu Lotki – Volterry



ẋ = rx−axy

ẏ = bxy − sy

Twierdzenie

Wszystkie rozwiązania układu L-V mają taką samą średnią równą

(x̄, ȳ) =
(s
b
,
r

a

)
.

Dowód: Niech T będzie okresem rozwiązania układu L-V

z warunkiem początkowym (x0, y0). Wtedy

ẋ

x
= r − ay =⇒ ln

x(T )

x0
= rT − a

∫ T

0
y(t) dt

=⇒ 1

T

∫ T

0
y(t)dt =

r

a
= ȳ. □
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ẋ

x
= r − ay =⇒ ln

x(T )

x0
= rT − a

∫ T

0
y(t) dt

=⇒ 1

T

∫ T

0
y(t) dt =

r

a
= ȳ. □
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ẋ

x
= r − ay =⇒ ln

x(T )

x0
= rT − a

∫ T

0
y(t) dt

=⇒ 1

T

∫ T

0
y(t) dt =

r

a
= ȳ. □



Efekt braku połowów w czasie I wojny światowej

ẋ = rx− axy+ εx

ẏ = bxy − sy+ δy

Wtedy

(x̄, ȳ) =

(
s− δ

b
,
r + ε

a

)
.
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Efekt braku połowów w czasie I wojny światowej

ẋ = (r+ ε)x− axy

ẏ = bxy − (s− δ)y

Wtedy

(x̄, ȳ) =

(
s− δ

b
,
r + ε

a

)



Czerwiec w Ameryce

ẋ = rx− axy− εx

ẏ = bxy − sy− δy

Wtedy

(x̄, ȳ) =

(
s+ δ

b
,
r− ε

a

)

Paradoks pestycydów

Zastosowanie pestycydu może skutkować zwiększeniem populacji

szkodników, jeśli mają one naturalnego wroga.
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Model Rosenzweiga – MacArthura

ẋ = rx
(
1− x

K

)
ẏ = − sy

V – liczba ofiar, które są atakowane,

τ – czas „obsługi” ofiary,

T – całkowity czas,

V = αx(T − τV ) =⇒ V =
αTx

1 + ατx
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Model Rosenzweiga – MacArthura
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Paradoks wzbogacenia

K = 1 K = 2 K = 3

K = 4 K = 5
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Łańcuch pokarmowy

ẋ = qx
(
1− x

K

)
− axy

ẏ = bxy − ry

Stabline stany stacjonarne:

K

x
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Konkurencja międzygatunkowa

ẋ1 = r1x1

(
1− x1

K1

)
ẋ2 = r2x2

(
1− x2

K2

)
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Zasada Gausego

Dwa gatunki o identycznych wymaganiach (mające takie same

nisze ekologiczne) nie mogą współistnieć ze sobą na tym samym

obszarze: z czasem, w wyniku konkurencji jeden zostaje wyparty.



Rys. Liczba zachorowań na zespół różyczki wrodzonej na 100 000

mieszkańców Grecji w latach 1960-95.

1975r. – początek masowych szczepień przeciwko różyczce
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Model SIR

S(t) – liczba osób podatnych, I(t) – zainfekowanych,

R(t) – ozdrowiałych, w czasie t

Ṡ = dN − (βI + d)S

İ = βIS − (γ + d)I

Ṙ = γI − dR

Bazowy współczynnik reprodukcji:

R0 =
β

γ + d
·N
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Model SIR ze strukturą wiekową

s(a, t) – gęstość osobników podatnych, i(a, t) – zainfekowanych,

r(a, t) – ozdrowiałych, w wieku a w czasie t

ṡt = −ṡa − (βI + d)s

i̇t = −i̇a + βIs− (γ + d)i

ṙt = −ṙa + γi− dr

I(t) =
∫∞
0 i(a, t) da, N(t) =

∫∞
0 (s(a, t) + i(a, t) + r(a, t)) da

s(0, t) = dN(t), i(0, t) = 0, r(0, t) = 0



[...] Średni wiek zachorowania:

ā =
1

d ·R0
=

1

d · β
γ+d ·N

p – frakcja zaszczepionych

ã =
1

d · β
γ+d · (1− p)N

=
ā

1− p
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ā

1− p



Rys. Rozkład wiekowy pacjentów z różyczką zgłaszających się na oddziały

ambulatoryjne szpitali ogólnych w Atenach w latach 1986 i 1993.



Wirus HIV

Rys. Stężenie wirusa HIV w osoczu przed i po leczeniu inhibitorem

proteazy.
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Wirus HIV

V (t) – stężenie wirusa w czasie t

V̇ = P − cV

Po podaniu leku: P = 0 =⇒ V (t) = V0e
−ct

V0e
−ct1/2 = 1

2V0 =⇒ t1/2 =
ln 2
c ≈ 2 dni

Przed rozpoczęciem leczenia:

V̇ = 0 =⇒ P = cV0 ≈ 109 cząsteczek wirusa/dzień

”It is an excellent example where even very simple models can be of

immense help in extracting crucial information from patient data.”
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Leczenie anemii polekowej

u(x, t) – gęstość komórek o dojrzałości x w czasie t

∂

∂t
u(x, t) = − ∂

∂x

(
c(x)u(x, t)

)
+ p(x, u)

u(x, 0) = ũ(x)

gdzie

c(x) =

{
x, 0 ≤ x < 1

1, x ≥ 1

p(x, u) =


λ(1− u), 0 ≤ x < 1

0, 1 ≤ x < L+ 1

−∞, x ≥ L+ 1
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Ilość erytrocytów w czasie t: U(t) =
∫ L+1
1 u(x, t) dx

Stan stacjonarny:

u(x, t) −→
t→∞

λ−1
λ , x ∈ [0, L+ 1] =⇒ U∞

0 = L · λ−1
λ

cv
Na skutek radioterapii lub leków cytostatycznych: θ ∈ (0, 1)

ũ(x) =


θ λ−1

λ , 0 ≤ x < 1
λ−1
λ , 1 ≤ x < L+ 1

0, x ≥ L+ 1

oraz λ → λ′ < λ

cv
Nowy stan stacjonarny:

u(x, t) −→
t→∞

λ′−1
λ′ , x ∈ [0, L+ 1] =⇒ U∞

1 = L · λ′−1
λ′
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Anemia polekowa

U∞
0 = 20 → U∞

1 = 6.6, ale co gorsze Umin1 = 3.7.
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α < 1:

c(x) =
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αx, 0 ≤ x < 1

1, x ≥ 1
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αλ′−α
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2 = Lα · λ′−α

λ′ −→
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α = λ′

2

=⇒ U∞
2 = 12 oraz Umin2 = 9.7
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”Matemathics like poetry. Tomasz Szarek interviews Andrzej Lasota”
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Łańcuch pokarmowy

ẋ = qx
(
1− x

K

)
− axy

ẏ = bxy − ry − cyz

ż = dyz − sz

Stabline stany stacjonarne:

K

x

K1 K2

K

y

K1 K2

K

z

K1 K2
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