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QUIZ: Pytanie 1

Jak sie ma odlegtos¢ miedzy A i B do odlegtosci miedzy C i D?
B Jd(AB)=d(C,D)
Bl J(AB)=2-d(C,D)

inna odpowiedz

C D
v v
N th

Przez d(P, Q) oznaczamy odlegto$¢ miedzy kotami P i Q
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QUIZ: Pytanie 2

Jak sie ma odlegtos¢ miedzy E i F do odlegtosci miedzy F i G?
B Jd(E,F)=d(F,G)

M Jd(E,F)=2-d(F,G)

B  obie powyzsze odpowiedzi, gdyz d(E,F) =0 = d(F, G)

inna odpowiedz

. (O
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1. inna odpowiedz

HUFFLEPUFF!

2. inna odpowiedz

Trudno powiedziec,
jak mierzysz odlegtosc,

ale to tez OK
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(FRYFFINDOR/!

Czy to jest Twdj sposob?

Tutaj odlegtos¢ = 3

Super! Tylko uwazaj, bo d(A, B) = 0 nie oznacza A= B
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RAVENCLAW!

Widocznie dwukrotne skalowanie

zwieksza odlegtos¢ dwukrotnie

Ale jak taka odlegtos¢ zdefiniowac?
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Odlegtos¢ Hausdorffa:

O ile trzeba powiekszy¢ jedno kofto,
zeby pochtoneto drugie?
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Odlegtos¢ Hausdorffa:

O ile trzeba powiekszy¢ jedno kofto,

zeby pochtoneto drugie?

too 3
6/ 18
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O ile trzeba powiekszy¢ jedno kofto,
zeby pochtoneto drugie?

-
PRAN
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Odlegtos¢ Hausdorffa:

O ile trzeba powiekszy¢ jedno kofto,
zeby pochtoneto drugie?

toob
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Odlegtos¢ Hausdorffa:

O ile trzeba powiekszy¢ jedno kofto,
zeby pochtoneto drugie?

n r

p p qlw
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Odlegtos¢ Hausdorffa:

O ile trzeba powiekszy¢ jedno kofto,

zeby pochtoneto drugie?

“toolp—gltrn—n
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Odlegtoéé Hausdorffa:

O ile trzeba powiekszy¢ jedno kofto,
zeby pochtoneto drugie?

rno\

to o |p — q| —|—r2 — rl/// too |p — Q| + n—n

-
. -
N
~
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. Odlegtos¢ Hausdorffa:

O ile trzeba powiekszy¢ jedno kofto,

zeby pochtoneto drugie?

Ogblny wzér
\ na odlegtosc
kot B(p, ) i B(q, rn):
p—aql+ln—r| |

S toolp—gql+n— n. 7 toolp—gl+n—n
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Przestrzen wszystkich kot na diagramie

Pojecie odlegtosci pozwala mysle¢ o kofach jako o punktach!

Kota zawierajgce P
r
A

®
P = B(p,2r)

Kofa zawarte w @

(os p powinna by¢ dwuwymiarowa, ale trudno)
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Kule w przestrzeni kot  (z odlegtoscia Hausdorffa)

d(P,Q)=Ip—gql+In—r| daP=B(pn),
Q = Bl(q, n)

Kota odlegte od P o < r

Kota odlegte od @ o < 2r P

(Euklidesowy wzér d(P, Q) = \/|p — g2 + | — | dawatby gtadszy obraz)
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Corporate needs you to find the differences
between this picture and this picture.

‘ Théy're the same picture.



SLYTHERIN!

Widocznie skalowanie

nie zmienia odlegtosci

» JesteS w dobrym towarzystwie:
Stephen Semmes, Metric Spaces and Mappings Seen at Many Scales, str. 401-404 zatacznika B w:

Michait Gromow, Metric Structures for Riemannian and Non-Riemannian Spaces, Birkhauser 2007.
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SLYTHERIN!

Widocznie skalowanie

nie zmienia odlegtosci

» JesteS w dobrym towarzystwie:

Stephen Semmes, Metric Spaces and Mappings Seen at Many Scales, str. 401-404 zatacznika B w:

Michait Gromow, Metric Structures for Riemannian and Non-Riemannian Spaces, Birkhauser 2007.

» Przed Tobg Komnata Tajemnic: geometria hiperboliczna
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SLYTHERIN!

Widocznie skalowanie

nie zmienia odlegtosci

» JesteS w dobrym towarzystwie:

Stephen Semmes, Metric Spaces and Mappings Seen at Many Scales, str. 401-404 zatacznika B w:

Michait Gromow, Metric Structures for Riemannian and Non-Riemannian Spaces, Birkhauser 2007.

» Przed Tobg Komnata Tajemnic: geometria hiperboliczna
» Tylko jak taka odlegtosc zdefiniowac?
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Odlegtos¢ niezmiennicza na skalowanie:
lle razy trzeba powiekszy¢ jedno koto,

zeby pochtoneto drugie?

\_/
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Odlegtos¢ niezmiennicza na skalowanie:

lle razy trzeba powiekszy¢ jedno koto,
zeby pochtoneto drugie?

s
-
-
-
-
-
-
-
-
-
s

. torazy 2,5
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Odlegtos¢ niezmiennicza na skalowanie:

lle razy trzeba powiekszy¢ jedno koto,

zeby pochtoneto drugie?

s
-
-
-
-
-
-
-
-
-

~

. torazy 2,5 . 7 to razy 6

N -
~ -

-,

~
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-~ Odlegtos¢ niezmiennicza na skalowanie:

lle razy trzeba powiekszy¢ jedno koto,

zeby pochtoneto drugie? :
5 \

~ -,

. torazy 2,5 . 7 " torazy 6

~ -

~ N -
-
> N
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Odlegtos¢ niezmiennicza na skalowanie:
lle razy trzeba powiekszy¢ jedno koto,

zeby pochtoneto drugie?

/ -
7 \
7 \ \
/ -
- \ \
i \

S 7 \
3 Tutaj odlegtos¢ =06 .

1) = log(6)

. torazy 2,5 . 7 " torazy 6
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Odlegtos¢ niezmiennicza na skalowanie:
lle razy trzeba powiekszy¢ jedno koto,

zeby pochtoneto drugie?

n r

k -
P b q'W
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Odlegtos¢ niezmiennicza na skalowanie:

lle razy trzeba powiekszy¢ jedno koto,
zeby pochtoneto drugie?

- lp—ql+n
. to razy
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10 / 18



-~ Odlegtos¢ niezmiennicza na skalowanie:
lle razy trzeba powiekszy¢ jedno koto,

zeby pochtoneto drugie?

-
PRAN

p—ql+n ;
to razy
’ r2 /

-

-
-
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-~ Odlegtos¢ niezmiennicza na skalowanie:

lle razy trzeba powiekszy¢ jedno koto,

zeby pochtoneto drugie?

Ogdlny wzér

na odlegtosc x
kot B(p, ri) i B(q, rn):
o <|P — q| + max(n, fz))l/

min(r, 1)

p—gl+n ! p—aql+n
- to razy
e r
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Kule w przestrzeni kot  (z odlegtoéciag niezm. na skalowanie)

d(P, Q) = log ('p —dl maxn, Q)) el o

Q — B(q1 I’Q)

min(ry, rp)

Kota odlegte od P o < r

p

Kota odlegte od Q o < 2r
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Kule w przestrzeni kot  (z odlegtoéciag niezm. na skalowanie)

d(P, Q) — IOg (|p o q|+ maX(rl, r2)) dla P = B(p, I’l),
min(ry, ) Q= B(q,n)
~ 1o 1_i_|l3—q|+|f1—f2| _lp=gl+In—nl

08 min(r, rn) - r

gdy B(p, 1) = B(q, )

Kota odlegte od P o < r

p

Kota odlegte od Q o < 2r
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Zagadka

Wskazac kota S1, S, w taki sposédb,
by dtugosé tamanej [P, 51, 55, Q] byta najmniejsza

2{@ @
, : | (|p—q|—|—max(r1,r2)>
! 1 Og

12

min(ry, r)

® T
® O
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Zagadka

Wskazac kota S1, S, w taki sposédb,
by dtugosé tamanej [P, 51, 55, Q] byta najmniejsza

4@ OO @ g (Bt )

min(rg, 1)
A
Dtugosc
proponowanej tamanej:
p S, S, Q 3-log(1+4) =log(125)
® @ @ @

>
p
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Rozwigzanie zagadki

Wskazac kota S1, S, w taki sposédb,
by dtugosé tamanej [P, 51, 55, Q] byta najmniejsza

2‘|V : 1 2 : p_ +|||
[ | og

N~ 12— min(ry, r)
A
31 >2 Dhugoéd
optymalnej tamane;j:
p Q 2 - log(4 +2) + log(*£*)

= log(108)

2

p
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Rozwigzanie zagadki

Wskazac kota S1, S, w taki sposédb,
by dtugosé tamanej [P, 51, 55, Q] byta najmniejsza

QI ENIO
: : log (1+|P—Q|+|f1—f2\>

N~ 12— min(ry, )
A
31 >2 Dhugoéd
optymalnej tamane;j:
p Q 2 - log(4 +2) + log(*£*)
= log(108)
>
p
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W poszukiwaniu klasycznej geometrii hiperbolicznej

Przypomnienie: wzér na odlegtos¢ [p — g| + |rn — n <> — @

mozna (i warto) zastapi¢ przez v/|p — g2 + | — 2

Co zrobié¢ u nas?
.01 —tog (=T ) 7 — 7

min(ry, r)
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W poszukiwaniu klasycznej geometrii hiperbolicznej

Przypomnienie: wzér na odlegtos¢ [p — g| + |rn — n <> — @

mozna (i warto) zastapi¢ przez v/|p — g2 + | — 2

Co zrobié¢ u nas?
.01 —tog (=T ) 7 — 7

min(ry, r)

Pomyst:
p—ql+In—n
d(P,Q) = T gdy Blp,n) ~ Blg,n)
— ql? — 2
Cheemy: ~ \/|P ql> +|n —nr
n

Musimy przeskalowac odlegtos¢ euklidesowa,
ale inaczej dla kazdego r!
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Analogia optyczna: odl. euklidesowa
» Predkos$c¢ swiatta: c(p,r) =1 (taka sama wszedzie w ptaszczyznie (p, r))
» Zasada Fermata: swiatto ,wybiera” najszybszg droge

» Niech di(P, Q) := czas na pokonanie drogi z P do Q

ASC

Pe ®Q

==
_ P
Optymalne drogi
P—QiP—S
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Analogia optyczna: odl. euklidesowa
» Predkos$c¢ swiatta: c(p,r) =1 (taka sama wszedzie w ptaszczyznie (p, r))
» Zasada Fermata: swiatto ,wybiera” najszybszg droge

» Niech di(P, Q) := czas na pokonanie drogi z P do Q
...czyli po prostu |P — Q)|

==
_ P
Optymalne drogi
P—QiP—S
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Analogia optyczna: odl. hiperboliczna
» Predkosc¢ swiatta: M clp,r)=r
» Zasada Fermata: swiatto ,wybiera” najszybszg droge

» Niech dy(P, Q) := czas na pokonanie drogi z P do @

czyli ...

ASC

Pe ®Q

Optymalne drogi
P—QiP—S
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Analogia optyczna: odl. hiperboliczna
> Predkos¢ $wiatta: clps=T c(p,r)=r

» Zasada Fermata: swiatto ,wybiera” najszybszg droge

» Niech dy(P, Q) := czas na pokonanie drogi z P do @

czyli ... o
P—QI+I|P—Q
r du(P, Q) = log ( — )
A <o P—Ql—1P—Q|
gdzie @ = (q,n) = (q,—n)
P )
>

Optymalne drogi

P—QiP—S e
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Kule w przestrzeni kot  (z odlegtoscia hiperboliczna)

|P—6|+|P—QI>
P—Q|—I|P—Q

du(P, Q) = log (
Kota odlegte od P o < r

» maja ksztatt kulisty

» s3 podobne do tych

kanciastych

Kota odlegte od Q o < 2r P
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Kule w przestrzeni kot  (z odlegtoscia hiperboliczna)

|P—6|+|P—QI>
P—Q|—I|P—Q

du(P, Q) = log (

Kota odlegte od P o < r

» maja ksztatt kulisty

» s3 podobne do tych

kanciastych

Kota odlegte od Q o < 2r P tak byto poprzednio
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oL EN A ST

DzieKuje za uwage!
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Zadania

Wykazac, ze:

» odlegto$¢ Hausdorffa dr(P, Q) = |p — gl + |n — no|
spetnia nierédwnos¢ tréjkata: dr(P, Q) < dr(P,S) + dr(S, Q)

» te sama nieréwno$é spetnia odlegtos¢ niezmiennicza na skalowanie

ds(P, Q) = log <|P — q| + max(r, fz))

min(r, r)

» jesli predkosé swiatta wynosi c(p, r) = r,

to Swiatfo porusza sie po potokregach prostopadtych do brzegu

» kule w odlegtosci hiperbolicznej
P—QI+IP-Q
da(P, Q) =tog (1P 20— )
P—Q[—IP—Q|
maja ksztaft kulisty
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