Na pytanie: dwie czy
odpowiedz brzmi: cztery,

czyli jedna!



Elementy Euklidesa wprowadzajace dedukcyjnie geometrie
1 arytmetyke nie sg w dzisiejszym sensie dzietem aksjomatycznym.

Zaktadaja, ze ich uzytkownik ma pewien zasob pojec,
ktorymi umie operowac

niektore z nich wymienione sg w tzw. definicjach, np.

1. Punkt jest tym, co nie ma czescai.

2. Linia to diugosc¢ bez szerokosci.
4. Prosta to linia jednakowo lezqgca wzgledem swych punktow.

35. Rownolegle to proste lezgce w jednej plaszczyzinie,

ktore dowolnie przedluzone nie przetng sie



Elementy Euklidesa wprowadzajace dedukcyjnie geometrie
1 arytmetyke nie sg w dzisiejszym sensie dzietem aksjomatycznym.

Zaktadaja, ze ich uzytkownik ma pewien zasob pojec,
ktorymi umie operowac,
i proponuja "na start” pie¢ zdan (zwanych postulatami),
z ktorych uzyskane zostaje ponad 500 innych.
Pewne zdania mogqg bycé przyczyng innych zdan.
Ten zwiqzek przyczynowy nazywamy dowodem.

(podobno Arystoteles, w zaginionym dziele M atematyk)



Elementy Euklidesa wprowadzajace dedukcyjnie geometrie
1 arytmetyke nie sg w dzisiejszym sensie dzietem aksjomatycznym.

Zaktadaja, ze ich uzytkownik ma pewien zasob pojec,
ktorymi umie operowac,

i proponuja "na start” pie¢ zdan (zwanych postulatami),
z ktorych uzyskane zostaje ponad 500 innych.

Nie ma w nich sugestii, ze w ten sposéb mozna uzyskac¢ wszystko
o geometril czy arytmetyce, stowem jest to dedukcja lokalna,
taka, jakiej uczymy w szkole (czy doskonalimy na olimpiadach)
rozwigzujac zadania na dowodzenie — zaden z dowodzonych
faktow nie jest wyprowadzany ab ovo, ani tez owego ovo

w dyspozycji tak ucznia, jak nauczyciela nie ma.



Ogrom wiedzy i btyskotliwo$¢ rozumowan w Elementach

przerastala i porazata wiekszos¢ studiujacych je uczonych,

co pogtebialo jeszcze panujace imperium rzymskie, nauce mato

przyjazne. Filozoféw greckich zastgpili po stuleciach

wczesnosredniowieczni epigoni. Zgodnie z Owczesnymi normami

nie krepowali sie w zaokraglaniu i wrecz zmyslaniu faktow.

vide eg. Umberto Eco, Baudolino (2000, po polsku od 2001)

I tak Proklos (412-485), szef Akademii Platonskiej, zmyslit

nieznany zyciorys Euklidesa (dalej przepisywany z niego jako

ze zrodla) i spostrzegajac, iz piaty postulat jest bardzie;

skomplikowany i ma wiecej stéw niz poprzednie razem wziete

(po polsku 30/27), orzekl, ze zostat tylko roboczo dopisany przez

Fuklidesa przy dowodzeniu 30. twierdzenia, ktéry miat go usunac

po zakonczeniu Elementow, ale nagta Smierc¢ to uniemozliwita.
Dlatego my, postuluje Proklos, powinnisSmy zrealizowac

zamiar mistrza i1 wykazac, ze piaty postulat da sie usunac,

czyli wywnioskowac¢ z czterech poprzednich.



Postulaty w Elementach sa nastepujace.

1. Od dowolnego punktu do dowolnego innego
mozna, poprowadzi¢ prosta.

2. Ograniczong prostg mozna dowolnie przedtuzy¢.
3. 7. dowolnego srodka dowolnym promieniem mozna opisac¢ okrag.
4. Wszystkie katy proste sg rowne.

5. Jesli suma katéw wewnetrznych
jednostronnych, utworzonych
przez dwie proste przeciete
trzecig, jest mniejsza od dwdch
katéw prostych, to proste te
po przediuzeniu przetng sie N
1 to z tej wlasnie strony. /

Faktycznie, ten pigty zdecydowanie nie pasuje!



To niefrasobliwie rzucone przez Proklosa zadanie przez 1500 lat
byto obecne w pracach praktycznie kazdego matematyka, o ktérym
cos wiemy — od Pacyfiku do Atlantyku.

Kolekcjonowano te fakty, ktore mozna byto udowodnié

bez piatego postulatu

np. rézne proste majace wspolng prostopadla sa roztaczne, dwie rézne proste
nie mogg mie¢ dwéch punktéw wspdlnych, nieréwnosé trojkata, w tréjkacie
naprzeciw wiekszego kata lezy wiekszy bok

1 te, z ktorych piagty postulat wynikat

np. istnieje prostokat, suma katéw w tréjkacie to 180°, na tréjkacie mozna
opisac¢ okrag, wysokosci trojkata przecinajg sie

w nadziei, ze odnajdzie sie wspolny element tych zbiorow.

przez ponad dwadzieScia lat wierzono, ze takim faktem jest mozliwosé
poprowadzenia przez dowolny punkt we wnetrzu kata ostrego proste;j

przecinajacej oba jego ramiona.



Pierwszy w tych zbioréw (nazwany geometrig absolutng) istotnie
uzupetnit Girolamo Saccheri (1667-1733, Euclides ab omni naevo
vindicatus) dowodzac, ze suma katow w trojkacie nie przekracza
180°, co sugerowato wielu zastanowienie sie nad tym, czy moze

— gdy odrzucimy piaty postulat —

nie zdarza sie trojkaty o sumie kgtoéw mmniejszej od 180°.

I tak zaczela sie dramatyczna, skandaliczna,

a dla gitéwnych bohateréw wrecz tragiczna,
wykraczajaca poza ramy matematyki,

historia odkrycia pierwsze] geometrii nieeuklidesowe].

Temat i rozmiar czasowy mojego wystapienia pozwalajg jedynie na szkic

tych wydarzen.



Immanuel Kant (1724-1804) — intuicje geometryczne sq wrodzone,
wiec geometria moze byc tylko jedna.
sady syntetyczne a priori — Kritik der reinen Vernunft, 1781



Immanuel Kant (1724-1804) — intuicje geometryczne sq wrodzone,
wiec geometria moze byc tylko jedna.

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) — nikt nie mozZe zakazaé

badan alternatywnej geometrii, nawet, gdyby nie istniala.
Theorie der Parallellinien 1766

wprowadzenie pojecia geodezyjnej, S \\__
uogdlnienie pojecia réwnolegte] \

S
(nie ma ostatniej przecinajacej, £ -

jest pierwsza nieprzecinajaca),
ale przede wszystkim jest w tej monografii kompletny wyktad geometrii
p6zniej odkrytej przez Lobaczewskiego i Bolyaia.



Immanuel Kant (1724-1804) — intuicje geometryczne sq wrodzone,
wiec geometria moze byc tylko jedna.

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) — nikt nie mozZe zakazaé
badan alternatywnej geometrii, nawet, gdyby nie istniala.

Friedrich Carl Gauss (1777-1855) — gdyby przedstawic

alternatywng geometrie, bytoby sie zadeptanym przez idiotow.
list do Bessela, 1829



Immanuel Kant (1724-1804) — intuicje geometryczne sq wrodzone,
wiec geometria moze byc tylko jedna.

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) — nikt nie mozZe zakazaé
badan alternatywnej geometrii, nawet, gdyby nie istniala.

Friedrich Carl Gauss (1777-1855) — gdyby przedstawic
alternatywng geometrie, bytoby sie zadeptanym przez idiotow.

Hurkonan Vsanosuu Jlobauesckum (1793-1856) — geometria
alternatywna istnieje © nawet jest ciekawsza od euklidesowe.
O nHavasaxr zeomempuu, 1829

Janos Bolyai (1802-1860) — tworzqc alternatywng geometrie
tworzymy nowy swiat z NiCczeqo.

Appendixz w podreczniku ojca Farkasa, 1932



Immanuel Kant (1724-1804) — intuicje geometryczne sq wrodzone,
wiec geometria moze byc tylko jedna.

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) — nikt nie mozZe zakazaé
badan alternatywnej geometrii, nawet, gdyby nie istniala.

Friedrich Carl Gauss (1777-1855) — gdyby przedstawic
alternatywng geometrie, bytoby sie zadeptanym przez idiotow.

Hurkonan Vsanosuu Jlobauesckum (1793-1856) — geometria
alternatywna istnieje © nawet jest ciekawsza od euklidesowe.
Janos Bolyai (1802-1860) — tworzqc alternatywng geometrie
tworzymy nowy swiat z NiCzeqo.

Felix Klein (1849-1925) — mozna dowiesc,
ze geometria Bolyaia—f.obaczewskiego jest rownie poprawna,
jak geometria Fuklidesa.

Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische Forschungen,1872



Model Kleina geometrii Bolyaia—f.obaczewskiego na ptaszczyznie
euklidesowej dowodzi, ze jest ona niemniej poprawna
od geometrii euklidesowe;].

e cala pltaszczyzna to wnetrze kota;
e geodezyjne (proste) to cieciwy;
e proste rownolegle to trafiajace w ten m
sam punkt na brzegu, jak £ 1 [; k

e nadrownolegle to roztaczne trafiajace BK
w rozne punkty, jak [ i m, lub m 1 n; ‘ Q

e a dwie proste sg prostopadite,

gdy przedtuzenie jednej przechodzi n
przez punkt przeciecia stycznych

wystawionych w koncach drugiej, jak ki n

(o dziwo relacja jest symetryczna);

e metryka jest |In ﬁg:g% |, a wiec przeksztalcenia afiniczne

zachowujace brzeg sg izometriami.




Najlepsza metodg poznania geometrii Bolyaia—f.obaczewskiego
jest zabawa modelem Kleina. Wida¢ np., ze

e przez punkt mozna poprowadzi¢ do danej proste;]
dwie réwnolegte 1 wiele nadréwnolegtych,

S\
<




Najlepsza metodg poznania geometrii Bolyaia—f.obaczewskiego
jest zabawa modelem Kleina. Wida¢ np., ze

e przez punkt mozna poprowadzi¢ do danej proste;]
dwie rownolegte 1 wiele nadréwnolegtych,

e we wnetrzu kazdego kata sa punkty,

przez ktére nie mozna poprowadzic

prostej przecinajacej oba jego

ramiona,



Najlepsza metoda poznania geometrii Bolyaia—t.obaczewskiego
jest zabawa modelem Kleina. Wida¢ np., ze

e przez punkt mozna poprowadzi¢ do danej proste;]
dwie réwnolegle i wiele nadrownolegtych, x

e we wnetrzu kazdego kata sa punkty,
przez ktore nie mozna poprowadzic
prostej przecinajacej oba jego
ramiona,

e linia ztozona z punktow
rownoodlegtych od dane]
prostej (ekwidystanta)

to elipsa styczna do brzegu
w jej koncach, co pozwala
na wskazanie trojkata,

na ktérym nie mozna opisa¢ okregu,
itd., itp.




Klein zwrdécit uwage na kolejng wtasnosé swojego modelu:

e linia przecinajaca kazda prostg peku réwnolegltych pod katem
prostym (horycykl) to elipsa styczna do brzegu, majaca jedna o$
bedacg kwadratem drugie;.

Spostrzegt mianowicie, ze odpowiednik horycyklu

w przestrzennym modelu Kleina — horysfera '
jest modelem ptaskiej geometrii
euklidesowej. Konkretnie geometria
horysfery to geometria ptaszczyzny
euklidesowej w postaci, jakiej uzywa
analiza zespolona: czyli jako rzut
stereograficzny plaszczyzny na stere
(ta postaé plaszczyzny euklidesowe]
nazywa sie geometria Mobiusa).

Dowiddt wiec, ze geometria euklidesowa jest niemniej poprawna
od geometrii Bolyaia—t.obaczewskiego.



Tak wiec sprawa geometrii Euklidesa i Bolyaia—f.obaczewskiego
zostata wyjasniona, a z czasem pojawily sie proby zbudowania
dla nich i ich czesci wspolnej, geometrii absolutnej, aksjomatyki
we wspolczesnym sensie:

Moritz Pasch

Vorlesungen uber neue Geometrie, 1882

David Hilbert, dwukrotnie
Grundlagen der Geometrie, 1999, 2003

by wreszcie uzyskac¢ sukces
Alfred Tarski

A decision method for elementary algebra and geometry, 1948
Ale to sprawy nie zakonczytlo.

na ten temat: Kompletne beznadziejne bezdroza

w: Matematyka z réznych stron widziana, str. 25—38
lub MSN 14, str. 10—-18



Bowiem 18 lat przed praca Kleina na propozycje nie do odrzucenia
ze strony Gaussa, Berhard Riemann wygtosit wyktad habilitacyjny
o geometriach nieeuklidesowych, podchodzgc do sprawy
analitycznie.

Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen, 1854

zob. tez w Matematyka z roznych stron widziana lub MSN 4

Riemann okreslat geometrie lokalnie, w otoczeniu punktu,
a nastepnie zlepiat z tych otoczen cate przestrzenie,
ktory to etekt nazywamy dzis rozmaitoscia.

Metoda ta ma sie nijak do syntetycznej, aksjomatycznej metody
od Euklidesa do przytoczonej pracy Kleina.



Trzymajac sie dwéch wymiaréw otrzymamy trzy rodzaje takich
" kawatkow” , wycietych z:

siodta, ptaszczyzny lub sfery, méwimy wtedy

odpowiednio o krzywiznie ujemnej, zerowej, dodatnie].

Jesli zechcemy otrzymac geometrie

e jednorodng — w kazdym miejscu taka sama

1 zazadamy, aby w niej

e dwie rozne proste miaty co najwyzej jeden punkt wspodlny,

to otrzymamy trzy geometrie: odpowiednio

hiperboliczng, identyczng z geometria Bolyaia—t.obaczewskiego,
paraboliczng, identyczna z geometrig Euklidesa

i eliptyczna, lokalnie sfteryczna, ale ze wzgledu na drugi warunek
dziejaca sie na plaszczyznie rzutowej (czyli podzieleniu sfery przez
antypodyzm) — o niej dalej.



Powszechnie przez ptaszczyzne rzutowsa rozumie sie ptaszczyzne
euklidesowg uzupetniona ”prostg w nieskonczonosci”, sktadajacg
sie z kierunkow tej ptaszczyzny.

Juz to pozwala na stwierdzenie, ze na ptaszczyznie rzutowej miesci
sie zarowno plaszczyzna euklidesowa,
jak ptaszczyzna Bolyaia—t.obaczewskiego (model Kleina).

Stad sugestia Artura Cayleya:

geomeltria rzutowa to cata geometria,

ktory w latach 70. XIX wieku wskazywat taki kierunek

badan w poszukiwaniu syntetycznego, aksjomatycznego
"wspoOlnego mianownika” dla trzech riemannowskich geometrii.

Bo traktowanie ich oddzielnie rozbijato sie o réznice na poziomie
topologicznym (ptaszczyzna rzutowa jest zupelna).

Problem uwazano za wazny przez sto lat.



Naturalny pomyst, by rozszerzy¢ geometrie Euklidesa

1 Bolyaia-fL.obaczewskiego na cata ptaszczyzne rzutows, wydaje sie
jednak absurdalny, bo odlegtosci w tych geometriach na ich
brzegach przyjmuja wartosci nieskonczone (a co dopiero dalej!).

I tu popetniamy btad:

metryki sa w stosunku do geometrii
zewnetrzne

— w geometrii problemy metryczne
opisuje przystawanie odcinkow.

A to daje sie okresli¢ przez

prostopadtosc.
oo . R \ “"‘\ ,z’ J ;,!""
Na przyktad w geometrii euklidesowej \
wyglada to tak. f L9 , J
/\ ' }\X
b\
f;



Aby prostopadlosé rozpatrywac
w kazdym przypadku na calej
plaszczyznie rzutowe]

wystarczy postuzyc¢ sie dwiema jej
wlasnosciami na sferze.

Poza obszarem klasycznych geometrii
pojawig wtedy nietypowe sytuacje:

w rozszerzonej geometrii euklidesowe; G
horyzont okaze sie prostopadly
do wszystkich prostych (prosta osobliwa);/
W rozszerzonej geometrii B-L
styczne do jej horyzontu beda A\
izotropowe, czyli styczne do siebie.




Dotaczajac do aksjomatyki geometrii rzutowe]

e powyzsze dwa warunki opisujace prostopadtosc

i fakt, ze

e przez dowolny punkt do dowolnej prostej mozna
poprowadzi¢ prostopadta,

otrzymujemy aksjomatyczny opis wspolnej czesci

wszystkich omawianych geometrii, rozpatrywanych

na calej ptaszczyznie rzutowej.

Tak rozszerzone geometrie to pelne geometrie (full geometries).

Pozostaje kwestia aksjomatow wyrdzniajacych poszczegdlne
z nich, tak jak V postulat odréznial w geometrii absolutne;j
geometrie Euklidesa od geometrii Bolyaia—t.obaczewskiego.



Role te petnig dwa zdania:

R.: istnieje prostokaqt,
I: istnieje prosta izotropowa nieosobliwa.

Ich spelnianie\niespelnianie stwarza cztery mozliwosci,
z ktérych niezajeta pozycje zajmuje geometria Minkowskiego
(zwana w fizyce czasoprzestrzenia).

OczywisScie, rozszerzenie geometrii do przestrzeni rzutowych,
czyli rozwazanie pelnych geometrii przeprowadza sie

w kazdym wymiarze.

Otrzymujemy wtedy nastepujaca klasyfikacje pelnych geometrii.

R -R
1 Min™ BL"™
—1 Eucl™ E1l™




Zwiazek miedzy pelnymi geometriami jest znacznie glebszy,
niz pokazuje to tabelka. Aby go zobaczy¢, trzeba rozwazy¢
przestrzenie kierunkéw tych geometrii.

W dwuwymiarowym przypadku euklidesowym kierunki tworza
prosta (rzutowa, oczywiscie) — to niezbyt skomplikowana
przestrzen. Ale w wyzszym wymiarze n jest to n — l-wymiarowa
przestrzen rzutowa i mozna mysle¢ o dziejacej sie na nie]
geometril.

Podobnie jest w przypadku geometrii Minkowskiego.

W dwuwymiarowym przypadku B-L kierunki tworza okrag, ktory
w przypadku n-wymiarowym staje sie n — 1-wymiarowa stera.
I znéw mozna zastanowi¢ sie nad obecng na niej geometria.

Jedna tylko geometria eliptyczna kierunkéw nie ma.



Przyjrzyjmy sie wiec blizej kierunkom (petnych!) przestrzeni,
czyli brzegom ich klasycznego obszaru.

Ot6z pelne geometrie generuja geometrie
O wymiarze nizszym o jeden
na przestrzeni swoich kierunkéw w ten sposob, ze

e przeciecia hiperptaszczyzn z przestrzenig kierunkéw danej geo-
metrii sa (majacymi wymiar o jeden mniejszy) hiperptaszczyznami
w te] przestrzeni kierunkow;

e dziedziczona jest przy tym prostopadtosé.

Mozna bez wickszego kltopotu udowodnic, ze
(przy takiej konwencji)
réwniez geometria przestrzeni kierunkéw
wyznacza geometrie calej przestrzeni.



Prowadzi to do nastepujacej sieci powigzan geometrii

Min" Min® Min*
| | I
BL" 1 BL* BL’°
| I |
Mo ~2 ~ Eucl™ ™ ? M&3 ~ Eucl® M&?2 ~ Eucl?
| | |
...... « BN 3 —— ..., —Ell’ —> Ell!

co wskazuje, ze kazda z czterech fundamentanych geometrii
niesie w sobie wszystkie pozostale (a nawet, jak to robi).



Co wiecej, schemat pokazuje, ze w naturalny sposob
z kazdej wyrdznione] w nim geometrii mozna uzyskac
dowolna z pozostatych.

Nie sposob wiec obronic¢ sie przed refleksja, ze
tworcy kazdej z nich w istocie chcielt opisac
jedng 1 te samaq wizje przestrzent,

choc¢ przed oczyma jawita ste 1m ona

w odmiennej postaca.

Moze wiec Kant miat racje, krytykujac czysty umyst?



Ilustracje relacji Min* z BL? w realu, czyli w fizyce, spotkatem
w zjawisku znanym jako Landau—Pomeranchuk effect.

Polega ono — méwigc w ogromnym uproszczeniu

1 z nonszalancja laika — na tym, ze
nastepujace w minimalnych odstepach czasu rozpraszanie
dwukrotne tej samej wigzki elektronéw
przebiega inacze] za pierwszym niz za drugim razem.

Efekt ten jest przez niektoérych nazywany tez paradoksem.

Nadaje mu sie wtedy fabularng interpretacje w stylu:

pedzgcy w szalonym tempie na motorze elektron trafia w betonowy
stupek; kiedy podnost sie po kolizji © rusza dalej, bardziej uwaza,
przez co jeqo zderzenie ze ztoslhiwie podstawionym przez fizyka
kolejnym betonowym stupkiem jest juz mniej energiczne.



Jak przystalo matematykowi,
zainteresowatem sie sprawa ze wzgledu na jej paradoksalnosc.

Okazato sie, iz sprawe mozna wyjasnic¢
postugujac sie pojeciem half-dressed electrons,
co zapewne oznacza elektrony w neglizu.

W mocno dla niefizyka skomplikowanej pracy

E.L. Feinberg, Hadron clusters and half-dressed particles in
quantum field theory; Usp. Fiz. Nauk 132, 255-291; Oct. 1980

znalaztem wyjasnienie efektu Landaua—Pomeranczuka

za pomoca zwrocenia uwagi na to, iz w momencie rozproszenia
nastepuje zaklécenie pola, jakie jest (wedle de Broglie)
jednym z przejawow elektronu.



Pole sprzed zderzenia — rozciggajace sie przeciez

(oczywiscie, malo intensywnie) na “cata” przestrzen

porusza sie bezposrednio po zderzeniu nic o nim nie wiedzac,
bo przeciez informacje rozchodzg sie zaledwie

z predkoscig swiatta.

Tymeczasem elektron, ktéremu w wyniku kolizji zmienit sie ped,
odtwarza swoje pole najszybciej jak umie,

ale to tez dzieje sie tylko z predkoscia swiatta, wiec

w chwile po rozproszeniu dysponuje on tylko malutkim polem,
czego skutkiem jest mniej energetyczny przebieg

kolejnego rozproszenia.



Gdy to narysowac

powstaje przestrzenne sprawozdanie

z tego, co dzieje sie w czasoprzestrzeni.
Obrazek jest (powinien by¢)
trojwymiarowy, wiec z koniecznosci
rysuje dwuwymiarowy przekroj.
Rozproszenie nastagpito w punkcie O.

Wie o nim po czasie t tylko wnetrze kuli (na obrazku kota)
o promieniu ct, gdzie ¢ to predkos¢ swiatta
— nazwijmy wnetrze te] kuli wszechswiatem zdarzenia.

Sam elektron poruszajacy sie predkoscia v oddalit sie od O

na odlegtos¢ vt. Jego pole w kierunku prostopadiym do v

siega, do granicy wszechswiata. W kierunku ruchu podlega
skroceniu Lorentza — jest zatem takie, jak narysowana elipsa.
Tym, ktorzy sie dziwig, ze “z przodu” jest je] mniej niz “z tytu”
przypominam o efekcie Dopplera.



Natomiast jesli spojrzymy na to

jak na rysunek modelu Kleina,

to zobaczymy, ze owo pole

to wnetrze ekwidystanty,

a wiec krzywej ztozone]j

z punktow jednakowo oddalonych

od prostej prostopadiej do kierunku ruchu

(w przestrzeni jest to elipsoida obrotowa
styczna do brzegu modelu).

Cho¢ niczego o powstajacym rysunku nie zaktadaliSmy
“sam” narysowal sie w przestrzeni kierunkow czasoprzestrzeni.



