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Pomyst: Zamiast liczy¢ obiekty zrozum ich funkcje tworzaca!

T A
A — UnZO An? f.A(t) = ZnZO ZCLGAn th = Z’RZO a’ntn'

Wzmocnienie:

A o Unl,ng,...,anO Anla---ynl7

f.A(tla s 7tl) = an,...
Przyktady:

o A — zbidér permutacji liczonych wzgledem rozmiaru i liczby inwers;ji,

fat,q) = ano qf—l)n H?:1(qi — 1)
o A — zbiér drzew ukorzenionych liczonych ze wzgledu na liczbe krawedzi

| stopien korzenia,

.....

_ 2
falt,q) = SR
o A — zbiér poetykietowanych drzew liczonych ze wzgledu na liczbe
wierzchotkéw i liczbe inwers;ji,

t"g®(g—1)" o) "
exXP(2_>1 k>0 Onk : ,,,(L? : ) = 2 n>0 q(z)%




O tym jak kombinatoryka
enumeratywna pomogta
rozwigzac¢ problem Ulama (i
znacznie wiecej)
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Hipoteza Ulama: Istnieje stata ¢ taka, ze g(\%) > ¢ wedtug prawdopodobienstwa,

gdy n — .
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Diagramy i1 tableaux Younga - mistyczna tozsamosc¢...

Definicja: Partycja A liczby naturalnej n to skonczony, nierosnacy ciag liczb
naturalnych A = (A1, Ao, ..., Ap) taki, ze ) . \; =n (ozn. |A| =n).

Przyktad: A = (7,5,3,3,1),|A\| =19,4(\) = 5.

Mistyczna tozsamos$¢: (konsekwencja teorii reprezentacji grup permutacji)

> oA [SYT(A)]? = nl

Pytanie: Czy istnieje naturalna bijekcja:

F: Sy — Upnjen SYT(A) x SYT(N).
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gdzie A - n jest diagramem Younga o n

insertion tableau P(w)
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Wejscie Wyjscie:
e sfowo w = (wy, -+ ,wy) € NZ, e poétstandardowe tableau P € SSYT(\)

- e standardowe tableau @) € SYT()\)
gdzie A - n jest diagramem Younga o n

Przyktad: klatkach
w = (23,53,74,16,99, 70,82, 37,41, 17)

74 10

53| 99 8 |9

23| 37| 70 4 16 |7

16| 17| 41| 82 L 1213 ]|5
insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

Twierdzenie: [Robinson—Schensted—Knuth '38 + '61+’70]
o RSK: N} = Ujaj=n SSYT'(A) x SYT'(X) jest bijekeja
e /(0) = A1 dla permutacji o.
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z prawdopodobienstwem
proporcjonalnym do [SYT()\)|?.
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Nowe spojrzenie na problem Ulama

Whiosek:
Rozktad zmiennej losowej ¢(0,,), - » Rozkfad zmiennej losowej A1 gdzie A
gdzie o, € 5, jest diagramem Younga wylosowanym
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proporcjonalnym do [SYT()\)|?.

Twierdzenie [Frame—Robinson—Thrall '53]:

n!
|SYT ()| = [Ioey hook(d)
Przyktad:
5 4 5 4 3 1
4 5 2 |4 5 5 1
1|2 1|2 1|3 1|3 1|4 4
.
‘SYT((2727 1))’ — %34 = 0.
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Wh . (x)

~

I | I I

—2 —1 1 2

| x| if [x] > 2;

% (X . arcsin )2—< -+ \/4 — X2) otherwise.
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Pomyst: Jesli nie mozesz rozwigza¢ tatwego problemu, sprobuj rozwigzac
trudniejszy.

Twierdzenie: [Vershik—Kerov, Logan—Schepp '77]
Jesli \,, jest diagramem Younga wylosowanym wzgledem miary Plancherela to jego
profil zbiega do wy__ gdy n — oc.



Obserwacja Logana—Scheppa Vershika—Kerova

Pomyst: Jesli nie mozesz rozwigza¢ tatwego problemu, sprobuj rozwigzac
trudniejszy.

Twierdzenie: [Vershik—Kerov, Logan—Schepp '77]
Jesli \,, jest diagramem Younga wylosowanym wzgledem miary Plancherela to jego
profil zbiega do wy__ gdy n — oc.

Whiosek: e(\%) > 2 wedtug prawdopodobienstwa gdy n — oo.
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Co dalej?
Wiemy, ze £(0,,) ~ /(2 + o(1)).

Hipoteza: [Odlyzko—Rains '93] kbl g

uncorrelated variables
Var((o,)) ~n'/?

Twierdzenie [Baik—Deift—Johansson '98]

P (6(02)1762\%) <z — TW(x)
TRACY-WIDOM DISTRIBUTION

correlated variables

gdy n — oo, gdzie TW (x) - rozktad Tracy'ego—Widoma.

e Hy - macierz hermitowska N x NN ktérej wartosci to niezalezne
zmienne Gaussowskie,
. €§N) > K;N) e 2> KE\J,V) wartosci wtasne Hpy (zmienne losowe!)

Twierdzenie [Tracy—Widom '93]

(N) Left Tail Peak Right Tail
14 —2v/ N
P ( ! > S r— TW (.CU) Olena Shmahalo/Quanta Magazine

N-—1/6
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e \(™) _ |osowy (wzgl. miary Plancherela) diagram Younga rozmiaru n
) €§n> > ... > () wartosci wihasne losowej macierzy hermitowskiej n x n (GUE)

A o /m ¢\ o /n
( 1n1/6\/_> ™~ ( 1n1/6\5/_> gdy n — o0

Hipoteza [Baik—Deift—Johansson '98]
() (") _o /= () o /= () _o /=
L </\1 = VPN 2\/_> N (61 2/ S 2\/_> ady 15 o0

nl/6 AR nl/6 n—1/6 ) n—1/6



Co dalej?
Wiemy, ze £(0,,) ~ /(2 + o(1)).

Hipoteza: [Odlyzko—Rains ’93]
Var(l(oyp)) ~ nl/3

Twierdzenie [Baik—Deift—Johansson '98]

e \(™) _ |osowy (wzgl. miary Plancherela) diagram Younga rozmiaru n
) €§n> > ... > () wartosci wihasne losowej macierzy hermitowskiej n x n (GUE)

A o/ ¢ 2 /n
( 1n1/6\/_> ™~ ( 1nl/f\5/_> gdy n — o0

Hipoteza [Baik—Deift—Johansson '98]

Al 2 /m A o /n o™ o /n ¢ o /n
Vk ( 1n1/6 ye ey kn1/6 ~ 1n—1/6 I kn—1/6 gdynéoo

Dowéd [Okounkov '00]) [Borodin—Olshanski-Okounkov '01], [Johansson '01]

Ten niezwykle elegancki dowdd, oparty na liczeniu kombinatorycznych map jest jednym z osiggnie¢
Okounkov'a wymienionych w uzasadnieniu przyznania my medalu Fieldsa w 2006 roku.
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Opowiesc Il: Liczenie
kombinatorycznych map,
kwantowa grawitacja 1 losowe
geometrie



Mapy

= grafy zanurzone na powierzchni tak, ze rozcinaja ja na kolekcje
Sciggalnych obszaréw zwanych Scianami.

Mapy planarne, to mapy zanurzone na sferze (mozna je narysowac na
kartce tak, ze krawedzi sie nie przecinaja). Mapy (dzisiaj) sa zawsze
ukorzenione, czyli maja skierowang krawedz.

Problem: Jaka jest liczba mg(n) map planarnych o n krawedziach?

1.1 OT0NY me
N ey O

Przyktad: n = 2:
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Mapy
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e € {+,—}




Mapy

Kwadrangulacja to mapa, gdzie wszystkie $ciany maja stopien rowny 4.

[Twierdzenie [Tutte 1960]
[stnieje bijekcja pomiedzy

e zbiorem map planarnych o n krawedziach, / wierzchotkach i k Scianach o
stopniach A\q,..., \;, a

e zbiorem planarnych kwadrangulacji o n $cianach, / czarnych wierzchotkach i
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Grawitacja kwantowa i losowa geometria sfery

Pytanie: jak wyglada losowa metryka na sferze?

Nowe podejscie: Znajdz naturalny dyskretny analogon metryki na sferze,
zbadaj co sie dzieje w granicy gdy model "dazy do nieskonczonosci" i
zaakceptuj ta granice jako losowa metryke, jesli pojawia sie ona w
uniwersalny sposéb (niezaleznie od modelu od ktérego wystartowalismy).

Twierdzenie [Le Gall '13, Miermont '13]:
Istnieje zwarta losowa przestrzen metryczna (tzw. mapa Browna) m., tze
Vg = 3,4,6.8, ...

(Qnacq ' n1d/4) 7 Moo

as n — 0o, gdzie

e ¢, jest losowa g-angulacja sfery o n $cianach,

e d - metryka grafowa,

e c, - stafa, ktéra zalezy tylko od ¢,

e jest to zbiezno$¢ wedtug rozktadu w metryce Gromova—Hausdorffa.
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