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Formalna definicja juz wkrétce!
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pv(y) (szansa na X = x pod warunkiem Y = y)

e niezaleznosc¢ X i Y to stwierdzenie px |y (x|y) = px(x), czyli

px,v(x,y) = px(x) - py(y)



(Nie)zaleznosci zmiennych + notacja

e X, Y, Z, ... — zmienne losowe (dyskretne)
o px(x) — funkcja prawdopodobieristwa zmiennej X, px(x) = P(X = x)

o Przykfad. X — wynik rzutu koscig szescienna
px(1) = px(2) = ... = px(6) = %
e px y(x,y) — faczna funkcja prawdopodobienstwa dla zmiennych X,Y

PX,Y(X»}/) =PX=x,Y=y)

o o px(x) =2, Px,y(x.¥), pr(y) =2, Px,v(x,y)

o px|v(x|y):= %E;;y) (szansa na X = x pod warunkiem Y = y)

e niezaleznosc¢ X i Y to stwierdzenie px |y (x|y) = px(x), czyli

px,v(x,y) = px(x) - py(y)

Réwnowaznie
px.y(x,y) = ¢(x) - (y)
dla pewnych funkcji ¢, 1.



(Nie)zaleznosci zmiennych + notacja

e X, Y, Z, ... — zmienne losowe (dyskretne)
o px(x) — funkcja prawdopodobieristwa zmiennej X, px(x) = P(X = x)

o Przykfad. X — wynik rzutu koscig szescienna
px(1) = px(2) = ... = px(6) = %
e px y(x,y) — faczna funkcja prawdopodobienstwa dla zmiennych X,Y

PX,Y(X»}/) =PX=x,Y=y)

o o px(x) =2, Px,y(x.¥), pr(y) =2, Px,v(x,y)

o px|v(x|y):= %E;;y) (szansa na X = x pod warunkiem Y = y)

e niezaleznosc¢ X i Y to stwierdzenie px |y (x|y) = px(x), czyli

px,v(x,y) = px(x) - py(y)

Réwnowaznie
px,v(x,y) = ¢(x) - ¥(y)
dla pewnych funkcji ¢, 1. Piszemy X 1L Y.



(Nie)zaleznosci zmiennych + notacja

e niezaleznosc X i Y to stwierdzenie px|y(x|y) = px(x), czyli

px,y(x,y) = px(x) - py(y)

Réwnowaznie
px,v (X, y) = ¢(x) - 1b(y)
dla pewnych funkcji ¢, ¥. Piszemy X 1L Y.



(Nie)zaleznosci zmiennych + notacja

e niezaleznosc X i Y to stwierdzenie px |y (x|y) = px(x), czyli

px,y(x,y) = px(x) - py(y)

Réwnowaznie
px,v (X, y) = ¢(x) - 1b(y)
dla pewnych funkcji ¢, ¥. Piszemy X 1L Y.

e niezaleznos¢ X i Y pod warunkiem Z to stwierdzenie
px|v,z(x|y,z) = px|z(x|2)



(Nie)zaleznosci zmiennych + notacja

e niezaleznosc X i Y to stwierdzenie px|y(x|y) = px(x), czyli

px,y(x,y) = px(x) - py(y)

Réwnowaznie
px,y(x,y) = ¢(x) - ¥(y)
dla pewnych funkcji ¢, ¥. Piszemy X 1L Y.
e niezaleznos¢ X i Y pod warunkiem Z to stwierdzenie

px|v,z(x|y,z) = px|z(x| z), czyli

px,v.z(x,y,2z) = px,z(x,2) - py,z(y, 2)/pz(2)



(Nie)zaleznosci zmiennych + notacja

e niezaleznosc X i Y to stwierdzenie px|y(x|y) = px(x), czyli

px,y(x,y) = px(x) - py(y)

Réwnowaznie
px.y(x,y) = ¢(x) - ¥(y)
dla pewnych funkcji ¢, ¥. Piszemy X 1L Y.
e niezaleznos¢ X i Y pod warunkiem Z to stwierdzenie
px|v,z(x|y,z) = px|z(x| z), czyli
px,v.z(x,y,2) = px,z(x,2) - py.z(y, 2)/pz(2)
Réwnowaznie
pX,Y,Z(X7y7Z) = CD(XaZ) ' \U(y72)
dla pewnych funkgcji ¢, V.



(Nie)zaleznosci zmiennych + notacja

e niezaleznosc X i Y to stwierdzenie px|y(x|y) = px(x), czyli

px,y(x,y) = px(x) - py(y)

Réwnowaznie

px.y(x,y) = ¢(x) - ¥(y)
dla pewnych funkcji ¢, ¥. Piszemy X 1L Y.

e niezaleznos¢ X i Y pod warunkiem Z to stwierdzenie
px|v,z(x|y,z) = px|z(x| z), czyli
px,v.z(x,y,2) = px,z(x,2) - py.z(y, 2)/pz(2)
Réwnowaznie
pX,Y,Z(X7y7Z) = CD(XaZ) : \U(y72)

dla pewnych funkcji ®, W. Piszemy X 1l Y |Z.



(Nie)zaleznosci zmiennych + notacja

e niezaleznos¢ X i Y to stwierdzenie p.. (x|y) = p<(x), czyli

P (x,y)=p(x)-p(y)
Réwnowaznie
P (xy) = o(x) ¥(y)
dla pewnych funkcji ¢, ¥. Piszemy X 1L Y.
e niezaleznos¢ X i Y pod warunkiem Z to stwierdzenie
p (xly.2) =p ~(x]2), czyli
pev (xy,2) = pe o (x,2) - pr (v, 2)/p(2)
Réwnowaznie
P (X,y,Z):CD(X,Z)'\U(y,Z)
dla pewnych funkcji ®, W. Piszemy X 1l Y |Z.
e pomijamy dolny indeks funkcji p



(Nie)zaleznosci zmiennych + notacja

e niezaleznos¢ X i Y to stwierdzenie p.. (x|y) = p.(x), czyli

P (xy)=p(x)-p(y)
Réwnowaznie
Py (x,y) = d(x) - ¥(y)
dla pewnych funkcji ¢, 9. Piszemy X 1L Y.
e niezaleznosc¢ X i Y pod warunkiem Z to stwierdzenie
P (xly,z)=p. (x]2), czyli
pov o (xy,2)=p:(x,2)-pr -(y,2)/p-(2)
Réwnowaznie
povo(xy,2) =®(x,2) - V(y, 2)
dla pewnych funkcji ®, V. Piszemy X 1l Y | Z.
e pomijamy dolny indeks funkcji p

e to samo zachodzi dla wektoréw losowych X, Y i Z



Notacji cigg dalszy

e Niech x = (x1,...,xpn), wtedy x4 = (x;: i € A), np.

X{257} ‘= (x2, x5, x7)
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e Niech x = (x1,...,xpn), wtedy x4 = (x;: i € A), np.

X{257} ‘= (x2, x5, x7)

Ta sama konwencja dotyczy ciggu zmiennych losowych.
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e Niech x = (x1,...,xpn), wtedy x4 = (x;: i € A), np.

X{257} ‘= (x2, x5, x7)

Ta sama konwencja dotyczy ciggu zmiennych losowych.
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e Niech x = (x1,...,xp), wtedy xa = (x;: i € A), np

X{257} ‘= (x2, x5, x7)

Ta sama konwencja dotyczy ciggu zmiennych losowych.

e Definicje grafowe:
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Notacji cigg dalszy

e Niech x = (x1,...,xp), wtedy xa = (x;: i € A), np

X{257} ‘= (x2, x5, x7)

Ta sama konwencja dotyczy ciggu zmiennych losowych.

. Definicje grafowe:
o o rod2|ce
(4) = {1,5}
o o przodkOW|e
‘. (4) = {1,2,3,5,6}



Notacji cigg dalszy

e Niech x = (x1,...,xp), wtedy xa = (x;: i € A), np

X{257} ‘= (x2, x5, x7)

Ta sama konwencja dotyczy ciggu zmiennych losowych.

. Definicje grafowe:
a o rod2|ce
T m
e o przodkOW|e
(4)=1{1,2,3,5,6}
&. o dZIeCI
e 9 @ (4) ={7,8}



Notacji cigg dalszy

e Niech x = (x1,...,xp), wtedy xa = (x;: i € A), np

X{257} ‘= (x2, x5, x7)

Ta sama konwencja dotyczy ciggu zmiennych losowych.

. Definicje grafowe:

oao.o O

© .
pa
[¢]

rodzice

(4) = {1,5}
przodkowie

an(4) ={1,2,3,5,6}
dzieci

ch(4) ={7,8}
potomkowie

de(4) = {7,8,9}



Co to jest sie¢ bayesowska?

o jesli znane s3 zeznania, prawda jest nieistotna dla werdyktu



Co to jest sie¢ bayesowska?

o jesli znane s3 zeznania, prawda jest nieistotna dla werdyktu

Definicja. Rozwazmy zmienne Xj,..., X, o funkcji prawdopodobien-
stwa p. Powiemy, ze acykliczny graf skierowany G o wierzchotkach w
1,...,n jest siecig bayesowska dla p, jesli pa(i) C {1,...,i — 1} oraz

Xi 1L X1, im1p\pa(iy | Xpa(iys
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e jesli znane s3 zeznania, prawda jest nieistotna dla werdyktu

Definicja. Rozwazmy zmienne Xj,..., X, o funkcji prawdopodobien-
stwa p. Powiemy, ze acykliczny graf skierowany G o wierzchotkach w
1,...,n jest siecig bayesowska dla p, jesli pa(i) C {1,...,i — 1} oraz

Xi 1L X1, im1p\pa(iy | Xpa(iys




Co to jest sie¢ bayesowska?

e jesli znane s3 zeznania, prawda jest nieistotna dla werdyktu

Definicja. Rozwazmy zmienne Xj,..., X, o funkcji prawdopodobien-
stwa p. Powiemy, ze acykliczny graf skierowany G o wierzchotkach w
1,...,n jest siecig bayesowska dla p, jesli pa(i) C {1,...,i — 1} oraz

Xi 1L X1, im1p\pa(iy | Xpa(iys

a takze Xi JL X(1,...i—13\a | Xa dla dowolnego A C pa(A)




Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa

X1, X0, X3, X4, X5, Xg — zmienne losowe



Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa
X1, X0, X3, X4, X5, Xg — zmienne losowe

p(XlaX2aX37X4,X57X6)

p(x1)-
p(x2 | x1)-

p(x3 | x1, x2)-
p(xa | x1,x2, x3)-
p(xs | x1,%2, X3, Xa)-
(

P\ X6 |X1,X2,X3,X47X5)



Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa

X1, X5, X3, X4, X5, Xg — zmienne losowe

p(XlaX2;X37X4,X57X6)

p(x1)-
p(x2 | x1)-

p(x3 | x1, x2)-
p(xa | x1,x2, x3)-
p(xs | x1,%2, X3, Xa)-
(

P Xs\Xl,Xz,X3,X47X5)



Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa
X1, X0, X3, X4, X5, Xg — zmienne losowe

X1, X2, X3, X4, X5, X6) = p(x1)-

e e p(
p(x2 | x1)-
) Sy Sn st i)
p(xa | x1,x2, x3)-
3-()

p(XS | X1,X2, X3, X4)'

P(X6 |X1,X2,X3,X47X5)



Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa
X1, X0, X3, X4, X5, Xg — zmienne losowe

X1, X2, X3, X4, X5, X6) = p(x1)-

e e p(
p(x2 | x1)-
) Sy e atsln )
p(xa | x1,x2, x3)-
3-()

p(XS | X1,X2, X3, X4)'

P(X6 |X1,X2,X3,X47X5)



Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa
X1, X0, X3, X4, X5, Xg — zmienne losowe
XlaX2aX37X4,X57X6) P( )

p(x2 | x1):
c e p(xs|xi. )
‘X4 (X1, X3) |X2}—> ( |X1,X27X3)

(X5 | X1,X2, X3, X4)

(X6 |X1,X2,X3,X47X5)




Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa
X1, X0, X3, X4, X5, Xg — zmienne losowe
XlaX2aX37X4,X57X6) P( )

plx2 | x1):
c e plxs|x1. )
‘X4 (X1, X3) |X2}—> (xa | x2 )
p(

X5 |X13X27X3,X4)

(X6 |X1,X2,X3,X47X5)



Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa

X1, X0, X3, X4, X5, Xg — zmienne losowe

e e p(x1, X2, X3, Xa, X5, X6) = p(x1)-

pPLX 2|X1)

(
p(xs|x1 )
o\ W (
(
(

p(xa | X2 )

e a ‘xsi(xl,xz;)\(xwg }—»px| X2, X3 1 )-

P\ X6 |X1,X2,X3,X47X5)




Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa
X1, X0, X3, X4, X5, Xg — zmienne losowe

XlaX2aX37X4,X57X6) P( )

(X3 |X1 )
c e :

p(xq | < x2
p(xs | < x2,x3. )
’xﬁ AL (X1, X2, X3) | (Xa, Xs) }—» (6 | X4, X5)




Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa
X1, X5, X3, X4, X5, Xg — zmienne losowe

X1, X2, X3, X4, X5, X6) = p(x1)-

p(
e e p(x2 | x1)-
p(xs|x1 )
c e p(xa| < x )
-(5) g



Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa
X1, Xa, X3, X4, X5, Xg — zmienne losowe

° p(x1, X2, X3, Xa, X5, %) = p(x1)-
p(x2 | x1)-
e p(x3|xi. )
P(X4| X2 )
p(xs | X0, x3.4)

P(X6 | X47X5) =

6
= H P(Xi | xpa(i))
i=1



Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa
X1, Xa, X3, X4, X5, Xg — zmienne losowe

° p(XlaX27X37X4,X57X6) :p(Xl)'

PO | x1)-

e p(xs|x1 )

p(xa | X2 )
p(xs | < X2, x3. )

P(X6 | X47X5) =

6
= H P(Xi | xpa(i))
i=1

Zauwazmy ponadto, ze

p(x1, %2, x3,x5) = p(x1)p(x2 | x1)p(x3 | x1)p(xs5 | x3)



Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa
X1, Xa, X3, X4, X5, Xg — zmienne losowe

° p(x1, X2, X3, Xa, X5, %) = p(x1)-
P(X2 |X1)'
e p(x3|xi. )
P(X4| X2 )
p(xs | X2, x3. )

P(X6 | X47X5) =

6
= H P(Xi | xpa(i))
i=1

Zauwazmy ponadto, ze

p(x1, %2, x3, %) = p(xa)pOxe [ x1)p(xs | x1)p(xs [ xs) = [ p(xi | Xpa(i)
ic{1,2,3,5}



Faktoryzacja funkcji prawdopodobienstwa

p
Obserwacja. Jesli G jest siecia bayesowska dla zmiennych
Xi,...,X,, to

p(X1; ...y Xn) = H p(x; | xpa(i))'
i=1

Obserwacja. Jesli G jest siecia bayesowska dla zmiennych
Xi,...,Xp, oraz A jest zbiorem samorodnym, tzn. pa(A) C A,
to

p(XA) = H P(Xi | Xpa(i))'

i€cA




Kolejne grafowe definicje

e zbior ancestralny do A w G to An(A) := AU {an(i): i € A}



Kolejne grafowe definicje

e zbior ancestralny do A w G to An(A) := AU {an(i): i € A}
e graf indukowany
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e zbior ancestralny do A w G to An(A) := AU {an(i): i € A}

e graf indukowany




Kolejne grafowe definicje

e zbior ancestralny do A w G to An(A) := AU {an(i): i € A}

e graf indukowany




Kolejne grafowe definicje

e moralizacja grafu skierowanego
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Kolejne grafowe definicje

e moralizacja grafu skierowanego




Kolejne grafowe definicje

e moralizacja grafu skierowanego




Kolejne grafowe definicje

e moralizacja grafu skierowanego

gm



Twierdzenie. W grafie skierowanym G zachodzi A /4 B | S wtedy
i tylko wtedy, gdy w grafie QrAnn(AuBus) kazda Sciezka taczaca A i
B przecina S (ozn. A=B|S).




Twierdzenie. W grafie skierowanym G zachodzi A /4 B | S wtedy
i tylko wtedy, gdy w grafie ggn(AUBUS) kazda Sciezka taczaca A i
B przecina S (ozn. A=B|S).

Przyktad 1:




Twierdzenie. W grafie skierowanym G zachodzi A /4 B | S wtedy
i tylko wtedy, gdy w grafie ggn(AUBUS) kazda Sciezka taczaca A i
B przecina S (ozn. A=B|S).

Przyktad 1:
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Twierdzenie. W grafie skierowanym G zachodzi A /4 B | S wtedy
i tylko wtedy, gdy w grafie ggn(AUBUS) kazda Sciezka taczaca A i
B przecina S (ozn. A=B|S).

Przyktad 1:

m
An(AUBUYS)



Twierdzenie. W grafie skierowanym G zachodzi A /4 B | S wtedy
i tylko wtedy, gdy w grafie ggn(AUBUS) kazda Sciezka taczaca A i
B przecina S (ozn. A=B|S).

Przyktad 2:




Twierdzenie. W grafie skierowanym G zachodzi A /4 B | S wtedy
i tylko wtedy, gdy w grafie ggn(AUBUS) kazda Sciezka taczaca A i
B przecina S (ozn. A=B|S).

Przyktad 2:

R

O—0 >

GAn(AUBUS)



Twierdzenie. W grafie skierowanym G zachodzi A /4 B | S wtedy
i tylko wtedy, gdy w grafie ggn(AUBUS) kazda Sciezka taczaca A i
B przecina S (ozn. A=B|S).

Przyktad 2:

@

m
An(AUBUYS)



Twierdzenie. W grafie skierowanym G zachodzi A /4 B | S wtedy
i tylko wtedy, gdy w grafie ggn(AUBUS) kazda Sciezka taczaca A i
B przecina S (ozn. A=B|S).

Przyktad 2:

@

m
An(AUBUYS)



Twierdzenie. (Hammersley-Clifford) Rozwazmy zmienne losowe
Xi, ..., Xy o tacznej funkcji prawdopodobienstwa p(xi, ..., x,). Niech
'H bedzie grafem (nieskierowanym) o wierzchotkach V =1, ..., n. Wéw-
czas implikacja

A7‘B|5:>XAJJ_XB|X5

zachodzi dla dowolnych A, B, S C V wtedy i tylko wtedy, gdy

p(x) =[] é(xc) (HC)

ceC

gdzie C to rodzina wszystkich klik w grafie H.




Twierdzenie. (Hammersley-Clifford) Rozwazmy zmienne losowe
Xi, ..., Xy o tacznej funkcji prawdopodobienstwa p(xi, ..., x,). Niech
'H bedzie grafem (nieskierowanym) o wierzchotkach V =1, ..., n. Wéw-
czas implikacja

A7‘B|5:>XAJJ_XB|X5

zachodzi dla dowolnych A, B, S C V wtedy i tylko wtedy, gdy

p(x) =[] é(xc) (HC)

ceC

gdzie C to rodzina wszystkich klik w grafie H.

Przyktad.
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@ Q@ ©®



Twierdzenie. (Hammersley-Clifford) Rozwazmy zmienne losowe
Xi, ..., Xy o tacznej funkcji prawdopodobienstwa p(xi, ..., x,). Niech
'H bedzie grafem (nieskierowanym) o wierzchotkach V =1, ..., n. Wéw-
czas implikacja

A7‘B|5:>XAJJ_XB|X5

zachodzi dla dowolnych A, B, S C V wtedy i tylko wtedy, gdy

p(x) =[] é(xc) (HC)

ceC

gdzie C to rodzina wszystkich klik w grafie H.

_
Przyktad.

@ @D p(x) = Valx1, x2, x3,x8) - Vip(x3,5) - Ve(x5, X6, X7)
@ Q ©



Twierdzenie. (Hammersley-Clifford) Rozwazmy zmienne losowe
Xi, ..., Xy o tacznej funkcji prawdopodobienstwa p(xi, ..., x,). Niech
'H bedzie grafem (nieskierowanym) o wierzchotkach V =1, ..., n. Wéw-
czas implikacja

A7‘B|5:>XAJJ_XB|X5

zachodzi dla dowolnych A, B, S C V wtedy i tylko wtedy, gdy

p(x) =[] é(xc) (HC)

ceC

gdzie C to rodzina wszystkich klik w grafie H.

.

Przyktad.
@ @ p(x) = Valxa,x2,33,%) - Vi(x3,%5) - Ve(xs, X6, x7)

@ @ ©

{X1, X%} AL {Xe, X7} | 37



Twierdzenie. (Hammersley-Clifford) Rozwazmy zmienne losowe
Xi, ..., Xy o tacznej funkcji prawdopodobienstwa p(xi, ..., x,). Niech
'H bedzie grafem (nieskierowanym) o wierzchotkach V =1, ..., n. Wéw-
czas implikacja

A7‘B|5:>XAJJ_XB|X5

zachodzi dla dowolnych A, B, S C V wtedy i tylko wtedy, gdy

p(x) =[] é(xc) (HC)

ceC

gdzie C to rodzina wszystkich klik w grafie H.

.

Przyktad.
@ @ p(x) = Va(x1, x2, x3,x3) - Vib(x3,x5) - Ve(x5, X6, x7)

@ @ ©

{X1, Xo} UL {Xe, X7} | X37 TAK!
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A’: pofaczone z A Sciezka poza S
B '=V\(AUS)

Woéwczas nie mozna przejs¢ z A’ do B’ omijajac S.

Ponadto V =A UB'US

Z wczesniejszych rozwazan wynika Xa 1L Xpg/ | Xs

Poniewaz AC A" i B C B’, wiec X5 IL X5|Xs ]
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Niech G bedzie siecia bayesowska dla zmiennych Xi, ..., X,. Mamy
p(x) = H p(xi | xpa(i))
i=1

Niech W = An(AU B U S). Poniewaz W jest samorodny wiec

p(xw) = H P(Xi\xpa(i))
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Zmienne Xy spetniaja zatem warunek (HC) wzgledem grafu Gyy,.
Czyli A=B|S w G}, implikuje X4 1L Xpg | Xs.
Zatem A /4 B|S w G implikuje X4 1L Xg| Xs.
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Dziekuje za uwage!



