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Stare zadanie

Problem
Znaleźć wszystkie takie funkcje ciągłe f : R+ → R+, że pole powierzchni pod wykresem f
na przedziale [x , 2x ] nie zależy od x , i podobnie dla przedziałów [x , 3x ].
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Rozwiązanie

Pierwsze założenie oznacza, że
∫ 2x
x

f (s) ds = const, więc d
dx

∫ 2x
x

f (s) ds = 2f (2x)− f (x) = 0
⇐⇒ 2xf (2x) = xf (x); podobnie pokazuje się, że 3xf (3x) = xf (x).

Niech g(x) = 2x f (2x). Widać, że dla dowolnego x

g(x + 1) = 2x+1f (2x+1) = 2 · 2x f (2 · 2x) = 2x f (2x) = g(x).

Podobnie
g(x + log2 3) = 2x+log2 3f (2x+log2 3) = 3 · 2x f (3 · 2x) = g(x).

Otrzymaliśmy więc ciągłą funkcję g z dwoma niewspółmiernymi okresami: 1 oraz log2 3, a więc g musi
być stała na R. To znaczy, że musi być

f (x) = f (2log2 x) =
g(log2 x)

x
=

C

x
.

Proste sprawdzenie pokazuje, że takie funkcje istotnie spełniają założenia.
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Kilka danych statystycznych. Historia.
Prawo Benforda dotyczy częstości występowania poszczególnych
cyfr na pierwszej pozycji dziesiętnej danych liczbowych.

Po raz pierwszy zależność ta została zauważona przez astronoma Si-
mona Newcomba w 1881 roku, kiedy przypadkowo spostrzegł nie-
równomierne zużycie tablic logarytmicznych w bibliotece.

W 1938 ponownie zostało odkryte przez fizyka Franka Benforda przy
analizie sporej ilości danych statystycznych.
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Przykład obliczeń

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
1 0,000 0,041 0,079 0,114 0,146 0,176 0,204 0,230 0,255 0,279
2 0,301 0,322 0,342 0,362 0,380 0,398 0,415 0,431 0,447 0,462
3 0,477 0,491 0,505 0,519 0,531 0,544 0,556 0,568 0,580 0,591
4 0,602 0,613 0,623 0,633 0,643 0,653 0,663 0,672 0,681 0,690
5 0,699 0,708 0,716 0,724 0,732 0,740 0,748 0,756 0,763 0,771
6 0,778 0,785 0,792 0,799 0,806 0,813 0,820 0,826 0,833 0,839
7 0,845 0,851 0,857 0,863 0,869 0,875 0,881 0,886 0,892 0,898
8 0,903 0,908 0,914 0,919 0,924 0,929 0,934 0,940 0,944 0,949
9 0,954 0,959 0,964 0,968 0,973 0,978 0,982 0,987 0,991 0,996

log10 log10 6767 = log10(67 log10 67) = log10 67 + log10 log10 67 ≈ 1.826 + 0.261 = 2.087

log10 6767 ≈ 102.087 = 102 · 100.087 ≈ 100 · 1.24 = 124

6767 ≈ 10124

6767 ≈ 2.22337 · 10122 w WolframAlpha
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Sformułowanie prawa Benforda

Rozkład Benforda (albo Newcomba–Benforda) to rozkład dyskretny,
w którym prawdopodobieństwa wystąpienia liczb n ∈ {1, 2, . . . , 9}
wynosi

P(X = n) = pn = log10

(
1 +

1
n

)
= log10(n + 1)− log10(n).

Przybliżone wartości opisuje tabela

n pn
1 0,301029996
2 0,176091259
3 0,124938737
4 0,096910013
5 0,079181246
6 0,066946790
7 0,057991947
8 0,051152522
9 0,045757491

Prawdopodobieństwa z rozkładu Benforda pojawiają się w naturalny sposób kiedy analizujemy
pierwszą cyfrę liczb. Zasadniczymi założeniami, przy których faktycznie mamy do czynienia z takim
rozkładem jest

1 w miarę ciągły rozkład prawdopodobieństwa;
2 zbiór przyjmowanych wartości obejmuje kilka rzędów wielkości.
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Rozkład Benforda można uzyskać bezpośrednio z rozkładu ciągłego
(dalej będziemy go nazywać ciągłym rozkładem Benforda) o gęstości

fY (t) =

{
1

t ln 10 dla t ∈ [1, 10],
0 w p.p.

Prawdopodobieństwo tego, że wartości Y znajdą się w przedziale
[a, b] dostajemy całkując gęstość:

P(Y ∈ [a, b]) =

∫ b

a

fY (t) dt = log10 b − log10 a.

x

y

a b

Liczby z rozkładu Benforda to
część całkowita z wylosowanej
wartości z rozkładu ciągłego.

To znaczy, że prawdopodo-
bieństwo uzyskania w rozkładzie
Benforda liczby n jest dokład-
nie prawdopodobieństwem, że
w ciągłym rozkładzie Benforda
wylosujemy liczbę z przedziału
[n, n + 1].

x

y

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1
ln 10

0

p1p2
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0

p1p2
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Sprawdzenie dla pewnych rozkładów

Za pomocą arkusza kalkulacyjnego możemy sprawdzić, czy i w jakim stopniu popularne
rozkłady prawdopodobieństwa dają rozkład zbliżony do rozkładu Benforda.
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Prawa skalowania i potęgowania

Definicja
Każdą liczbę dodatnią x można zapisać w postaci x = m · 10c , gdzie c ∈ Z zaś m ∈ [1, 10).
Wielkość m = m(x) nazywamy mantysą x .

Prawem niezmienniczości skalowania mantysy ze stałą k > 0 będziemy nazywać następującą
własność rozkładu Z :
Jeśli I = [a, b] ⊂ [1, 10] to prawdopodobieństwo P(m(Z ) ∈ I ) = P(m(kZ ) ∈ I ).

Prawem niezmienniczości skalowania potęgowania z wykładnikiem p ∈ N+ nazwiemy
następującą własność rozkładu Z :
Jeśli I = [a, b] ⊂ [1, 10], to prawdopodobieństwo P(m(Z ) ∈ I ) = P(m(Zp) ∈ I ).
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Lemat
Ciągły rozkład Benforda ma własność niezmienniczości skalowania z dowolną stałą dodatnią
i potęgowania z dowolnym wykładnikiem.

Dla skalowania możemy założyć, że 1 < k < 10.
Pokażemy najtrudniejszy przypadek, gdy a < k < b. Wtedy

P(m(kY ) ∈ I ) = P(kY ∈ [a, b] ∪ [10a, 10b]) = P(Y ∈
[
1, b

k

]
∪
[ 10a

k , 10
]
)

= log10
b
k − log10 1 + log10 10− log10

10a
k = log10 b − log10 a = P(Y ∈ I ).

Pokażemy prawo potęgowania dla p = 2.

P(m(Y 2) ∈ I ) = P(Y 2 ∈ [a, b] ∪ [10a, 10b]) = P(Y ∈
[√

a,
√
b
]
∪
[√

10a,
√

10b
]
)

= log10

√
b − log10

√
a+ log10

√
10b − log10

√
10a = log10 b − log10 a = P(Y ∈ I ).

Co więcej, ciągły rozkład Benforda jest niezmienniczy przy odwracaniu (P(10/Y ∈ I ) = P(Y ∈ I )) oraz
mnożeniu rozkładów niezależnych (P(m(Y1Y2) ∈ I ) = P(Y ∈ I )).
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Czy własność niezmienniczości przy skalowaniu wystarcza?

Pytanie
Czy założenie, że rozkład ma własność niezmienniczości już implikuje jakiś związek
z rozkładem Benforda?
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Logarytmy są wszędzie

1 System zapisu pozycyjnego liczb w swej istocie jest wykładniczy (odwrotność
logarytmicznego), co jest źródłem rozkładu Benforda.

2 Postrzeganie wartości monetarnych (bardziej ogólnie: liczbowych) opisywane jest skalą
logarytmiczną.

3 Postrzeganie wysokości dźwięku w zależności od częstotliwości jest logarytmiczne.
4 Skala natężenia dźwięku w decybelach jest logarytmiczna.
5 Wrażliwość oka ludzkiego na światło jest logarytmiczna (w konsekwencji na przykład tak

samo jest ze skalą jasności gwiazdowych).
6 Wydaje się, że podobnie jest z innymi zmysłami ludzkimi.
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