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Stare zadanie

Problem

Znalezé wszystkie takie funkcje ciggle f : R™ — R™, ze pole powierzchni pod wykresem f
na przedziale [x, 2x| nie zalezy od x, i podobnie dla przedziatéw [x, 3x].
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Rozwiazanie

Pierwsze zalozenie oznacza, ze fxzx f(s) ds = const, wiec & ffx f(s)ds =2f(2x) — f(x) =0

<= 2xf(2x) = xf(x); podobnie pokazuje sie¢, ze 3xf(3x) = xf(x).
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Rozwiazanie

Pierwsze zalozenie oznacza, ze ffx f(s) ds = const, wiec & fxzx f(s)ds =2f(2x) — f(x) =0
<= 2xf(2x) = xf(x); podobnie pokazuje sie¢, ze 3xf(3x) = xf(x).
Niech g(x) = 2¥f(2¥). Widac, ze dla dowolnego x

g(x +1) = 2FLF(2XF) = 2. 2XF(2. 2¥) = 2XF(2¥) = g(x).
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Rozwiazanie

Pierwsze zalozenie oznacza, ze ffx f(s) ds = const, wiec & fxzx f(s)ds =2f(2x) — f(x) =0

<= 2xf(2x) = xf(x); podobnie pokazuje sie¢, ze 3xf(3x) = xf(x).
Niech g(x) = 2¥f(2¥). Widac, ze dla dowolnego x

g(x +1) = 2FLF(2XF) = 2. 2XF(2. 2¥) = 2XF(2¥) = g(x).

Podobnie

g(x + logy 3) = 2xFlo8=3£(2x0823) = 3. 2%£(3 . 2¥) = g(x).
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Rozwiazanie

Pierwsze zalozenie oznacza, ze ffx f(s) ds = const, wiec & fxzx f(s)ds =2f(2x) — f(x) =0
<= 2xf(2x) = xf(x); podobnie pokazuje sie¢, ze 3xf(3x) = xf(x).
Niech g(x) = 2¥f(2¥). Widac, ze dla dowolnego x

g(x +1) = 2FH(2H) = 2. 2F(2- 2¢) = 2¥F(2%) = g(x).
Podobnie
g(x + log, 3) = 2xTog23£(2xFlog23) — 3. 2%f(3. 2¥) = g(x).

Otrzymalismy wiec ciagla funkcje g z dwoma niewspéimiernymi okresami: 1 oraz log, 3, a wiec g musi
by¢ stata na R. To znaczy, ze musi byc¢

¢

) = (o) = 80820 _ €
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Rozwiazanie

Pierwsze zalozenie oznacza, ze ffx f(s) ds = const, wiec & fxzx f(s)ds =2f(2x) — f(x) =0
<= 2xf(2x) = xf(x); podobnie pokazuje sie¢, ze 3xf(3x) = xf(x).
Niech g(x) = 2¥f(2¥). Widac, ze dla dowolnego x

g(x +1) = 2FLF(2XF) = 2. 2XF(2. 2¥) = 2XF(2¥) = g(x).

Podobnie
g(x + log, 3) = 2xTog23£(2xFlog23) — 3. 2%f(3. 2¥) = g(x).

Otrzymalismy wiec ciagla funkcje g z dwoma niewspéimiernymi okresami: 1 oraz log, 3, a wiec g musi
by¢ stata na R. To znaczy, ze musi byc¢

f(x) = room) = £1820) _ €

X X

Proste sprawdzenie pokazuje, ze takie funkcje istotnie speltniaja zatozenia. O
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Rilka danych statystycznych. Historia.

Prawo Benforda dotyczy czesto$ci wystepowania poszczeg6lnych
cyfr na pierwszej pozycji dziesietnej danych liczbowych.
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Rilka danych statystycznych. Historia.

Prawo Benforda dotyczy czesto$ci wystepowania poszczeg6lnych
cyfr na pierwszej pozycji dziesietnej danych liczbowych.

Po raz pierwszy zaleznosc¢ ta zostata zauwazona przez astronoma Si-
mona Newcomba w 1881 roku, kiedy przypadkowo spostrzeg! nie-
rownomierne zuzycie tablic logarytmicznych w bibliotece.
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Rilka danych statystycznych. Historia.

Prawo Benforda dotyczy czesto$ci wystepowania poszczeg6lnych
cyfr na pierwszej pozycji dziesietnej danych liczbowych.

Po raz pierwszy zaleznosc¢ ta zostata zauwazona przez astronoma Si-
mona Newcomba w 1881 roku, kiedy przypadkowo spostrzeg! nie-
rownomierne zuzycie tablic logarytmicznych w bibliotece.

W 1938 ponownie zostalo odkryte przez fizyka Franka Benforda przy
analizie sporej ilosci danych statystycznych.
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Rilka danych statystycznych. Historia.

Prawo Benforda dotyczy czesto$ci wystepowania poszczeg6lnych
cyfr na pierwszej pozycji dziesietnej danych liczbowych.

TABLICE LOGARYTMICZNE

Po raz pierwszy zaleznosc¢ ta zostata zauwazona przez astronoma Si- PIECIOCYIROWE

360°

mona Newcomba w 1881 roku, kiedy przypadkowo spostrzeg! nie- 5

rownomierne zuzycie tablic logarytmicznych w bibliotece.

W 1938 ponownie zostalo odkryte przez fizyka Franka Benforda przy
analizie sporej ilosci danych statystycznych.
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Przyktad obliczen

Leszek Pieniazek

O rozktadzie Newcomba—Benforda i logarytmach

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
1 0,000 0,041 0,079 0,114 0,146 0,176 0,204 0,230 0,255 0,279
2 0,301 0,322 0,342 0,362 0,380 0,398 0,415 0,431 0,447 0,462
3 0,477 0,491 0,505 0,519 0,531 0,544 0,556 0,568 0,580 0,591
4 0,602 0,613 0,623 0,633 0,643 0,653 0,663 0,672 0,681 0,690
5 0,699 0,708 0,716 0,724 0,732 0,740 0,748 0,756 0,763 0,771
6 0,778 0,785 0,792 0,799 0,806 0,813 0,820 0,826 0,833 0,839
7 0,845 0,851 0,857 0,863 0,869 0,875 0,881 0,886 0,892 0,898
8 0,903 0,908 0,914 0,919 0,924 0,929 0,934 0,940 0,944 0,949
9 0,954 0,959 0,964 0,968 0,973 0,978 0,982 0,987 0,991 0,996
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https://www.wolframalpha.com/input?i=67%5E67

Przyktad obliczen

‘ 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
1 0,000 0,041 0,079 0,114 0,146 0,176 0,204 0,230 0,255 0,279
2 0,301 0,322 0,342 0,362 0,380 0,398 0,415 0,431 0,447 0,462
3 0,477 0,491 0,505 0,519 0,531 0,544 0,556 0,568 0,580 0,591
4 0,602 0,613 0,623 0,633 0,643 0,653 0,663 0,672 0,681 0,690
5 0,699 0,708 0,716 0,724 0,732 0,740 0,748 0,756 0,763 0,771
6 0,778 0,785 0,792 0,799 0,806 0,813 0,820 0,826 0,833 0,839
7 0,845 0,851 0,857 0,863 0,869 0,875 0,881 0,886 0,892 0,898
8 0,903 0,908 0,914 0,919 0,924 0,929 0,934 0,940 0,944 0,949
9 0,954 0,959 0,964 0,968 0,973 0,978 0,982 0,987 0,991 0,996

logyg log1067%7 = log;((67 logyo 67) = logyq 67 + logyo logyg 67 ~ 1.826 + 0.261 = 2.087
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O rozktadzie Newcomba—Benforda i logarytmach
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https://www.wolframalpha.com/input?i=67%5E67

Przyktad obliczen

logyg log1067%7 = log;((67 logyo 67) = logyq 67 + logyo logyg 67 ~ 1.826 + 0.261 = 2.087

Leszek Pieniazek

log 10 67%7 ~ 102987 = 102 . 10°%7 ~ 100 - 1.24 = 124

O rozktadzie Newcomba—Benforda i logarytmach

‘ 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
1 0,000 0,041 0,079 0,114 0,146 0,176 0,204 0,230 0,255 0,279
2 0,301 0,322 0,342 0,362 0,380 0,398 0,415 0,431 0,447 0,462
3 0,477 0,491 0,505 0,519 0,531 0,544 0,556 0,568 0,580 0,591
4 0,602 0,613 0,623 0,633 0,643 0,653 0,663 0,672 0,681 0,690
5 0,699 0,708 0,716 0,724 0,732 0,740 0,748 0,756 0,763 0,771
6 0,778 0,785 0,792 0,799 0,806 0,813 0,820 0,826 0,833 0,839
7 0,845 0,851 0,857 0,863 0,869 0,875 0,881 0,886 0,892 0,898
8 0,903 0,908 0,914 0,919 0,924 0,929 0,934 0,940 0,944 0,949
9 0,954 0,959 0,964 0,968 0,973 0,978 0,982 0,987 0,991 0,996
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Przyktad obliczen

logyg log1067%7 = log;((67 logyo 67) = logyq 67 + logyo logyg 67 ~ 1.826 + 0.261 = 2.087

Leszek Pieniazek

log 10 67%7 ~ 102987 = 102 . 10°%7 ~ 100 - 1.24 = 124

O rozktadzie Newcomba—Benforda i logarytmach

67%7 ~ 10"

‘ 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
1 0,000 0,041 0,079 0,114 0,146 0,176 0,204 0,230 0,255 0,279
2 0,301 0,322 0,342 0,362 0,380 0,398 0,415 0,431 0,447 0,462
3 0,477 0,491 0,505 0,519 0,531 0,544 0,556 0,568 0,580 0,591
4 0,602 0,613 0,623 0,633 0,643 0,653 0,663 0,672 0,681 0,690
5 0,699 0,708 0,716 0,724 0,732 0,740 0,748 0,756 0,763 0,771
6 0,778 0,785 0,792 0,799 0,806 0,813 0,820 0,826 0,833 0,839
7 0,845 0,851 0,857 0,863 0,869 0,875 0,881 0,886 0,892 0,898
8 0,903 0,908 0,914 0,919 0,924 0,929 0,934 0,940 0,944 0,949
9 0,954 0,959 0,964 0,968 0,973 0,978 0,982 0,987 0,991 0,996
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Przyktad obliczen

‘ 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
1 0,000 0,041 0,079 0,114 0,146 0,176 0,204 0,230 0,255 0,279
2 0,301 0,322 0,342 0,362 0,380 0,398 0,415 0,431 0,447 0,462
3 0,477 0,491 0,505 0,519 0,531 0,544 0,556 0,568 0,580 0,591
4 0,602 0,613 0,623 0,633 0,643 0,653 0,663 0,672 0,681 0,690
5 0,699 0,708 0,716 0,724 0,732 0,740 0,748 0,756 0,763 0,771
6 0,778 0,785 0,792 0,799 0,806 0,813 0,820 0,826 0,833 0,839
7 0,845 0,851 0,857 0,863 0,869 0,875 0,881 0,886 0,892 0,898
8 0,903 0,908 0,914 0,919 0,924 0,929 0,934 0,940 0,944 0,949
9 0,954 0,959 0,964 0,968 0,973 0,978 0,982 0,987 0,991 0,996

logyg log1067%7 = log;((67 logyo 67) = logyq 67 + logyo logyg 67 ~ 1.826 + 0.261 = 2.087

67°7 ~ 2.22337 - 10122 w WolframAlpha

Leszek Pieniazek

log 10 67%7 ~ 102987 = 102 . 10°%7 ~ 100 - 1.24 = 124

O rozktadzie Newcomba—Benforda i logarytmach

67%7 ~ 10"
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Sformutowanie prawa Benforda

Rozktad Benforda (albo Newcomba-Benforda) to rozktad dyskretny,
w ktérym prawdopodobienstwa wystapienia liczb n € {1,2,...,9}
wynosi

1
PX = 1) = py = logso (14 1) = logo(n-+ 1) = logio(n)

Przyblizone wartosci opisuje tabela

Leszek Pieniazek O rozktadzie Newcomba—Benforda i logarytmach

Pn

O 0 1O Ol Wi~

0,301029996
0,176091259
0,124938737
0,096910013
0,079181246
0,066946790
0,057991947
0,051152522
0,045757491
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Sformutowanie prawa Benforda

Rozktad Benforda (albo Newcomba-Benforda) to rozktad dyskretny, n Pn
w ktérym prawdopodobienstwa wystapienia liczb n € {1,2,...,9} 1| 0,301029996
wynosi 2 | 0,176091259
3 | 0,124938737
1 4 1 0,096910013
P(X - n) = Pn = |°g10 (1 + n) - |Og10(n + 1) - |Og10(n). 5 | 0,079181246
6 | 0,066946790
Przyblizone wartoéci opisuje tabela 7 | 0,057991947
8 | 0,051152522
9 | 0,045757491

Prawdopodobienstwa z rozktadu Benforda pojawiaja si¢ w naturalny sposéb kiedy analizujemy
pierwsza cyfre liczb.
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Sformutowanie prawa Benforda

Rozktad Benforda (albo Newcomba-Benforda) to rozktad dyskretny, n Pn
w ktérym prawdopodobienstwa wystapienia liczb n € {1,2,...,9} 1| 0,301029996
wynosi 2 | 0,176091259
3 | 0,124938737
1 4 1 0,096910013
P(X - n) = Pn = |°g10 (1 + n) - |Og10(n + 1) - |Og10(n). 5 | 0,079181246
6 | 0,066946790
Przyblizone wartoéci opisuje tabela 7 | 0,057991947
8 | 0,051152522
9 | 0,045757491

Prawdopodobienstwa z rozktadu Benforda pojawiaja si¢ w naturalny sposéb kiedy analizujemy
pierwsza cyfre liczb. Zasadniczymi zatozeniami, przy ktérych faktycznie mamy do czynienia z takim
rozktadem jest

@ w miare ciagty rozklad prawdopodobienistwa;
@ zbiér przyjmowanych wartosci obejmuje kilka rzed6w wielkosci.
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Rozklad Benforda mozna uzyskac bezposrednio z rozkladu ciagtego
(dalej bedziemy go nazywacd ciaghym rozkladem Benforda) o gestosci

1
fo(t) = { DO dla t € [1,10],
0 w p.p-

Leszek Pieniazek O rozktadzie Newcomba—Benforda i logarytmach
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Rozklad Benforda mozna uzyskac bezposrednio z rozkladu ciagtego
(dalej bedziemy go nazywacd ciaghym rozkladem Benforda) o gestosci

_1
fy(t) = { 0 dla t € [1,10],
0 w p.p-

Prawdopodobienstwo tego, ze wartoéci Y znajda sie w przedziale
[a, b] dostajemy catkujac gestosé:

b
P(Y €[, b]):/ iy (£) dt = logyo b — logyg a.

y

X
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Rozklad Benforda mozna uzyskac bezposrednio z rozkladu ciagtego
(dalej bedziemy go nazywacd ciaghym rozkladem Benforda) o gestosci

fy(t) = {0

_1
tin 10

dla t € [1,10],
w p.p.

Prawdopodobienstwo tego, ze wartoéci Y znajda sie w przedziale

[a, b] dostajemy catkujac gestosé:

b
P(Y €[, b]):/ iy (£) dt = logyo b — logyg a.

y

X

Leszek Pieniazek

O rozktadzie Newcomba—Benforda i logarytmach

Liczby z rozkladu Benforda to
czeé¢ calkowita z wylosowanej
wartosci z rozkladu ciaglego.

To znaczy, ze prawdopodo-
bienistwo uzyskania w rozkladzie
Benforda liczby n jest doklad-
nie prawdopodobiefistwem, ze
w ciaglym rozkladzie Benforda
wylosujemy liczbe z przedzialu
[n,n+1].

y
_1
In10
){ M X

0‘12345678910
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Sprawdzenie dla pewnych rozkladéow

Za pomoca arkusza kalkulacyjnego mozemy sprawdzi¢, czy i w jakim stopniu popularne
rozktady prawdopodobieristwa daja rozktad zblizony do rozktadu Benforda.
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Prawa skalowania i potegowania

Definicja

Kazda liczbe dodatnia x mozna zapisa¢ w postaci x = m - 10¢, gdzie ¢ € Z za$ m € [1, 10).
Wielko$¢ m = m(x) nazywamy mantysq x.
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Prawa skalowania i potegowania

Definicja

Razda liczbe dodatnia x mozna zapisaé¢ w postaci x = m - 10, gdzie ¢ € Z za$ m € [1, 10).
Wielko$¢ m = m(x) nazywamy mantysq x.

Prawem niezmienniczoéci skalowania mantysy ze stata k > 0 bedziemy nazywac nastepujaca
wlasnos¢ rozktadu Z:

Jesli | = [a, b] C [1,10] to prawdopodobieristwo P(m(Z) € 1) = P(m(kZ) € ).
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Prawa skalowania i potegowania

Definicja

Razda liczbe dodatnia x mozna zapisaé¢ w postaci x = m - 10, gdzie ¢ € Z za$ m € [1, 10).
Wielko$¢ m = m(x) nazywamy mantysq x.

Prawem niezmienniczoéci skalowania mantysy ze stata k > 0 bedziemy nazywac nastepujaca
wlasnos¢ rozktadu Z:
Jesli | = [a, b] C [1, 10] to prawdopodobieristwo P(m(Z) € 1) = P(m(kZ) € I).

Prawem niezmienniczoéci skalowania potegowania z wyktadnikiem p € N* nazwiemy
nastepujaca wlasnoéc rozkladu Z:

Jesli | = [a, b] C [1,10], to prawdopodobieristwo P(m(Z) € 1) = P(m(ZP) € I).
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Lemat

Ciqgly rozktad Benforda ma wtasnosé niezmienniczosci skalowania z dowolng statq dodatniq
i potecowania z dowolnym wyktadnikiem.

Leszek Pieniazek

O rozktadzie Newcomba—Benforda i logarytmach
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Lemat

Ciggly rozktad Benforda ma wtasnosc niezmienniczosci skalowania z dowolnq statq dodatniq
i potecowania z dowolnym wyktadnikiem.

Dla skalowania mozemy zalozyc, ze 1 < k < 10.
Pokazemy najtrudniejszy przypadek, gdy a < k < b. Wtedy

P(m(kY) € 1) = P(kY € [a, b] U [10a,10b]) = P(Y € [1, 2] U [122,10])
= logyg 2 — logy 1 + logyo 10 — logyq 122 = log,q b — logyga = P(Y € I).
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Lemat

Ciggly rozktad Benforda ma wtasnosc niezmienniczosci skalowania z dowolnq statq dodatniq
i potecowania z dowolnym wyktadnikiem.

Dla skalowania mozemy zalozy¢, ze 1 < k < 10.
Pokazemy najtrudniejszy przypadek, gdy a < k < b. Wtedy

P(m(kY) € 1) = P(kY € [a, b] U [10a,10b]) = P(Y € [1, 2] U [122,10])
= logyg 2 — logy 1 + logyo 10 — logyq 122 = log,q b — logyga = P(Y € I).

Pokazemy prawo potegowania dla p = 2.

P(m(Y?) € 1) = P(Y? € [a, b] U[10a,108]) = P(Y € [\/5, ﬁ} U [\/@ \/107})
= log;o Vb — logy v/a + log1o V10b — log;o v/10a = log; b — logiga = P(Y € /).
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Lemat

Ciggly rozktad Benforda ma wtasnosc niezmienniczosci skalowania z dowolnq statq dodatniq
i potecowania z dowolnym wyktadnikiem.

Dla skalowania mozemy zalozy¢, ze 1 < k < 10.
Pokazemy najtrudniejszy przypadek, gdy a < k < b. Wtedy

P(m(kY) € 1) = P(kY € [a, b] U [10a,10b]) = P(Y € [1, 2] U [122,10])
= logyg 2 — logy 1 + logyo 10 — logyq 122 = log,q b — logyga = P(Y € I).

Pokazemy prawo potegowania dla p = 2.

P(m(Y?) € 1) = P(Y? € [a, b] U[10a,108]) = P(Y € [\/5, ﬁ} U [\/@ \/107})
= log;o Vb — logy v/a + log1o V10b — log;o v/10a = log; b — logiga = P(Y € /).

Co wiecej, ciagly rozktad Benforda jest niezmienniczy przy odwracaniu (P(10/Y € 1) = P(Y € I)) oraz
mnozeniu rozkladéw niezaleznych (P(m(Y1Y2) € 1) = P(Y € 1)).
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Czy wlasno$¢ niezmienniczosci przy skalowaniu wystarcza?

Pytanie

z rozktadem Benforda?

Czy zatozenie, ze rozktad ma wtasnos¢ niezmienniczosci juz implikuje jakis zwiqzek

Leszek Pieniazek

O rozktadzie Newcomba—Benforda i logarytmach

26 sierpnia 2024 11/12



Logarytmy sa wszedzie

@ System zapisu pozycyjnego liczb w swej istocie jest wyktadniczy (odwrotnosé
logarytmicznego), co jest Zrédtem rozktadu Benforda.
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@ System zapisu pozycyjnego liczb w swej istocie jest wyktadniczy (odwrotnosé
logarytmicznego), co jest Zrédtem rozktadu Benforda.

@ Postrzeganie wartosci monetarnych (bardziej ogélnie: liczbowych) opisywane jest skala
logarytmiczna.
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Logarytmy sa wszedzie

@ System zapisu pozycyjnego liczb w swej istocie jest wyktadniczy (odwrotnosé
logarytmicznego), co jest Zrédtem rozktadu Benforda.

@ Postrzeganie wartosci monetarnych (bardziej ogélnie: liczbowych) opisywane jest skala
logarytmiczna.
@ Postrzeganie wysokosci dZzwieku w zaleznoéci od czestotliwosci jest logarytmiczne.

@ Skala natezenia dZzwieku w decybelach jest logarytmiczna.
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Logarytmy sa wszedzie

®

System zapisu pozycyjnego liczb w swej istocie jest wykltadniczy (odwrotnosé
logarytmicznego), co jest Zrédtem rozktadu Benforda.

Postrzeganie warto$ci monetarnych (bardziej ogélnie: liczbowych) opisywane jest skala
logarytmiczna.

Postrzeganie wysokoéci dZzwieku w zaleznosci od czestotliwosci jest logarytmiczne.
Skala natezenia dZzwieku w decybelach jest logarytmiczna.

Wrazliwos¢ oka ludzkiego na Swiatlo jest logarytmiczna (w konsekwencji na przyklad tak
samo jest ze skala jasnosci gwiazdowych).
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Logarytmy sa wszedzie

@ System zapisu pozycyjnego liczb w swej istocie jest wyktadniczy (odwrotnosé
logarytmicznego), co jest Zrédtem rozktadu Benforda.

@ Postrzeganie wartosci monetarnych (bardziej ogélnie: liczbowych) opisywane jest skala
logarytmiczna.

@ Postrzeganie wysokosci dZzwieku w zaleznoéci od czestotliwosci jest logarytmiczne.

@ Skala natezenia dZzwigku w decybelach jest logarytmiczna.

® Wrazliwosc oka ludzkiego na Swiatlo jest logarytmiczna (w konsekwencji na przyklad tak
samo jest ze skala jasnosci gwiazdowych).

® Woydaje sie, ze podobnie jest z innymi zmystami ludzkimi.
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