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Definicja
Dziedzing fundamentalna dla grupy G : R2 — R2 nazywamy zbiér D C R2
taki, ze

C Vgl,g2€G (gl #+o = aDNgD = @),

® Vi y)er? I (xo0)en Jeec (x,¥) = &(x0, y0)-
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— My dodatkowo chcemy, aby G zachowywata odlegtosci, tzn.

vA,BE]RQ Vgeg d(gA,gB) = d(A7 B)
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taki, ze

C Vg17g2€G (gl #+o = aDNgD = @),

® Vi y)er? I (xo0)en Jeec (x,¥) = &(x0, y0)-

— My dodatkowo chcemy, aby G zachowywata odlegtosci, tzn.

vA,BE]RQ Vgeg d(gA,gB) = d(A, B)

Na ptaszczyznie taka grupa G sktada sie tylko ze ztozen:

translacji, obrotéw i odbi¢ symetrycznych.
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Origami na ptaszczyznie

Zrédto: Diana Krawczyiiska, “O pewnej klasie regularnych parkietazy z dwoma rodzajami ptytek”. Wroctaw 2019. (Praca mgr.)
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Mozaiki hiperboliczne

Zrédto: https://mcescher.com/gallery/symmetry/
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Odlegtos¢ na ptaszczyznie hiperbolicznej
H ptaszczyzna hiperboliczna

du(A, B) £ dtugosé linii geodezyjnej faczacej punkty A, B € H

Linie geodezyjne na H:
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Odlegtos$¢ na ptaszczyznie hiperboliczne;

di(A, B) £ dtugoséc linii geodezyjnej faczacej
punkty A = x4 + iya, B = xg + iys
1 b o/
_ / PR L G 1)
o Im(z) a Im(o(t))

(tutaj o : [ya,yB] — [A, B], o(t) = xa + it)
¥B 1

=/ —dt =In(yg) —In(ya)
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Cel: uzy¢ wielokatéow wypuktych do pokrycia ptaszczyzny hiperbolicznej H.

— Boki wielokata wypuktego sa liniami geodezyjnymi.
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Cel: uzy¢ wielokatéow wypuktych do pokrycia ptaszczyzny hiperbolicznej H.
— Boki wielokata wypuktego sa liniami geodezyjnymi.
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Kiedy dany wielokat wypukty jest dziedzing fundamentalng dla jakiej$
grupy G : H — H?
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Cel: uzy¢ wielokatéow wypuktych do pokrycia ptaszczyzny hiperbolicznej H.
— Boki wielokata wypuktego sa liniami geodezyjnymi.

L
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Kiedy dany wielokat wypukty jest dziedzing fundamentalng dla jakiej$
grupy G : H — H?
Jak znalez¢ taka grupe, gdy mamy kandydata na taki wielokat?
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Grupa izometrii H

Jest nia

sm(ma)—((é i)(g aﬂ)(‘;ﬁfs _C;isnaa>:aeR\{O},ae[O,27r)).
——

translacje dylatacje obroty wokét i

Dla g = <2 Z) € SLy(R), z = x + iy € H definiujemy

g:H — H, (i 3>z:(az+b)(cz+d)_1.
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——

translacje dylatacje obroty wokét i

Dla g = <2 Z) € SLy(R), z = x + iy € H definiujemy
a b _1
g H—H, c d z=(az+ b)(cz+d)".

’ ((1) 1>Z—(1'Z+1)(0-z+1)1—z+1—x+1+iy
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translacje dylatacje obroty wokét i
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a b _1
g H—H, c d z=(az+ b)(cz+d)".

’ ((1) 1>Z—(1'Z+1)(0-z+1)1—z+1—x+1+iy

(3 8)ematey - e ity
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. 11 0 -1
Niech I = (T = (0 1) , S = <1 0 )) = SLy(Z). Poszukamy

dziedziny fundamentalnej D dla I zawierajacej punkt p = 2J.
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. 11 0 -1
Niech I = (T = (0 1) , S = <1 0 )) = SLy(Z). Poszukamy

dziedziny fundamentalnej D dla I zawierajacej punkt p = 2J.
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Otrzymaliémy wielokat Dirichleta w punkcie p = 2i:

2i

sTS | ST sT'|sT's!

-1 0 1

Zrédto: J. Costa, L. Salamatian, A. Ferreira Costa, “Visualising modular forms”.
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Escher: circle limit 1V

Zrédto: https:

//web.colby.edu/thegeometricviewpoint/2016/12/21/tessellations-of-the-hyperbolic-plane-and-m-c-escher/

Jak Escher to narysowat?

Zobacz: Bill Casselman, “How did Escher do it?”, AMS Feature Column,
https://www.ams.org/publicoutreach /feature-column /fcarc-circle-limit
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Zrédto: Charles Walkden, “Hyperbolic geometry” (skrypt wyktadu).

Animacja Jos Leys, od oémiokata do powierzchni 3-wymiarowe;j:


https://www.youtube.com/watch?v=G1yyfPShgqw

Ogodlne konstrukcje: wielokat Dirichleta

Zatozenia:
o [ C SLy(R): grupa dyskretna, V¥, weu3yer w = vz
e pcH: yp# pdlavyel\{id}

Obszarem Dirichleta w punkcie p nazywamy zbidr
D(p) = {z € H :V,erfiay du(z, p) < du(z,7p)}
= ﬂ ptaszczyzna($rodkowa [p,vp])
~el\{id}

Jesli pole D(p) jest skonczone, to D(p) jest wielokatem wypuktym.

y=g"
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Ogodlne konstrukcje: twierdzenie Poincaré

Cel: konstrukcja powierzchni z g “dziurami” i r “ostrymi punktami"”.

© kreslimy n-kat foremny dla n=4g +r
w(n—2)

(o kacie wewnetrznym o < =55

@ dodajemy r punktéw (tak by ich katy wew. «; dzielity 27)
rzif /_/0\» ,H., !71.1‘1

/ /
|
vaa, \“‘ U2
“ r — —
\‘ e Rysunek dla g =2, r = 4.
\(..
Ug 1/\\ ’>'\1'; Zrédto:
) _\:/'— wy Charles Walkden, “Hyperbolic geometry” (skrypt wyktadu).
U1 4 \ 4‘/./u:1 U4
— S
U1,3 \L‘/ V11
1,2

Q jesli2g —24+ >0, (1—-5%) >0,
to otrzymamy szukang powierzchnie.
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