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Twierdzenie o czterech kolorach (Appel, Haken, 1977). Każdy graf planarny da 
się pokolorować poprawnie używając co najwyżej czterech kolorów.
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Zadanie: Wykazać, bez użycia twierdzenia o czterech kolorach, że 
każdy taki graf da się pokolorować poprawnie czterema kolorami.
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Twierdzenie (Alon, Tarsi, 1996): Jeżeli wielomian grafu PG ma 
nieznikający jednomian o wszystkich stopniach zmiennych co najwyżej k, 
to G ma poprawne (k+1)-kolorowanie.
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Pytanie: To ile kolorów potrzeba, żeby wystarczyło?

𝜒(G) = 3

 Gracze: Jacek i Placek

Ustalone kolory, np.                       

Ruch: pokolorownie (poprawne) dowolnego 
wierzchołka
Cele: Jacek - pokolorowanie całego grafu,
        Placek - udaremnienie zamiaru Jacka

 

𝜒g(G) = rozgrywana liczba chromatyczna grafu G

Cztery kolory nie wystarczą!!!



Geneza gry w kolorowanie grafu
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“My own original interest was that if one could establish some maximum number m and show 
that the game itself was responsible for exactly m − 4 colors, then that would be an indirect 
proof that 4 colors suffice without the game.”

Steven J. Brams 
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“My own original interest was that if one could establish some maximum number m and show 
that the game itself was responsible for exactly m − 4 colors, then that would be an indirect 
proof that 4 colors suffice without the game.”

“I certainly was not thinking about any applications of the problem to politics.” 
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Pytanie: Jaka jest maksymalna wartość 𝝌g(G) dla grafów 
planarnych? Czy jest ona skończona?

(High, 1981) 𝜒g(G) = 7

(Kierstead, Trotter, 1994) 𝜒g(G) = 8 (obecny rekord!)
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Pytanie: Który to Jacek, a który Placek?



Co można zrobić dwoma kolorami?



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.

 



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.

  



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.

  

Twierdzenie (Grytczuk, 2002): Można tak pokolorować płaszczyznę, że żadne dwa dyski 
topologiczne nie będą podobnie pokolorowane.



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.

  

“Dowód tego twierdzenia jest łatwy, jego wartość leży więc raczej 
w tym, że w ogóle coś takiego mogło komuś przyjść do głowy.”

Twierdzenie (Grytczuk, 2002): Można tak pokolorować płaszczyznę, że żadne dwa dyski 
topologiczne nie będą podobnie pokolorowane.



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.

  

Twierdzenie (Lovász, 1966): Można tak pokolorować każdy graf skończony, że każdy 
wierzchołek będzie szczęśliwy.

“Dowód tego twierdzenia jest łatwy, jego wartość leży więc raczej 
w tym, że w ogóle coś takiego mogło komuś przyjść do głowy.”

Twierdzenie (Grytczuk, 2002): Można tak pokolorować płaszczyznę, że żadne dwa dyski 
topologiczne nie będą podobnie pokolorowane.



Twierdzenie (Thue, 1906): Można tak pokolorować liczby naturalne, że żadne dwa 
przecinające się przedziały nie będą wyglądały tak samo.

  

“Dowód tego twierdzenia jest łatwy, jego wartość leży więc raczej 
w tym, że w ogóle coś takiego mogło komuś przyjść do głowy.”

Twierdzenie (Lovász, 1966): Można tak pokolorować każdy graf skończony, że każdy 
wierzchołek będzie szczęśliwy.

Jarek GrytczukLaszlo Lovász Axel Thue

Twierdzenie (Grytczuk, 2002): Można tak pokolorować płaszczyznę, że żadne dwa dyski 
topologiczne nie będą podobnie pokolorowane.
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A co jak każdy miś lubi inne kolory?
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Grafy skierowane też można kolorować
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Pytanie: A może jednak wystarczą trzy kolory?
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Pytanie: Czy to pozostaje prawdą przy zmniejszeniu liczby ulubionych kolorów do trzech?



Misie lubią tylko liczby parzyste i pierwsze











Twierdzenie (Gallai, 1964): Każdy graf ma 
kolorowanie “poprawne modulo 2” przy użyciu 
tylko dwóch kolorów.

Tibor Gallai Sam Spiro

Pytanie: Czy dla każdej liczby pierwszej p istnieje taka stała K, że każdy graf ma kolorowanie 
“poprawne modulo p” przy użyciu nie więcej niż K kolorów?





Dziękuję

za

uwagę…


