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Twierdzenie Chevalley'a—Waringa.

CLAUDE CHEVALLEY = EDWARD WARING
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Twierdzenie Chevalley a—Warninga.

WARNING!

CLAUDE CHEVALLEY
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# zmiennych > # réwnan ,

to istnieje niezerowe rozwigzanie!

Twierdzenie (Chevalley—Warning)

Niech Py, ..., P, € Z[x1, ..., x| oraz
Z={t=(t1,...,tn) € (Z/p)" : Pi(t)=...=P(t)=0 (mod p)}

Jezelin > deg Py + ...+ deg P,, to p|#2Z.

Jezeli dodatkowo wielomiany P, ..., P, sa jednorodne, to Z ma element
rézny od (0,0,...,0).
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Geometryczne spojrzenie:
® zbiér Z jest rozmaitoscig algebraiczng,

e warunek deg P; + ...+ deg P, < n oznacza, ze
Z jest rozmaitoscig Fano!

Rozmaitosci Fano to jedna z podstawowych ,cegietek” w klasyfikacji
rozmaitosci algebraicznych. Intuicyjnie odpowiadajg one rozmaitosciom o
dodatniej krzywiznie.

Héléne Esnault, 2003:
kazda gtadka rzutowa rozmaito$¢ Fano nad F, ma punkt wymierny!
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Algebraiczne spojrzenie:
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Twierdzenie (Erdds, Ginzburg, Ziv, '61)

Jezeli a1, a2, ... € Z, to istnigje zbior | C {1,...,2n — 1} mocy n taki, ze

n| Za,-.

i€l

Dowdd dla n = p: korzystamy z twierdzenia CW dla wielomianéw:

._ p—1 p—1
Pl(Xl,...,szfl) = arxy +"'+32P*1X2p—1

_ -1 p—1
P2(X1,...,X2p_1).— X1 +"'+X2p—1
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Jezeli a1, ay, ... € Z, to istnieje zbior | C {1,...,2n — 1} mocy n taki, ze

n| Za,-.

i€l

Dowéd dla n= k- m:
® zatozenie indukcyjne dla k: h,..., hm—1 C{1,...,2n— 1}, parami
roztaczne, takie ze

KD a dlaj=1,...,2m—1.
icl;
® zatozenie indukcyjne dla m oraz liczb:
1
bj::EZa,-, dlaj=1,...,2m—-1

i€l;
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Zastosowanie nr 2: srodek ciezkosci.
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Zastosowania
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Twierdzenie

Dane jest 3 - p punktéw kratowych, ktdrych Srodkiem ciezkosci jest punkt
(0,0). Wowczas istnieje podzbiér p z nich, ktérego srodkiem ciezkosci jest
punkt kratowy.
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Twierdzenie

Dane jest 3 - p punktéw kratowych, ktdrych Srodkiem ciezkosci jest punkt
(0,0). Wowczas istnieje podzbiér p z nich, ktérego srodkiem ciezkosci jest
punkt kratowy.
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Zastosowania
00000e0000

Twierdzenie

Dane jest 3 - p punktow kratowych, ktérych srodkiem ciezkosci jest punkt
(0,0). Woweczas istnieje podzbiér p z nich, ktérego srodkiem ciezkosci jest
punkt kratowy.
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Dowdd

\ |
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Zastosowania 5d twierdzenia CW
00000e0000

Twierdzenie

Dane jest 3 - p punktow kratowych, ktérych srodkiem ciezkosci jest punkt
(0,0). Woweczas istnieje podzbiér p z nich, ktérego srodkiem ciezkosci jest
punkt kratowy.

\.

Dowéd
° Punkty: (31, bl), 000y (agp, b3p).

\
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Zastosowania 5d twierdzenia CW
00000e0000

Twierdzenie

Dane jest 3 - p punktow kratowych, ktérych srodkiem ciezkosci jest punkt
(0,0). Woweczas istnieje podzbiér p z nich, ktérego srodkiem ciezkosci jest
punkt kratowy.

\.

Dowdd
L Punkty: (31, bl), 000y (agp, b3p).
® Twierdzenie CW dla:

1

. p— p—1
P = arxq aAF o oo AR a3p-1X3,_1,

. p—1 p—1
P2 = b1X1 + ...+ b3p_1X3p_1,

Pl p—1
P; = x +. X5,

\
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Hipoteza Kemnitza

Dowolny zbiér 4p — 3 punktéw kratowych ma podzbiér mocy p, ktérego
Srodek ciezkosci jest réwniez punktem kratowym.
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Hipoteza Kemnitza

Dowolny zbiér 4p — 3 punktéw kratowych ma podzbiér mocy p, ktérego
Srodek ciezkosci jest réwniez punktem kratowym.

® otwarta przez 20 lat,
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Hipoteza Kemnitza

Dowolny zbiér 4p — 3 punktéw kratowych ma podzbiér mocy p, ktérego
Srodek ciezkosci jest réwniez punktem kratowym.

® otwarta przez 20 lat,
® 2003: Reiher, — student, di Fiore — licealista.
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Zastosowania
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Hipoteza Kemnitza

Dowolny zbiér 4p — 3 punktéw kratowych ma podzbiér mocy p, ktérego
Srodek ciezkosci jest réwniez punktem kratowym.

® otwarta przez 20 lat,
® 2003: Reiher, — student, di Fiore — licealista.

Co dla (Z/n)¥, gdzie k > 27
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0000000800

Zastosowanie nr 3: grafy regularne.
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Zastosowania
0000000080

Graf k-regularny — z kazdego wierzchotka wychodzi k-krawedzi.
Przyktad — kK = 3:
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Zastosowania
0000000080

Graf k-regularny — z kazdego wierzchotka wychodzi k-krawedzi.
Przyktad — kK = 3:

Twierdzenie
Dowolny (2p — 1)-regularny graf ma spdjny p-regularny podgraf.
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Zastosowania t
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Twierdzenie

Dowolny (2p — 1)-regularny graf ma spdjny p-regularny podgraf.

Dowéd:
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Zastosowania t
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Twierdzenie

Dowolny (2p — 1)-regularny graf ma spdjny p-regularny podgraf.

Dowéd:

® krawedz vw € E ~~ zmienna Xy,
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Zastosowania 0 t
00000000 0e

Twierdzenie

Dowolny (2p — 1)-regularny graf ma spdjny p-regularny podgraf.

Dowdd:
® krawedz vw € E ~~ zmienna Xy,

e dla kazdego wierzchotka v € V rozpatrujemy wielomian:

P,(x) : Zx

w:vweE
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Zastosowania
00000000 0e

Twierdzenie

Dowolny (2p — 1)-regularny graf ma spdjny p-regularny podgraf.

Dowdd:
® krawedz vw € E ~~ zmienna Xy,

e dla kazdego wierzchotka v € V rozpatrujemy wielomian:

P,(x) := Z xP-1,

w:vweE

Przyktad: jak wyglada to dla grafu z poprzedniego slajdu? )
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Zastosowania

000000000

Twierdzenie

Dowolny (2p — 1)-regularny graf ma spdjny p-regularny podgraf.

Dowdd:
® krawedz vw € E ~~ zmienna Xy,

e dla kazdego wierzchotka v € V rozpatrujemy wielomian:

P,(x) := Z xP-1,

w:vweE

Przyktad: jak wyglada to dla grafu z poprzedniego slajdu?

Co dla n ztozonego?
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Dowéd twierdzenia CW

[ Jelelele}

Dowdd twierdzenia Chevalley'a—Warninga

Démonstration d'une hypothése de M. Artin.
Par C. CHEVALLEY & Paris.

T est bien connu quil wexiste pas de corps non comnutait dont
fe centre soit un corps algébriquement fermé. D'autre part, M. Tsex’)
2 démontré récemment quil wexiste pas non plus de corps gauche dont
le centre soit un corps déduit d'un corps algébriquement fermé par
adjonction d'un élément  transcendant. M. ARTIN a remarqué que la
source de cette derniere proposition est le théordme suivant:

Si & est un corps alyébriguement fermé, et @ un élément transcendant
par ragport o &, une équation de la forme

Flp, ye,
oit F est un polynome homogéne de degré <n par rapport aus variables
o Yo s U it cofficionts dans K(x) poside au moins wne solution
non-triviale dans k().

Ce qui Ia amené & poser la définition suivante :
i un corps I est el que foute équation de la forme

sym) =0

Flypyyey--u) =0

oiv F est un polymome homogéne de degré < @ coefficients dans & ait une
solution non-triviale dans k, on dit que k est quasi-algébriquement fermé.

On a alors 1a proj suivante

i K est quasi-algébriquement. formé, il wWexiste aveun corps mon-
commutatif fini sur k, de contre

in effet, supposons quiil existe un corps K non commutatif fini par
(04, 9, + -+, @) une k-base minima de K. Introduisons

. Uélement général Soiy; de K satistait

Yo Yy *
comme on sait & une équation irréductible dans K (g, ya, <<+, ya) de
degré < n, dont le dernier terme (la norme réduite de I'élément) est
une forme homogéne de degré <n en yi, ya, -, ya. ON peut done

" SRR RLI 2\ aan tantas nlles
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Dowéd twierdzenia CW
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Z t{lté.z,,,t,l;”: (—1)”, p—1|i1,...,in, il,...,in>0,

(t1, ) e(Z/ )" 0, w przeciwnym wypadku.

Slogan: suma wszystkich wartosci jednomianu (mod p) jest zazwyczaj
réwna zero (mod p)!

Przyktad: p=3,n=2, 4 =1, h =2.
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Dowéd twierdzenia CW
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Z ti1ti2 ti,,_ (_1)’7’ p_1|i17"'aina ila---ain>0,
(tr0stn)e(Z/P)" 1z " 0, w przeciwnym wypadky.
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Dowéd twierdzenia CW
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Z tiltiz tin: (_1)’7’ p_1|i17"'aina ila"'ain>07
(tr0stn)e(Z/P)" L 5 0, w przeciwnym wypadku.

Dowodd: Wybierzmy a takie, ze

-2

{1,...,p—1}:{ao mod p,a! mod p,...,a" mod p}.
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Dowéd twierdzenia CW
[e]e] Tele]

Z tiltiz tin: (_1)’7’ p_1|i17"'aina ila"'ain>07
(tr0stn)e(Z/P)" L 5 0, w przeciwnym wypadku.

Dowodd: Wybierzmy a takie, ze

{1,...,p—1}:{ao mod p,a! mod p,...,a"?

mod p}.
Wtedy nasza suma staje sie szeregiem geometrycznym:

142+, . +(p—-1) =
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Dowéd twierdzenia CW
[e]e] Tele]

Z tiltiz tin: (_1)’7’ p_1|i17"'aina ila"'ain>07
(tr0stn)e(Z/P)" L 5 0, w przeciwnym wypadku.

Dowodd: Wybierzmy a takie, ze

{1,...,p—1}:{ao mod p,a! mod p,...,a"?

mod p}.
Wtedy nasza suma staje sie szeregiem geometrycznym:

V424 +(p—1) =a+al .. +alP2i
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Dowéd twierdzenia CW
[e]e] Tele]

3 ¢§”Im:{¢4y,p—um”w% yeeeyin >0,

(t1, ) e(Z/ )" " 0, w przeciwnym wypadku.

Dowodd: Wybierzmy a takie, ze
{1,....,p—1} = {ao mod p,a' mod p,...,a" % mod p}.
Wtedy nasza suma staje sie szeregiem geometrycznym:
V42 4. +(p—1) =a%+a" .. 4alP2i

alp—1)i_q1 _

=0 (mod p)

dlap—11i.
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Dowéd twierdzenia CW
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Twierdzenie (Chevalley—Warning)
Jezelin > deg P; + ...+ degP,, to

pl#Z =#{te(Z/p)": Pi(t)=...=P,(t) =0 (mod p)}.

Dowdd twierdzenia Chevalley’a—Warninga:
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Twierdzenie (Chevalley—Warning)
Jezelin > deg P; + ...+ degP,, to

pl#Z =#{tec (Z/p)": Pi(t)=...=P(t)=0 (mod p)}.

Dowdd twierdzenia Chevalley’a—Warninga:

Kluczowa idea:

Funkcja charakterystyczna zbioru Z to (modulo p):

P(xt,. .., xn) == (1= Pr(xt, .-, xn)P ") oo (1= Pr(x1, ..o, xn)P7 ).
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Twierdzenie (Chevalley—Warning)
Jezelin > deg P; + ...+ degP,, to

pl#Z =#{tec (Z/p)": Pi(t)=...=P(t)=0 (mod p)}.

Dowdd twierdzenia Chevalley’a—Warninga:

Kluczowa idea:

Funkcja charakterystyczna zbioru Z to (modulo p):

P(xt,. .., xn) == (1= Pr(xt, .-, xn)P ") oo (1= Pr(x1, ..o, xn)P7 ).

Zatem:

® #Z =3 cpy P(t) (mod p),
® degP<(p—1)-n,
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[e]e]e] o]

Twierdzenie (Chevalley—Warning)
Jezelin > deg P; + ...+ degP,, to

pl#Z =#{tec (Z/p)": Pi(t)=...=P(t)=0 (mod p)}.

Dowdd twierdzenia Chevalley’a—Warninga:

Kluczowa idea:

Funkcja charakterystyczna zbioru Z to (modulo p):

P(xt,. .., xn) == (1= Pr(xt, .-, xn)P ") oo (1= Pr(x1, ..o, xn)P7 ).

Zatem:

® #Z =3 cpy P(t) (mod p),
® degP<(p—1)-n,

® zlematu: 3.z P(t) =0 (mod p).
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Dziekuje za uwage!
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