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Fakt

Niech a1, a2, . . . ∈ Z. Wtedy istnieje niepusty zbiór I ⊂ {1, . . . , n} taki, »e

n|
∑
i∈I

ai .

Dowód
• Sk := a1 + . . .+ ak ,

• (n + 1)-kulek: S0, . . . ,Sn, n + 1 szu�adek: reszty mod n,

• ∃k1<k2 : Sk1 ≡ Sk2 ⇒ ak1+1 + . . .+ ak2 ≡ 0 (mod n).

Je»eli a1 = a2 = . . . = 1, to n|
∑

i∈I ai wtedy i tylko wtedy, gdy n|#I !
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Utrudnijmy nasz¡ gr¦!

Pytanie

Od teraz b¦dziemy wymagali, »eby wskaza¢ 6 kart o sumie podzielnej

przez 6. Czy ta gra musi si¦ sko«czy¢?
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Twierdzenie Chevalley'a�Waringa.
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Gra Twierdzenie CW Zastosowania Dowód twierdzenia CW

Motywacja: je»eli w jednorodnym ukªadzie równa« liniowych

# zmiennych > # równa« ,

to istnieje niezerowe rozwi¡zanie!

Twierdzenie (Chevalley�Warning)

Niech P1, . . . ,Pr ∈ Z[x1, . . . , xn] oraz

Z := {t = (t1, . . . , tn) ∈ (Z/p)n : P1(t) ≡ . . . ≡ Pr (t) ≡ 0 (mod p)}

Je»eli n > degP1 + . . .+ degPr , to p|#Z.

Wniosek

Je»eli dodatkowo wielomiany P1, . . . ,Pr s¡ jednorodne, to Z ma element

ró»ny od (0, 0, . . . , 0).
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Motywacja: je»eli w jednorodnym ukªadzie równa« liniowych

# zmiennych > # równa« ,

to istnieje niezerowe rozwi¡zanie!
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Geometryczne spojrzenie:

• zbiór Z jest rozmaito±ci¡ algebraiczn¡,

• warunek degP1 + . . .+ degPr < n oznacza, »e

Z jest rozmaito±ci¡ Fano!

Rozmaito±ci Fano to jedna z podstawowych �cegieªek� w klasy�kacji

rozmaito±ci algebraicznych. Intuicyjnie odpowiadaj¡ one rozmaito±ciom o

dodatniej krzywi¹nie.

Hélène Esnault, 2003:

ka»da gªadka rzutowa rozmaito±¢ Fano nad Fp ma punkt wymierny!

J¦drzej Garnek Gra w oczko... 24.08.2024 9 / 25
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Algebraiczne spojrzenie:
Algebra z dzieleniem to zbiór z dziaªaniami +,−, ·,÷ (dozwalamy by

mno»enie byªo nieprzemienne)

oraz mno»eniem przez �skalary� (elementy

ustalonego ciaªa). Centrum algebry to elementy, które przy mno»eniu s¡

przemienne ze wszystkimi innymi.

Przykªad: kwaterniony

H = {a+ b · i + c · j + d · k : a, b, c , d ∈ R},

s¡ algebr¡ z dzieleniem o centrum R.

Z twierdzenia Chevalley'a�Warninga mo»na wywnioskowa¢, »e jedyn¡

algebr¡ z dzieleniem o centrum Fp jest Fp.

Br(R) = {R,H}, Br(Fp) = {Fp}.

J¦drzej Garnek Gra w oczko... 24.08.2024 10 / 25
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Zastosowanie nr 1: gra w nie-oczko.

J¦drzej Garnek Gra w oczko... 24.08.2024 11 / 25
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Twierdzenie (Erdös, Ginzburg, Ziv, '61)

Je»eli a1, a2, . . . ∈ Z, to istnieje zbiór I ⊂ {1, . . . , 2n − 1} mocy n taki, »e

n|
∑
i∈I

ai .

Dowód dla n = p: korzystamy z twierdzenia CW dla wielomianów:

P1(x1, . . . , x2p−1) := a1x
p−1
1 + . . .+ a2p−1x

p−1
2p−1

P2(x1, . . . , x2p−1) := xp−11 + . . .+ xp−12p−1

J¦drzej Garnek Gra w oczko... 24.08.2024 12 / 25
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rozª¡czne, takie »e

k|
∑
i∈Ij

ai dla j = 1, . . . , 2m − 1.

• zaªo»enie indukcyjne dla m oraz liczb:
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Zastosowanie nr 2: ±rodek ci¦»ko±ci.

J¦drzej Garnek Gra w oczko... 24.08.2024 14 / 25
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Twierdzenie

Dane jest 3 · p punktów kratowych, których ±rodkiem ci¦»ko±ci jest punkt

(0, 0). Wówczas istnieje podzbiór p z nich, którego ±rodkiem ci¦»ko±ci jest

punkt kratowy.

J¦drzej Garnek Gra w oczko... 24.08.2024 15 / 25
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punkt kratowy.

Dowód

• Punkty: (a1, b1), . . . , (a3p, b3p).

• Twierdzenie CW dla:
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p−1
1 + . . .+ a3p−1x

p−1
3p−1,
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P3 := xp−11 + . . .+ xp−13p−1.
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Hipoteza Kemnitza

Dowolny zbiór 4p − 3 punktów kratowych ma podzbiór mocy p, którego
±rodek ci¦»ko±ci jest równie» punktem kratowym.

• otwarta przez 20 lat,

• 2003: Reiher, � student, di Fiore � licealista.

Pytanie

Co dla (Z/n)k , gdzie k > 2?

J¦drzej Garnek Gra w oczko... 24.08.2024 17 / 25
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Zastosowanie nr 3: grafy regularne.
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Graf k-regularny � z ka»dego wierzchoªka wychodzi k-kraw¦dzi.
Przykªad � k = 3:

Twierdzenie

Dowolny (2p − 1)-regularny graf ma spójny p-regularny podgraf.
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Twierdzenie

Dowolny (2p − 1)-regularny graf ma spójny p-regularny podgraf.

Dowód:

• kraw¦d¹ vw ∈ E ⇝ zmienna xvw ,

• dla ka»dego wierzchoªka v ∈ V rozpatrujemy wielomian:

Pv (x) :=
∑

w :vw∈E
xp−1vw .

Przykªad: jak wygl¡da to dla grafu z poprzedniego slajdu?

Pytanie

Co dla n zªo»onego?

J¦drzej Garnek Gra w oczko... 24.08.2024 20 / 25
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Dowód twierdzenia Chevalley'a�Warninga
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Lemat

∑
(t1,...,tn)∈(Z/p)n

t i11 t
i2
2 . . . t inn =

{
(−1)n, p − 1|i1, . . . , in, i1, . . . , in > 0,

0, w przeciwnym wypadku.

Slogan: suma wszystkich warto±ci jednomianu (mod p) jest zazwyczaj

równa zero (mod p)!

Przykªad: p = 3, n = 2, i1 = 1, i2 = 2.
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Twierdzenie (Chevalley�Warning)

Je»eli n > degP1 + . . .+ degPr , to

p|#Z := #{t ∈ (Z/p)n : P1(t) ≡ . . . ≡ Pr (t) ≡ 0 (mod p)}.

Dowód twierdzenia Chevalley'a�Warninga:

Kluczowa idea:

Funkcja charakterystyczna zbioru Z to (modulo p):

P(x1, . . . , xn) := (1− P1(x1, . . . , xn)
p−1) · . . . · (1− Pr (x1, . . . , xn)

p−1).

Zatem:

• #Z ≡
∑

t∈(Z/p)n P(t) (mod p),

• degP < (p − 1) · n,
• z lematu:

∑
t∈(Z/p)n P(t) ≡ 0 (mod p).
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦!
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