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Rysunki ze strony https://mathworld.wolfram.com /PerfectSquareDissection.html. Drugie pokrycie pochodzi od Duijvestijna (1978)
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Na powyzszym rysunku kwadrat ztozono z pieciu podobnych
prostokatéw. Ich stosunek dtugosci bokéw to 3*‘[

Okazuje sie, ze kwadrat mozna tez ztozy¢ z prostokqtc')w o stosunku
bokéw 2 + v/2.

Ale dla 1+ /2 sig nie da!
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Wzajemne pokrycia prostokatéw przez prostokaty

A czy moze by¢ tak, ze z prostokatéw jednego ksztattu sktadamy
prostokat drugiego ksztattu, a z prostokatéw drugiego ksztattu —
prostokat pierwszego ksztattu?

Na powyzszym rysunku zielony prostokat mozna pokry¢ rézowymi
prostokatami, a rézowy — zielonymi. Jakie s3 ich stosunki bokéw?
Rézowy prostokat ma stosunek bokéw «;, a zielony (3. Podziat opiera sie
na zaleznosciach
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Pytanie
Z jakich prostokatéw mozna ztozy¢ kwadrat?

Twierdzenie
Dla dowolnego o > 0 nastepujace warunki s3 réwnowazne:

1. Kwadrat mozna pokry¢ prostokatami o stosunku bokéw a.
2. Liczba « jest liczbg algebraiczna, ktérej wszystkie sprzezenia maja
dodatnig cze$¢ rzeczywista.
3. Istnieja takie liczby wymierne ag,...,a, > 0, ze
1
aox —+ = 1
ara +

o+



Twierdzenie FLRS: Implikacja 3 — 1

Dla a > 0 rozpatrzymy zbiér X(«) takich 8 > 0, ze prostokat o stosunku
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Twierdzenie FLRS: Implikacja 3 — 1

Dla a > 0 rozpatrzymy zbiér X(«) takich 8 > 0, ze prostokat o stosunku
dtugosci poziomego do pionowego boku 3 mozna pokryé prostokatami o
stosunku bokéw a.

Woéwczas:

L B1,ee€S=0B+eS,
2. 6eS=1/8¢€S,
3. 0eS=afeSdaacQ.
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Liczby algebraiczne

Liczbe rzeczywista x nazywamy algebraiczng, jesli spetnia réwnanie
wielomianowe
X"+ a2, 1x" 4435 =0

o wspdtczynnikach wymiernych. Stopien liczby algebraicznej to najnizszy
stopien réwnania, ktére spetnia.
Przyktady liczb algebraicznych to
24+ V7
7. 52, Ve, va+v3, YT
V13

Przyktady liczb przestepnych (nie-algebraicznych) to

1
T, € Z Tom = 0,1100010000000000000000010 - - -

n>1



Sprzezone liczby algebraiczne
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Liczby algebraiczne nazywamy sprzezonymi, jesli spetniaja te same
réwnania o wspbtczynnikach wymiernych.

Liczby a + b\/2 oraz a — by/2, gdzie a i b to liczby wymierne, sa
sprzezone. Obie spetniaja réwnanie

x? —2ax + (a* — 2b%) = 0.
Liczba algebraiczna stopnia n ma doktadnie n sprzezen.

Uwaga! Sprzezenia te moga by¢ zespolone. Liczby zespolone s3 postaci
a+ by —1, gdzie a, b to liczby rzeczywiste.

Liczba v/2 jest sprzezona z liczbami 1*‘2/j3 V2 17‘2/53 V2.




A co z dowolnymi prostokatami?

Twierdzenie (Freiling—Laczkovich-Rinne, 1997)
Dla dowolnych a, 8 > 0 nastepujace warunki s3 rownowazne:

1. Prostokat o stusunku bokéw 3 mozna pokry¢ prostokatami o
stosunku bokéw «, to znaczy § € X(«).

2. lIstnieja takie liczby wymierne ag > 0, a1,...,an > 0, ze
1
B = aoa + 1
o+
1 . 1
A
= 1

amQ



Dodatnie funkcje wymierne

Funkcje wymierng g o wspdtczynnikach rzeczywistych nazywamy
dodatnia, jesli jest postaci

g = aX +

a X +
X + 1

"+amX

dla pewnych liczb rzeczywistych ag > 0 i a1,...,a, > 0.
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Funkcje wymierng g o wspdtczynnikach rzeczywistych nazywamy
dodatnia, jesli jest postaci

1
g = apX + 1
a X +
aX +
A L1
A X
dla pewnych liczb rzeczywistych ag > 0i a1,...,a, > 0.

Stwierdzenie

Funkcja wymierna g jest dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy przeksztatca
prawa poétptaszczyzne zespolong w siebie i lewa pétptaszczyzne zespolona
w siebie.

X(a) = {g() | g jest dodatnia funkcja wymierng o wsp. wymiernych}.
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p: K—>R xC°

x = (01(x), ..., 0r45(x)).

1. K= Q(\ﬁ) 0: K — R?,

o(a+ bV2) = (a+ bv2,a — bV2).

2. K=Q(V2), p: K =R xC,

@(a+bV2+cVa) = (a+ bV2+cVa,a+ be?™ 32+ ce*™/3V/4).
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Odwracalne otoczki wypukte

Aby zrozumieé stozki odwracalne Y'(p) najlepiej przecial je z ptaszczyzna
H wyznaczona réwnaniem x; = 1. Niech p oznacza punkt przeciecia
prostej Op z t3 ptaszczyzng. Wéwcezas Y (p) N H to najmniejszy zbidr
wypukty zawierajacy p i domkniety na odwracanie. Jak one wygladaja?

/ 1+i
2.3) 0




Stozki odwracalne

Poprzez analize geometrii stozkéw wypuktych

Y(p) = {g(p) | g jest dodatnia funkcja wymierna}

mozna wykazaé, ze punkty na brzegu maja reprezentacje przez doktadnie
jedna dodatnia funkcje wymierna g, a punkty we wnetrzu — przez
nieskonczenie wiele, ale doktadnie dwie minimalnej ,wysokosci”. Ponadto
pewien punkt postaci (+1,...,+1) zawsze lezy we wnetrzu tego zbioru.
Pojecia wnetrza i brzegu w sytuacjach zdegenerowanych nalezy rozumieé
wzgledem przestrzeni liniowej rozpietej przez te stozki.
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Jak przestac oszukiwac?!

Na poprzednich slajdach oszukiwatem. A gdzie?

Problemem jest dzielenie przez zero. Czy mamy gwarancje, ze w
konstrukgeji stozka Y(p) nie pojawia sie na wspotrzednych zera?
Problem pojawia sie tylko wtedy, gdy « posiada sprzezenia na osi
urojonej.

To ma miejsce dla v = v/2, ktére ma sprzezenia +v/2, +iv/2.
Zmodyfikujmy definicje ¢ pomijaja¢ te wspotrzedne dla ktérych
odpowiednie sprzezenie « lezy na osi urojonej. Otrzymujemy

¢ K—>R xC, p' = ¢ ().



Geometryczny opis zbioréw X(«)

Twierdzenie (Baran, B.)
Niech 3 bedzie elementem K = Q(«a). Przy powyzszych oznaczeniach
nastepujace warunki s3 rébwnowazne:
1. B € X(«), czyli prostokat 1 x 3 mozna ztozy¢ z prostokatéw o
stosunku bokéw a.
2. ¢'(B) lezy w stozku Y(p'); ponadto, jesli punkt ten lezy na brzegu
tego stozka, zadamy, by jedyna dodatnia funkcja wymierna g
spetniajaca ¢'(8) = g(p’) miata wspétczynniki wymierne.
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Twierdzenie (Baran, B.)
Niech 3 bedzie elementem K = Q(«a). Przy powyzszych oznaczeniach
nastepujace warunki s3 rébwnowazne:
1. B € X(«), czyli prostokat 1 x 3 mozna ztozy¢ z prostokatéw o
stosunku bokéw a.

2. ¢'(B) lezy w stozku Y(p'); ponadto, jesli punkt ten lezy na brzegu
tego stozka, zadamy, by jedyna dodatnia funkcja wymierna g
spetniajaca ¢'(8) = g(p’) miata wspétczynniki wymierne.

Ponadto ¢'(X(«)) jest geste w Y(p').
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Prostokaty, ktére mozna ztozy¢ z siebie nawzajem

Dla jakich «a, 8 prostokaty o dtugosci bokéw a, 3 mozna ztozy¢ z siebie
nawzajem?
Trywialny przypadek to taki, w ktérym « jest wymierng wielokrotnoscia

lub 1/4.
Ale przyktad:

miat stosunki bokéw dtugosci ov = v/2 oraz § = v/2 + V/8.



Prostokaty, ktére mozna ztozy¢ z siebie nawzajem

Twierdzenie (Baran, B.)

Niech o, 3 > 0 beda liczbami rzeczywistymi. Wéwczas nastepujace
warunki sa réwnowazne:

1. Prostokaty o stosunkach bokéw « i 3 mozna ztozy¢ z siebie
nazwajem
2. Zachodzi jeden z nastepujacych warunkéw:
> (3 jest wymierng wielokrotnoécia a.
> 3 jest wymierng wielokrotnoscia 1/a.
> « i 3 sa liczbami algebraicznymi, « jest sprzezone z —a, ale
wszystkie pozostate sprzezenia « leza na osi urojonej, a 3/« nalezy

do Q(a?).



Pokrycia kwadratu kilkoma prostokgtami

Twierdzenie (Baran, B.)

Jesdli ag, ..., an > 0 s3 liczbami algebraicznymi, to kwadrat mozna
pokry¢ prostokatami o stosunkach bokéw ag, ..., a, > 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego automorfizmu o ciata liczb zespolonych co
najmniej jedna z liczb o(«;) ma dodatnia cze$¢ rzeczywista.



Dowdd jednej z implikacji

Niech o: C — C bedzie automorfizmem ciata liczb zespolonych.
Definiujemy ,,pole” prostokata a x b jako o(a)o(b). Tak zdefiniowane
pole jest skonczenie addytywne dla pokryé prostokatéw przez prostokaty.
Prostokat o rozmiarze ra; X r ma pole

o (r)Po(a).

Prostokat o rozmiarze r x ra; ma pole

o ()P (ai),

a zatem jesli wszystkie o(«;) maja niedodatnia czes¢ rzeczywista, to pole
kazdego matego prostokata tez. Ale pole kwadratu to 1!
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Pokrycia tréjkatami

A co z pokryciami tréjkatami?
Pytanie L. Pésy
Czy kwadrat mozna pokry¢ tréjkatami o katach 30°,60°,90°7

Mozna by dwa takie trdjkaty ztozyé ze soba dostajac prostokat.

Jaki stosunek bokéw ma taki prostokat? Czy takim prostokatem da sie
pokry¢ kwadrat? A moze da sie inaczej?
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We claim that the figure is correct, that is (1 — uX1 + u?)? = 1. Indeed, we have
= —uXl + Pl =u® — o’ +3u* — 37 + 3%~ 3u+ 1= +u—1)x
(W —u+2u—-1-0

Rysunek z pracy Laczkovicha ,Tilings of the square with similar rectangles”.



Pokrycia tréjkatami

Laczkovich (1990): Tréjkatem o katach 30°,60°,90° nie da sie pokry¢
kwadratu!



Pokrycia tréjkatami

Laczkovich (1990): Tréjkatem o katach 30°,60°,90° nie da sie pokry¢
kwadratu!
Twierdzenie Laczkovicha-Szegedy'ego, 1990, 2001

Kwadrat mozna pokry¢ tréjkatami prostokatnymi o kacie ostrym « wtedy
i tylko wtedy, gdy tan « jest liczba algebraiczng, ktérej wszystkie
rzeczywiste sprzezenia sa dodatnie.
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nieprostokatnego wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat ten ma nastepujace
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Pokrycia tréjkatami

Twierdzenie Laczkovicha, 1990

Kwadrat mozna pokry¢ tréjkatami podobnymi do ustalonego tréjkata
nieprostokatnego wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat ten ma nastepujace
katy: (120°,45°,15°), (112,5°,45°,225°) lub (75°,60°,45°).

Twierdzenie Laczkovicha, 1990

Prostokat mozna pokry¢ trojkatami podobnymi do ustalonego tréjkata
nieprostokatnego wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat ten ma nastepujace
katy: (120°,30°,30°), (120°,45°,15°), (112,5°,45°,225°) lub
(75°,60°, 45°).



Pokrycia tréjkatami

Tréjkaty o katach (120°,30°,30°) pokrywaja prostokat 1 x /3.

£3

Rysunek z pracy Laczkovicha |, Tilings of polygons with similar triangles”.
Pokrycia kwadratu przez pozostate trzy tréjkaty sa duzo bardziej
skomplikowane (kilkadziesiat/kilkaset tréjkatéw).



Pytanie catkowicie otwarte

Pytanie:

Z jakich prostopadtos$cianéw mozna ztozy¢ szescian?



