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© WIELKIE TWIERDZENIE FERMATA
© UwAGI OGOLNE

© SZCZEGOLNE PRZYPADKI
en=4%4
en=3
@ Twierdzenie Kummera — 1847 r.

@ KRZYWE ELIPTYCZNE
@ Réwnanie Weierstrassa
Model minimalny réwnania Weierstrassa
@ Redukcja modulo ¢
@ Krzywa Freya
o [ —szereg krzywej eliptycznej nad Q

© BARDZO KROTKO O FORMACH MODULARNYCH
@ Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila
@ Twierdzenie Wilesa i Taylora
@ Wielkie Twierdzenie Fermata
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Pierre de Fermat (17.08.1601r. — 12.01.1665r.) [1]
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., Nie mozna podzieli¢ szescianu na dwa szesciany ani czwartej potegi na
dwie czwarte potegi, ani ogdlniej zadnej potegi wyzszej niz druga na dwie
takie same potegi; znalaztem naprawde zadziwiajacy dowdd, ktéry nie
zmiesci sie na zbyt waskim marginesie”

P. de Fermat, ~1637r., margines prac Diofantosa pt. Arithmetica
wydanych przez Bacheta

4
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dwie czwarte potegi, ani ogdlniej zadnej potegi wyzszej niz druga na dwie
takie same potegi; znalaztem naprawde zadziwiajacy dowdd, ktéry nie
zmiesci sie na zbyt waskim marginesie”

P. de Fermat, ~1637r., margines prac Diofantosa pt. Arithmetica
wydanych przez Bacheta

4

Niech n > 2 bedzie liczba naturalna. Niech x, y, z € Z. Wéwczas:

x"+y"=2z" = xyz=0.
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., Nie mozna podzieli¢ szescianu na dwa szesciany ani czwartej potegi na
dwie czwarte potegi, ani ogdlniej zadnej potegi wyzszej niz druga na dwie
takie same potegi; znalaztem naprawde zadziwiajacy dowdd, ktéry nie
zmiesci sie na zbyt waskim marginesie”

P. de Fermat, ~1637r., margines prac Diofantosa pt. Arithmetica
wydanych przez BachetaJ

Niech n > 2 bedzie liczba naturalna. Niech x, y, z € Z. Wéwczas:

x"+y"=2z" = xyz=0.

.

Od teraz zamiast pisa¢ Wielkie Twierdzenie Fermata, bedziemy pisa¢ po
prostu TWIERDZENIE.
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W Konstytucji Panstw i Narodéw, w Rozdziale o Prawach Cztowieka
powinno by¢ zapisane:
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+W Konstytucji Panstw i Narodéw, w Rozdziale o Prawach Cztowieka
powinno by¢ zapisane:

Kazdy ma niepodwazalne prawo wymysli¢ dowéd
Wielkiego Twierdzenia Fermata.

Dorota Blinkiewicz Wielkie Twierdzenie Fermata



Wielkie Twierdzenie Fermata

Uwagi ogélne

Szczegolne przypadki

Krzywe eliptyczne

Bardzo krétko o formach modularnych

+W Konstytucji Panstw i Narodéw, w Rozdziale o Prawach Cztowieka
powinno by¢ zapisane:
Kazdy ma niepodwazalne prawo wymysli¢ dowéd
Wielkiego Twierdzenia Fermata.
Jednak to uroczyscie przyznane prawo dotyczace Wielkiego Twierdzenia
Fermata (zwanego dalej TWIERDZENIEM) podlega nastepujacym
ograniczeniom:
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+W Konstytucji Panstw i Narodéw, w Rozdziale o Prawach Cztowieka
powinno by¢ zapisane:

Kazdy ma niepodwazalne prawo wymysli¢ dowéd
Wielkiego Twierdzenia Fermata.
Jednak to uroczyscie przyznane prawo dotyczace Wielkiego Twierdzenia

Fermata (zwanego dalej TWIERDZENIEM) podlega nastepujacym
ograniczeniom:

§1. Zadna nowa préba udowodnienia TWIERDZENIA nie moze by¢
powtdrzeniem jednej z poprzednich.
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+W Konstytucji Panstw i Narodéw, w Rozdziale o Prawach Cztowieka
powinno by¢ zapisane:

Kazdy ma niepodwazalne prawo wymysli¢ dowéd
Wielkiego Twierdzenia Fermata.

Jednak to uroczyscie przyznane prawo dotyczace Wielkiego Twierdzenia

Fermata (zwanego dalej TWIERDZENIEM) podlega nastepujacym

ograniczeniom:

§1. Zadna nowa préba udowodnienia TWIERDZENIA nie moze by¢
powtdrzeniem jednej z poprzednich.

§2. Jest przestepstwem przesytanie fatszywych dowodow
TWIERDZENIA profesorom, ktorzy i tak z trudem zarabiaja na zycie
uczac, jak nie wymyslaé fatszywych dowodéw TWIERDZENIA.

Dorota Blinkiewicz Wielkie Twierdzenie Fermata



Wielkie Twierdzenie Fermata

Uwagi ogélne

Szczegolne przypadki

Krzywe eliptyczne

Bardzo krétko o formach modularnych

+W Konstytucji Panstw i Narodéw, w Rozdziale o Prawach Cztowieka
powinno by¢ zapisane:

Kazdy ma niepodwazalne prawo wymysli¢ dowéd
Wielkiego Twierdzenia Fermata.

Jednak to uroczyscie przyznane prawo dotyczace Wielkiego Twierdzenia

Fermata (zwanego dalej TWIERDZENIEM) podlega nastepujacym

ograniczeniom:
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+W Konstytucji Panstw i Narodéw, w Rozdziale o Prawach Cztowieka
powinno by¢ zapisane:

Kazdy ma niepodwazalne prawo wymysli¢ dowéd
Wielkiego Twierdzenia Fermata.

Jednak to uroczyscie przyznane prawo dotyczace Wielkiego Twierdzenia
Fermata (zwanego dalej TWIERDZENIEM) podlega nastepujacym
ograniczeniom:

§1. Zadna nowa préba udowodnienia TWIERDZENIA nie moze by¢
powtdrzeniem jednej z poprzednich.

§2. Jest przestepstwem przesytanie fatszywych dowodéw
TWIERDZENIA profesorom, ktorzy i tak z trudem zarabiaja na zycie
uczac, jak nie wymyslaé fatszywych dowodéw TWIERDZENIA.

Naruszenie ostatniego zakazu prowadzi nieuchronnie do Piekta. Powrét

do Raju bedzie mozliwy tylko wtedy, gdy wspomniany ztoczynca zrozumie

dowdd Wilesa i bedzie w stanie go odtworzy¢. (Jest to kara surowa).”
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+W Konstytucji Panstw i Narodéw, w Rozdziale o Prawach Cztowieka
powinno by¢ zapisane:

Kazdy ma niepodwazalne prawo wymysli¢ dowéd
Wielkiego Twierdzenia Fermata.

Jednak to uroczyscie przyznane prawo dotyczace Wielkiego Twierdzenia
Fermata (zwanego dalej TWIERDZENIEM) podlega nastepujacym
ograniczeniom:

§1. Zadna nowa préba udowodnienia TWIERDZENIA nie moze by¢
powtdrzeniem jednej z poprzednich.

§2. Jest przestepstwem przesytanie fatszywych dowodéw
TWIERDZENIA profesorom, ktorzy i tak z trudem zarabiaja na zycie
uczac, jak nie wymyslaé fatszywych dowodéw TWIERDZENIA.

Naruszenie ostatniego zakazu prowadzi nieuchronnie do Piekta. Powrét

do Raju bedzie mozliwy tylko wtedy, gdy wspomniany ztoczynca zrozumie

dowdd Wilesa i bedzie w stanie go odtworzy¢. (Jest to kara surowa).”

P. Ribenboim, Wielkie twierdzenie Fermata dla laikow,
w ttumaczeniu J. Browkina [3, str. 7]
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Niech p bedzie liczba pierwsza nieparzysta.

@ Rozwiazanie réwnania x" 4+ y" = z" nazywamy trywialnym, gdy
xyz = 0. W przeciwnym przypadku rozwigzanie nazywamy
nietrywialnym.

© TWIERDZENIE wystarczy udowodni¢ dla n =4 lub n = p.

Istotnie, niech n € Ni n> 2. Wéwczas n = k - [, gdzie k = 4 lub
k =p, I € N. Jesli TWIERDZENIE nie zachodzi dla n, to istnieja
x,y,z € Z\{0} takie, ze x" 4+ y" = z". Wéwczas mamy:

() + )" = @)

A zatem TWIERDZENIE nie zachodzi dla k.
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@ Niech X, Y, Z € Z\{0} oraz X" + Y" = Z".



@ Niech X, Y, Z € Z\{0} oraz X" + Y" = Z".



@ Niech X,Y,Z € Z\{0} oraz X" 4+ Y" = Z". Zatézmy, ze
(X,Y,Z)=d > 1. Mozemy zapisa¢:

X=xd, Y=yd, Z=zd, gdzie (x,y,z)=1
Woéwczas mamy:
X'+Y"=7" = (Xd)n—l—(yd)":(zd)" — x"—{—y":zn_

Wystarczy zatem rozpatrywa¢ tylko tréjki liczb catkowitych
wzglednie pierwszych.
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@ Niech X,Y,Z € Z\{0} oraz X"+ Y" = Z". Zatbzmy, ze
(X,Y,Z) =d > 1. Mozemy zapisa¢:

X=xd, Y=yd, Z=2zd, gdzie (x,y,z)=1.
Wéwczas mamy:

X'+Y"=27" <= (xd)"+ (yd)" = (2d)" <= x"+y"=2".

Wystarczy zatem rozpatrywa¢ tylko tréjki liczb catkowitych
wzglednie pierwszych.

@ Jesli 2 n, to réwnanie x" + y" = z" ma rozwiazanie nietrywialne
wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie x" 4+ y" 4+ z" = 0 ma rozwiazanie
nietrywialne.
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@ Niech X,Y,Z € Z\{0} oraz X"+ Y" = Z". Zatbzmy, ze
(X,Y,Z) =d > 1. Mozemy zapisa¢:

X=xd, Y=yd, Z=2zd, gdzie (x,y,z)=1.
Wéwczas mamy:

X'+ Y"=27" <= (xd)"+ (yd)" = (zd)" <= x"+y"=2".
Wystarczy zatem rozpatrywa¢ tylko tréjki liczb catkowitych
wzglednie pierwszych.

@ Jesli 2 n, to réwnanie x" + y" = z" ma rozwiazanie nietrywialne

wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie x" 4+ y" 4+ z" = 0 ma rozwiazanie
nietrywialne.

O Niech n=2Ym, gdzie u € NU {0} oraz m € N i 2{ m. Méwimy, ze
zachodzi | przypadek twierdzenia Fermata dla wyktadnika n, gdy
zachodzi nastepujaca implikacja:

jesli x,y,z € Z\{0} i (m,xyz) =1, to x" + y" # z".
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@ Niech n=2"m, gdzie u € NU {0} oraz m € N i 24 m. Méwimy, ze
zachodzi Il przypadek twierdzenia Fermata dla wyktadnika n, gdy
zachodzi nastepujaca implikacja:
jesli x,y,z € Z\{0} oraz x,y, z sa parami wzglednie pierwsze
i (myxyz) > 1, to x"+ y" # z".
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@ Niech n=2Ym, gdzie u € NU {0} oraz m € N'i 2 m. Méwimy, ze
zachodzi Il przypadek twierdzenia Fermata dla wyktadnika n, gdy
zachodzi nastepujaca implikacja:
jesli x,y,z € Z\{0} oraz x, y,z s3 parami wzglednie pierwsze
i (myxyz) > 1, to x"+ y" # z".

@ Jak wiadomo dla n = 2, réwnanie x% + y2 =72

ma rozwiazania.
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@ Niech n=2Ym, gdzie u € NU {0} oraz m € N'i 2 m. Méwimy, ze
zachodzi Il przypadek twierdzenia Fermata dla wyktadnika n, gdy
zachodzi nastepujaca implikacja:
jesli x,y,z € Z\{0} oraz x, y,z s3 parami wzglednie pierwsze
i (myxyz) > 1, to x"+ y" # z".

@ Jak wiadomo dla n = 2, réwnanie x% + y2 = z° ma rozwiazania.
Rozwigzania pierwotne (tréjki liczb x, y, z parami wzglednie
pierwszych i takich, ze x,y,z > 0) dane s3 wzorami:

2

x=m?—n?,

= 2mn,
z=m?+n? (m,n)=1,m> n>0oraz m,n réznej parzystosci.
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@ Niech n=2Ym, gdzie u € NU {0} oraz m € N'i 2 m. Méwimy, ze
zachodzi Il przypadek twierdzenia Fermata dla wyktadnika n, gdy
zachodzi nastepujaca implikacja:
jesli x,y,z € Z\{0} oraz x, y,z s3 parami wzglednie pierwsze
i (myxyz) > 1, to x"+ y" # z".

@ Jak wiadomo dla n = 2, réwnanie x% + y2 = z° ma rozwiazania.
Rozwigzania pierwotne (tréjki liczb x, y, z parami wzglednie
pierwszych i takich, ze x,y,z > 0) dane s3 wzorami:

2

x=m?—n?,

y =2mn,

z=m?+n? (m,n)=1,m> n>0oraz m,n réznej parzystosci.

Te parametryzacje dat Leonardo z Pizy (Fibonacci) w 1225 roku.
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Dla n = 4 sam Pierre de Fermat podat dowdéd TWIERDZENIA okoto
1640 roku.



Dla n = 4 sam Pierre de Fermat podat dowdéd TWIERDZENIA okoto
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Dla n = 4 sam Pierre de Fermat podat dowdéd TWIERDZENIA okoto
1640 roku. Wykorzystat on w nim odkryta przez siebie metode regres;ji.

Jesli tréjka xo, vo, 20 liczb catkowitych dodatnich jest rozwigzaniem
naszego réwnania, to jesteSmy w stanie otrzymac tréjke xi, y1, 21 liczb
catkowitych dodatnich bedacych réwniez rozwigzaniem naszego réwnania
o wiasnosci x; < Xp.
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Dla n = 4 sam Pierre de Fermat podat dowéd TWIERDZENIA okoto
1640 roku. Wykorzystat on w nim odkryta przez siebie metode regres;ji.

Jesli tréjka xo, vo, 20 liczb catkowitych dodatnich jest rozwigzaniem
naszego réwnania, to jesteSmy w stanie otrzymac tréjke xi, y1, 21 liczb
catkowitych dodatnich bedacych réwniez rozwigzaniem naszego réwnania
o wiasnosci x; < Xp.

Powtarzajac to postepowanie otrzymalibydmy nieskoficzony malejacy ciag
(xn)o2, liczb catkowitych dodatnich:

o< X < X1 < Xp,

co jest sprzeczne.
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4 nie ma catkowitych rozwiazan nietrywialnych.

Réwnanie x* + y* = z

Dowdd.
Rozpatrzmy réwnanie diofantyczne:

Xt -yt =272 (3.1)
Przypuscmy, ze réwnanie (3.1) ma rozwigzanie nietrywialne.

Niech tréjka X, Y, Z bedzie rozwigzaniem nietrywialnym o nastepujacych
wtasnosciach: X, Y, Z > 0 oraz X ma minimalng mozliwa warto$¢.
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TWIERDZENIE 3.1

Réwnanie x* 4+ y* = z* nie ma catkowitych rozwiazan nietrywialnych. J

Dowad.
Rozpatrzmy réwnanie diofantyczne:
Xt - Yt =272 (3.1)
Przypuscmy, ze réwnanie (3.1) ma rozwigzanie nietrywialne.
Niech tréjka X, Y, Z bedzie rozwigzaniem nietrywialnym o nastepujacych

wiasnosciach: X, Y, Z > 0 oraz X ma minimalng mozliwg wartos¢.
Niech (X, Y) = d. Pokazemy, ze d = 1.
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TWIERDZENIE 3.1

4

Réwnanie x* 4+ y* = z* nie ma catkowitych rozwiazan nietrywialnych. J

Dowéd.
Rozpatrzmy réwnanie diofantyczne:
Xt - Yt =272 (3.1)

Przypuscmy, ze réwnanie (3.1) ma rozwigzanie nietrywialne.

Niech tréjka X, Y, Z bedzie rozwigzaniem nietrywialnym o nastepujacych
wiasnosciach: X, Y, Z > 0 oraz X ma minimalng mozliwg wartos¢.

Niech (X, Y) = d. Pokazemy, ze d = 1. Przypusémy, ze istnieje liczba
pierwsza q | d. Wéwczas X = gX’, Y = qY’ i otrzymujemy:

XV - (Y)N=2" = ¢'| 2 = ¢ |Z = Z=qZ.
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Otrzymujemy:

(X')* = (Y")* = (Z')? - sprzeczno$¢ z zatozeniem o minimalnosci X.

Zatem (X,Y) =1



Otrzymujemy:
(X')* = (Y")* = (Z')? - sprzeczno$¢ z zatozeniem o minimalnosci X.

Zatem (X,Y) =1

Mamy:
Z2 =X — Yt = (X2 - YH)(X2+Y?).



Otrzymujemy:
(X')* = (Y")* = (Z')? - sprzeczno$¢ z zatozeniem o minimalnosci X.

Zatem (X,Y) =1

Mamy:
Z2 =X — Yt = (X2 - YH)(X2+Y?).

Niech teraz g bedzie liczba pierwsza taka, ze:

q|X?—Y? oraz q|X*+ Y2
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Otrzymujemy:
(X')* = (Y")* = (Z')? - sprzeczno$¢ z zatozeniem o minimalnosci X.

Zatem (X,Y) =1
Mamy:
22 =X — Y= (X2 - YH)(X2+Y?).
Niech teraz g bedzie liczba pierwsza taka, ze:
q|X?—Y? oraz q|X*+ Y2
Wéwczas

gl (X2 =Y+ (X2 +Y?) oraz q|(X>+Y?)—(X?-Y?.

=2X? =2Y?
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Otrzymujemy:
(X')* = (Y")* = (Z')? - sprzeczno$¢ z zatozeniem o minimalnosci X.

Zatem (X,Y) =1

Mamy:
22 =X — Y= (X2 - YH)(X2+Y?).

Niech teraz g bedzie liczba pierwsza taka, ze:
q|X?—Y? oraz q|X*+ Y2
Wéwczas

gl (X2 =Y+ (X2 +Y?) oraz q|(X>+Y?)—(X?-Y?.

=2X? =2Y?

Zatem
(g12V q|X?) oraz (q]2V q|Y?
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stad



stad
gl2 b (q[X>Aq|Y?).

sprzeczno$¢ z (X,Y)=1



stad
gl2 b (q[X>Aq|Y?).

sprzecznoéc?rz (X,Y)=1
Zatem (X2 - Y2, X2+ Y?)=1 vV 2.
0 (X2- Y.L X2+ YY) =1



stad
gl2 b (q[X>Aq|Y?).

sprzecznoéc?rz (X,Y)=1
Zatem (X2 - Y2, X2+ Y?)=1 vV 2.
0 (X2- Y.L X2+ YY) =1



stad
gl2 b (q[X>Aq|Y?).

sprzecznoégrz (X,Y)=1
Zatem (X2 - Y2, X2+ Y?)=1 vV 2.
QO (X2- Y2 X24V2) =1
Istnieja liczby catkowite dodatnie m < n takie, ze (m,n) =1 oraz

X2 — Y2:m2,
X2+ Y2=np?
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stad
gl2 b (q|X> A q|Y?).
sprzeczno$¢ z (X,Y)=1
Zatem (X2 - Y2 X2+ Y?)=1V 2.
Q@ (X2-Y2 X2+YY) =1
Istnieja liczby catkowite dodatnie m < n takie, ze (m,n) =1 oraz

X2 —Y?=m?
X2+ Y2=n2

Zauwazmy, ze 2X? = m? + n?, zatem 2 | m® + n?. Stad m, n musza
by¢ tej samej parzystosci. Poniewaz (m, n) = 1, wiec 21 m oraz 2 4 n.
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stad
gl2 b (q|X> A q|Y?).

sprzeczno$¢ z (X,Y)=1
Zatem (X2 - Y2 X2+ Y?)=1V 2.
Q@ (X2-Y2 X2+YY) =1
Istnieja liczby catkowite dodatnie m < n takie, ze (m,n) =1 oraz

X2 —Y?=m?
X2+ Y2=n2

)

Zauwazmy, ze 2X? = m? + n?, zatem 2 | m® + n?. Stad m, n musza
by¢ tej samej parzystosci. Poniewaz (m, n) = 1, wiec 21 m oraz 2 4 n.
Istnieja zatem liczby catkowite dodatnie r, s takie, ze

__ m+n
I’—72 s
— h—m
s = 5 -
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Niech g bedzie liczba pierwsza taka, ze g | r oraz q | s. Wéwczas



Niech g bedzie liczba pierwsza taka, ze g | r oraz q | s. Wéwczas

g|r+s oraz q|r—s — sprzecznos¢.
S~~~ S~~~
=n =m



Niech g bedzie liczba pierwsza taka, ze g | r oraz q | s. Wéwczas

g|r+s oraz q|r—s — sprzecznos¢.
S~~~ S~~~
=n =m

Zatem (r,s) = 1.
Dalej mamy:



Niech g bedzie liczba pierwsza taka, ze g | r oraz q | s. Wéwczas

g|r+s oraz q|r—s — sprzecznos¢.
S~~~ S~~~
=n =m

Zatem (r,s) = 1.
Dalej mamy:
P —m?  (X24+Y?)—(X2-Y2) Y2

_r 2 _
2 2 =5 — Y 2rs.

rs =



Niech g bedzie liczba pierwsza taka, ze g | r oraz q | s. Wéwczas

g|r+s oraz q|r—s — sprzecznos¢.
S~~~ S~~~
=n =m

Zatem (r,s) = 1.
Dalej mamy:
P —m?  (X24+Y?)—(X2-Y2) Y2

_r 2 _
2 2 =5 — Y 2rs.

rs =

Zatem istnieja liczby catkowite dodatnie t, u takie, ze



Niech g bedzie liczba pierwsza taka, ze g | r oraz q | s. Wéwczas

g|r+s oraz q|r—s — sprzecznos¢.
S~~~ S~~~
=n =m

Zatem (r,s) = 1.
Dalej mamy:
P —m?  (X24+Y?)—(X2-Y2) Y2

_r 2 _
2 2 =5 — Y 2rs.

rs =

Zatem istnieja liczby catkowite dodatnie t, u takie, ze



Niech g bedzie liczba pierwsza taka, ze g | r oraz q | s. Wéwczas

g|r+s oraz q|r—s — sprzecznos¢.
S~~~ S~~~
=n =m

Zatem (r,s) = 1.
Dalej mamy:
P —m?  (X24+Y?)—(X2-Y2) Y2

_r 2 _
2 2 =5 — Y 2rs.

rs =

Zatem istnieja liczby catkowite dodatnie t, u takie, ze

r=t?, ub r =2t
u
s =2u? s = u2
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Niech g bedzie liczba pierwsza taka, ze g | r oraz q | s. Wéwczas

g|r+s oraz q|r—s — sprzecznos¢.
S~~~ S~~~
=n =m

Zatem (r,s) = 1.
Dalej mamy:
n”?—-—m? (X24+Y?)—-(X2-Y?%) VY2

_ — = — — Y?=2rs.
rs 2 2 > rs

Zatem istnieja liczby catkowite dodatnie t, u takie, ze

r=t? r =2t
) lub )
s=2u s=u-.

Rozpatrzmy pierwszy z przypadkéw. Mamy:
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Niech g bedzie liczba pierwsza taka, ze g | r oraz q | s. Wéwczas

g|r+s oraz q|r—s — sprzecznos¢.
S~~~ S~~~
=n =m

Zatem (r,s) = 1.
Dalej mamy:
n”?—-—m? (X24+Y?)—-(X2-Y?%) VY2

_ — = — — Y?=2rs.
rs 2 2 > rs

Zatem istnieja liczby catkowite dodatnie t, u takie, ze

r=t? r =2t
) lub )
s=2u s=u-.

Rozpatrzmy pierwszy z przypadkéw. Mamy:
2]s, (r,s,X)=1.
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Zauwazmy, ze



Zauwazmy, ze




Zauwazmy, ze

2 2 2
2 2 m+n)2 n—m\"_m+n _
Pyt =( 2 +( 2 )_ 2 T

Istnieja wiec liczby catkowite dodatnie M > N > 0, (M, N) = 1 takie, ze:



Zauwazmy, ze

2 2 2
2 2 m+n)2 n—m\"_m+n _
Pyt =( 2 +( 2 )_ 2 T

Istnieja wiec liczby catkowite dodatnie M > N > 0, (M, N) = 1 takie, ze:
s =2u® =2MN, = u? = MN.

r=1t2=M?—N?
X =M+ N2



Zauwazmy, ze

2 2 2
2 2 m+n)2 n—m\"_m+n _
'+s_< 2 +( 2 )_ >

Istnieja wiec liczby catkowite dodatnie M > N > 0, (M, N) = 1 takie, ze:

s =2u® =2MN, = u? = MN.
r=t?>= M?>— N?,
X = M? + N2

Zatem istnieja liczby catkowite dodatnie a, b takie, ze



Zauwazmy, ze

2 2 2
2 2 m+n)2 n—m\"_m+n _
'+s_< 2 +( 2 )_ >

Istnieja wiec liczby catkowite dodatnie M > N > 0, (M, N) = 1 takie, ze:

s =2u® =2MN, = u? = MN.
r=t?>= M?>— N?,
X = M? + N2

Zatem istnieja liczby catkowite dodatnie a, b takie, ze

M = a2,
N = b?
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Zauwazmy, ze

2 2 2
2 2 m+n)2 n—m\"_m+n _
r+5—(72 —|—< 5 > = 5 = .

Istnieja wiec liczby catkowite dodatnie M > N > 0, (M, N) = 1 takie, ze:
s =2u® = 2MN, = u?> = MN.
r=12=M?— N2,
X = M? 4+ N2,

Zatem istnieja liczby catkowite dodatnie a, b takie, ze

M = a2,
N = b2

it2=M?—N?>=2a*—b* ale 0 < a< M < X — sprzecznoéé
z zatozeniem o minimalnosci X.
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Zauwazmy, ze

2 2 2
2 2 m+n)2 n—m\"_m+n _
r+5—(72 —|—< 5 > = 5 = .

Istnieja wiec liczby catkowite dodatnie M > N > 0, (M, N) = 1 takie, ze:
s =2u® = 2MN, = u?> = MN.
r=12=M?— N2,
X = M? 4+ N2,

Zatem istnieja liczby catkowite dodatnie a, b takie, ze

M = a2,
N = b2

it2=M?—N?>=2a*—b* ale 0 < a< M < X — sprzecznoéé
z zatozeniem o minimalnosci X.
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2]
(X2
Y2
X2
Y?)
=2



2]
(X2
Y2
X2
Y?)
=2
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QO (X2—-Y2 X214 YY) =2
ZZ=X*-Y'=(X2-Y)(X?+Y?) = 2| Z A2{X A 2¢1Y.

Mamy, wiec
22+ (Y2 = (x*)°.



QO (X2—-Y2 X214 YY) =2
ZZ=X*-Y'=(X2-Y)(X?+Y?) = 2| Z A2{X A 2¢1Y.

Mamy, wiec
22+ (Y2 = (x*)°.

Istnieja zatem liczby catkowite dodatnie m > n >0, (m,n) =1

takie, ze:
X2 =m?+n?
Y2 = m? - 2,
Z =2mn.



QO (X2—-Y2 X214 YY) =2
ZZ=X*-Y'=(X2-Y)(X?+Y?) = 2| Z A2{X A 2¢1Y.

Mamy, wiec
22+ (Y2 = (x*)°.

Istnieja zatem liczby catkowite dodatnie m > n >0, (m,n) =1

takie, ze:
X% =m? 4+ n?,
Y2 — m? 2
Z =2mn.
Otrzymujemy:

(XY)? =m* — n*



QO (X2—-Y2 X214 YY) =2
ZZ=X*-Y'=(X2-Y)(X?+Y?) = 2| Z A2{X A 2¢1Y.

Mamy, wiec
22+ (Y2 = (x*)°.

Istnieja zatem liczby catkowite dodatnie m > n >0, (m,n) =1

takie, ze:
X% =m? 4+ n?,
Y2 — m? 2
Z =2mn.
Otrzymujemy:

(XY)? =m* — n*

gdzie 0 < m < X — sprzeczno$¢ z minimalnoscig X.



Zatem nie istnieje nietrywialne rozwigzanie réwnania (3.1).



Zatem nie istnieje nietrywialne rozwigzanie réwnania (3.1).

Przypusémy teraz, ze istnieje tréjka liczb catkowitych réznych od zera
X, y, z takich, ze
x* 4+ y4 =z



Zatem nie istnieje nietrywialne rozwigzanie réwnania (3.1).

Przypusémy teraz, ze istnieje tréjka liczb catkowitych réznych od zera
X, y, z takich, ze
x* 4+ y4 =z

Wéwczas z* — y* = (xz)2



Zatem nie istnieje nietrywialne rozwigzanie réwnania (3.1).

Przypusémy teraz, ze istnieje tréjka liczb catkowitych réznych od zera
X, y, z takich, ze

x4—i—y4 =74

) 2 L
Wéwcezas z* — y* = (x?)” — sprzecznoé¢.



Zatem nie istnieje nietrywialne rozwigzanie réwnania (3.1).

Przypusémy teraz, ze istnieje tréjka liczb catkowitych réznych od zera
X, y, z takich, ze

x4—i—y4 =74

) 2 L
Wéwcezas z* — y* = (x?)” — sprzecznoé¢.



Rozpatrzmy teraz TWIERDZENIE dla n = 3.



Rozpatrzmy teraz TWIERDZENIE dla n = 3.

W tym przypadku préby udowodnienia TWIERDZENIA podjat sie Euler
w latach ok. 1758-1770.



Rozpatrzmy teraz TWIERDZENIE dla n = 3.

W tym przypadku préby udowodnienia TWIERDZENIA podjat sie Euler
w latach ok. 1758-1770. Jednak okazato sig, ze zostawit pewne
niekompletne wyjasnienia, ktére to Pepin uzupetnit w 1875r.
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Rozpatrzmy teraz TWIERDZENIE dla n = 3.

W tym przypadku préby udowodnienia TWIERDZENIA podjat sie Euler
w latach ok. 1758-1770. Jednak okazato sig, ze zostawit pewne
niekompletne wyjasnienia, ktére to Pepin uzupetnit w 1875r.

W tym momencie TWIERDZENIE moze by¢ przeformutowane
nastepujaco:
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Il
w s

Rozpatrzmy teraz TWIERDZENIE dla n = 3.

W tym przypadku préby udowodnienia TWIERDZENIA podjat sie Euler
w latach ok. 1758-1770. Jednak okazato sig, ze zostawit pewne
niekompletne wyjasnienia, ktére to Pepin uzupetnit w 1875r.

W tym momencie TWIERDZENIE moze by¢ przeformutowane
nastepujaco:

Niech p > 3 bedzie liczba pierwsza. Niech x,y,z € Z.
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Il
w s

Rozpatrzmy teraz TWIERDZENIE dla n = 3.

W tym przypadku préby udowodnienia TWIERDZENIA podjat sie Euler
w latach ok. 1758-1770. Jednak okazato sig, ze zostawit pewne
niekompletne wyjasnienia, ktére to Pepin uzupetnit w 1875r.

W tym momencie TWIERDZENIE moze by¢ przeformutowane
nastepujaco:

Niech p > 3 bedzie liczba pierwsza. Niech x,y, z € Z. Wéwczas:

xP 4+ yP =2 — xyz=0.
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Liczby Bernoulliego By, By, By, . .. definiujemy rekurencyjnie
Wg nastepujacego wzoru:

Z (n—/tl)Bk =0, dlan>1, gdzie By =1.
k=0




Liczby Bernoulliego By, By, By, . .. definiujemy rekurencyjnie
Wg nastepujacego wzoru:

Z (n—/tl)Bk =0, dlan>1, gdzie By =1.
k=0

Zatem



Liczby Bernoulliego By, By, By, . .. definiujemy rekurencyjnie
Wg nastepujacego wzoru:

Z (n—;(-l)Bk =0, dlan>1, gdzie By =1.
k=0

Zatem
1
n=1:2B+1=0 — 131:_5

3 1
n=21382—§+1=0:>82:g
N=3:4B3+1-2+1=0 — By —0, itd.



Mozna pokaza¢d, ze By =0, dla k € N. l




Nieparzysta liczbe pierwsza p nazywamy regularng, gdy p nie dzieli
licznika Zadnej z liczb Bernoulliego B, Ba, ..., By—5, Bp—3.




Nieparzysta liczbe pierwsza p nazywamy regularng, gdy p nie dzieli
licznika Zadnej z liczb Bernoulliego B, Ba, ..., By—5, Bp—3.

Jesli p > 2 jest liczba pierwsza regularna, to zachodzi | przypadek
twierdzenia Fermata dla wyktadnika p.




n=4
n=3
Twierdzenie Kummera — 1847 r.




n=4
n=3
Twierdzenie Kummera — 1847 r.

Do dzi$ nie wiadomo, czy liczb pierwszych regularnych jest nieskonczenie
wiele.




n=4
n=3
Twierdzenie Kummera — 1847 r.

Do dzi$ nie wiadomo, czy liczb pierwszych regularnych jest nieskonczenie
wiele.

Najmniejsza liczbg pierwsza nieregularna jest 37.
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w s

3 3
I

Do dzi$ nie wiadomo, czy liczb pierwszych regularnych jest nieskonczenie
wiele.

Najmniejsza liczba pierwsza nieregularna jest 37.

Liczb pierwszych nieregularnych jest nieskonczenie wiele.
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w S

=43 3

ie Ki — 1847 r.

Do dzi$ nie wiadomo, czy liczb pierwszych regularnych jest nieskonczenie
wiele.

Najmniejsza liczba pierwsza nieregularna jest 37.

Liczb pierwszych nieregularnych jest nieskonczenie wiele.

Korzystajac z kryterium Lehmeréw i Vandivera, Buhler at al. w 1993 roku
pokazali, ze twierdzenie to zachodzi dla wyktadnikéw pierwszych
nieprzekraczajacych 4 - 10°.
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Zajmiemy sie tylko modelem afinicznym krzywej eliptycznej nad ciatem K.



Zajmiemy sie tylko modelem afinicznym krzywej eliptycznej nad ciatem K.
Zatézmy dla prostoty, ze char K # 2, 3.



Zajmiemy sie tylko modelem afinicznym krzywej eliptycznej nad ciatem K.
Zatézmy dla prostoty, ze char K # 2, 3.

Krzywa eliptyczng E nad ciatem K bedziemy nazywaé zbiér punktéw
spetniajacych ponizsze réwnanie, zwane réwnaniem Weierstrassa:
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Zajmiemy sie tylko modelem afinicznym krzywej eliptycznej nad ciatem K.
Zatézmy dla prostoty, ze char K # 2, 3.

DEFINICIA 4.1
Krzywa eliptyczna E nad ciatem K bedziemy nazywaé zbiér punktéw
spetniajacych ponizsze réwnanie, zwane réwnaniem Weierstrassa:

E : y2—|—a1xy—|—a3y:x3—|—azx2—|—a4x—|—36,
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Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Zajmiemy sie tylko modelem afinicznym krzywej eliptycznej nad ciatem K.
Zatézmy dla prostoty, ze char K # 2, 3.

DEFINICIA 4.1
Krzywa eliptyczna E nad ciatem K bedziemy nazywaé zbiér punktéw
spetniajacych ponizsze réwnanie, zwane réwnaniem Weierstrassa:

E: y2+31Xy+33y:X3+32X2+34X+36,

gdzie ay, ..., as € K oraz jej wyrdznik A £ 0 (ktéry za moment
zdefiniujemy) “wraz z punktem w nieskonczonosci co” .
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Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Zajmiemy sie tylko modelem afinicznym krzywej eliptycznej nad ciatem K.
Zatézmy dla prostoty, ze char K # 2, 3.

DEFINICIA 4.1
Krzywa eliptyczna E nad ciatem K bedziemy nazywaé zbiér punktéw
spetniajacych ponizsze réwnanie, zwane réwnaniem Weierstrassa:

E: y2+31Xy+33y:X3+32X2+34X+36,

gdzie ay, ..., as € K oraz jej wyrdznik A £ 0 (ktéry za moment
zdefiniujemy) “wraz z punktem w nieskonczonosci co” .

Mozemy uprosci¢ powyzsze réwnanie.
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Podstawiamy za y = % (y — a1x — a3) i otrzymujemy réwnanie:



Podstawiamy za y = % (y — a1x — a3) i otrzymujemy réwnanie:

E: y? = 4x3 4 byx® 4 2byx + b,

gdzie:



Podstawiamy za y = % (y — a1x — a3) i otrzymujemy réwnanie:

E: y? = 4x3 4 byx® 4 2byx + b,

gdzie:
by = a3 + day,
by = 2a4 + ajas, (4.1)
bs = a§ + 4a6.



Zdefiniujmy réwniez nastepujace wielkosci:



Zdefiniujmy réwniez nastepujace wielkosci:

bg = afaﬁ + 4arag — ajazas + aza§ — ai,

¢4 = b3 — 24by,
Co = —b3 + 36byby — 21bg, (4.2)
A = —b3bg — 8b; — 27b2 + 9by by b,
_a
A



Zdefiniujmy réwniez nastepujace wielkosci:

bg = afaa + 4arag — ajazas + aza§ — ai,

¢4 = b3 — 24by,
Co = —b3 + 36byby — 21bg, (4.2)
A = —b3bg — 8b; — 27b2 + 9by by b,
_a
A

Pare (x,y) mozemy zastapi¢ (3532, :¥2), w ten sposéb eliminujemy x2

i otrzymujemy prostsze réwnanie:



Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Zdefiniujmy réwniez nastepujace wielko$ci:

bg = a%as + 4aras — a1azas + ara3 — as,

Cy = bg — 24by,

C6 = —b3 4 36byby — 21bs,

A = —b3bg — 8b; — 27TbZ + 9baby b,
a
A

Pare (x,y) mozemy zastapi¢ (3532, :¥2), w ten sposéb eliminujemy x2

i otrzymujemy prostsze réwnanie:

E: y? = x3 —2Tcx — 54c. (4.3)
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Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Zdefiniujmy réwniez nastepujace wielkosci:
b3 = 3%36 + 43286 — a1azas + aga§ — af,
Cqp = bg — 24[747

Ce = —bg + 36b,bs — 21bg, (42)
A = —b3bg — 8b; — 27TbZ + 9baby b,
_a
A

Pare (x,y) mozemy zastapi¢ (3532, :¥2), w ten sposéb eliminujemy x2

i otrzymujemy prostsze réwnanie:

E: y? = x3 —2Tcx — 54c. (4.3)

DEFINICJA 4.2

Wielkos¢ A nazywamy wyréznikiem réwnania Weierstrassa,
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Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Zdefiniujmy réwniez nastepujace wielko$ci:

bg = a%as + 4aras — a1azas + ara3 — as,

Cy = bg — 24by,

C6 = —b3 4 36byby — 21bs,

A = —b3bg — 8b; — 27TbZ + 9baby b,
G
A

Pare (x,y) mozemy zastapi¢ (3532, :¥2), w ten sposéb eliminujemy x2

i otrzymujemy prostsze réwnanie:

E: y? = x3 —2Tcx — 54c. (4.3)

DEFINICJA 4.2

Wielkos¢ A nazywamy wyréznikiem réwnania Weierstrassa,
j nazywamy j—niezmiennikiem krzywej eliptycznej E.
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Mozemy zatem réwnanie Weierstrassa zapisa¢ w postaci:



Mozemy zatem réwnanie Weierstrassa zapisa¢ w postaci:

E: y>=x>+Ax+ B, (4.4)

wowczas:



Mozemy zatem réwnanie Weierstrassa zapisa¢ w postaci:

E: y>=x>+Ax+ B, (4.4)
woéwczas:

A =—16 (4A° +27B%),
(44)°

= _1728
J A




Mozemy zatem réwnanie Weierstrassa zapisa¢ w postaci:

E: y>=x>+Ax+ B, (4.4)
woéwczas:

A =—16 (4A° +27B%),
(44)°

= _1728
J A

Réwnanie (4.4) nazywamy krotkim réwnaniem Weierstrassa.



Niech E/K bedzie krzywa zadana dtugim réwnaniem Weierstrassa.

E: y? 4 aixy + asy = x> + ax® + asx + ae,



Niech E/K bedzie krzywa zadana dtugim réwnaniem Weierstrassa.

E: y? 4 aixy + asy = x> + ax® + asx + ae,

wowczas stosujac liniowg zamiane zmiennych:



Niech E/K bedzie krzywa zadana dtugim réwnaniem Weierstrassa.

E: y?+aixy+ asy = x> + aox® + agx + a,

wowczas stosujac liniowg zamiane zmiennych:

X=X +r,
Y =Y +su?X' +t, gdzieu,r,s,t € K,u#0,

uzyskamy:



Niech E/K bedzie krzywa zadana dtugim réwnaniem Weierstrassa.

E: y?+aixy+ asy = x> + aox® + agx + a,

wowczas stosujac liniowg zamiane zmiennych:

X=X +r,
Y =Y +su?X' +t, gdzieu,r,s,t € K,u#0,
uzyskamy:
utc, = a,
6 ./
u’cg = c,
4.5
uPA = A, (45)
=1



Dwie krzywe eliptyczne E;, E; zadane nad tym samym ciatem sa
izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy jg, = j,




Dwie krzywe eliptyczne E;, E; zadane nad tym samym ciatem sa
izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy jg, = j,

Krzywe dane za pomoca réwnania (4.4) (lub (4.3)) mozemy podzieli¢
w nastepujacy sposob:




Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

TWIERDZENIE 4.3 ([2, PROPOSITION 1.4(B), STR. 45])

Dwie krzywe eliptyczne E;, E; zadane nad tym samym ciatem sa
izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy je, = je,

TWIERDZENIE 4.4 ([2, PROPOSITION 1.4(A), STR. 45])

Krzywe dane za pomoca réwnania (4.4) (lub (4.3)) mozemy podzieli¢
w nastepujacy sposob:

Q@ Krzywa E jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy A # 0 (czyli E
Jest krzywa eliptyczna),
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Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
Szczegélne przypadki Redukcja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L—szereg krzywej eliptycznej nad Q

TWIERDZENIE 4.3 ([2, PROPOSITION 1.4(B), STR. 45])

Dwie krzywe eliptyczne E;, E; zadane nad tym samym ciatem sa
izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy je, = je,

TWIERDZENIE 4.4 ([2, PROPOSITION 1.4(A), STR. 45])

Krzywe dane za pomoca réwnania (4.4) (lub (4.3)) mozemy podzieli¢
w nastepujacy sposob:
Q@ Krzywa E jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy A # 0 (czyli E
Jest krzywa eliptyczna),

© Krzywa E ma tylko jeden punkt osobliwy — wezet wtedy i tylko
wtedy, gdy A =07 A0 (lubcy #0),
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Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
Szczegélne przypadki Redukcja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

TWIERDZENIE 4.3 ([2, PROPOSITION 1.4(B), STR. 45])

Dwie krzywe eliptyczne E;, E; zadane nad tym samym ciatem sa
izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy je, = je,

TWIERDZENIE 4.4 ([2, PROPOSITION 1.4(A), STR. 45])

Krzywe dane za pomoca réwnania (4.4) (lub (4.3)) mozemy podzieli¢
w nastepujacy sposob:
Q@ Krzywa E jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy A # 0 (czyli E
Jest krzywa eliptyczna),
© Krzywa E ma tylko jeden punkt osobliwy — wezet wtedy i tylko
wtedy, gdy A =07 A0 (lubcy #0),

© Krzywa E ma tylko jeden punkt osobliwy — ostrze wtedy i tylko
wtedy, gdy A=0iA=0 (lubcy =0).
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x3 — ostrze

=

x3 4+ x? - wezet

vy’ =



Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczng zadana réwnaniem Weierstrassa:

E: y?+ aixy + asy = x> + apx® + agx + ae,



Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczng zadang réwnaniem Weierstrassa:

E: y?+ aixy + asy = x> + apx® + agx + ae,

gdzie a1,...,3 € Q.



Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczng zadang réwnaniem Weierstrassa:

E: y?+ aixy + asy = x> + apx® + agx + ae,

gdzie ai, ..., as € Q. Poprzez liniowa zamiane zmiennych zastapimy pare

(x,y) przez (u*x', u®y’),



Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model mini i ierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczng zadang réwnaniem Weierstrassa:
E: y?+ aixy 4+ asy = x> + aox® + asx + ag,
gdzie a1, ...,as € Q. Poprzez liniowg zamiane zmiennych zastapimy pare

(x,y) przez (u2x’, u3y’), gdzie u jest tak dobrane, by nowa krzywa E’
miata wspétczynniki aj = 2 catkowite.
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Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model
6 i R ja modulo ¢
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L—szereg krzywej eliptycznej nad Q

Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczng zadang réwnaniem Weierstrassa:
E: y?+ aixy 4+ asy = x> + aox® + asx + ag,

gdzie a1, ...,as € Q. Poprzez liniowg zamiane zmiennych zastapimy pare
(x,y) przez (u?x’, u3y’), gdzie u jest tak dobrane, by nowa krzywa E’
miata wspétczynniki aj = 2 catkowite.

Niech ¢ bedzie liczba pierwsza, oraz a € Q, a = = - (¢, gdzie
m,n € Z,n # 0 oraz £t mn.
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Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model
6 i R ja modulo ¢
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L—szereg krzywej eliptycznej nad Q

Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczng zadang réwnaniem Weierstrassa:
E: y?+ aixy 4+ asy = x> + aox® + asx + ag,

gdzie a1, ...,as € Q. Poprzez liniowg zamiane zmiennych zastapimy pare
(x,y) przez (u?x’, u3y’), gdzie u jest tak dobrane, by nowa krzywa E’
miata wspétczynniki aj = 2 catkowite.

Niech ¢ bedzie liczba pierwsza, oraz a € Q, a = = - (¢, gdzie
m,n € Z,n # 0 oraz £t mn. Zdefiniujmy ¢-adyczng waluacje v, na Q:

Vg(a):vz(%‘ﬂe) =ecZ.
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Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model
6 i R ja modulo ¢
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L—szereg krzywej eliptycznej nad Q

Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczng zadang réwnaniem Weierstrassa:
E: y?+ aixy 4+ asy = x> + aox® + asx + ag,

gdzie a1, ...,as € Q. Poprzez liniowg zamiane zmiennych zastapimy pare
(x,y) przez (u?x’, u3y’), gdzie u jest tak dobrane, by nowa krzywa E’
miata wspétczynniki aj = 2 catkowite.

Niech ¢ bedzie liczba pierwsza, oraz a € Q, a = = - (¢, gdzie
m,n € Z,n # 0 oraz £t mn. Zdefiniujmy ¢-adyczng waluacje v, na Q:

Vg(a):vz(%‘ﬂe) =ecZ.

Przyjmijmy, ze v, (0) = +co.
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Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna. Réwnanie Weierstrassa
o wspétczynnikach z Z, ktérego wyréznik A ma najmniejsza waluacje w ¢
nazywamy minimalnym réwnaniem dla krzywej E w /.




Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna. Réwnanie Weierstrassa
o wspétczynnikach z Z, ktérego wyréznik A ma najmniejsza waluacje w ¢
nazywamy minimalnym réwnaniem dla krzywej E w /.

Teraz podamy proste kryterium sprawdzania, czy dane réwnanie jest
minimalne.



Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna dana réwnaniem Weierstrassa
o wspofczynnikach z 7:




Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna dana réwnaniem Weierstrassa
o wspofczynnikach z 7:

Q@ Jesli vy (A) < 12, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.




Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna dana réwnaniem Weierstrassa
o wspofczynnikach z 7:

Q@ Jesli vy (A) < 12, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.
© Jesli vy (cq4) < 4, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.




Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna dana réwnaniem Weierstrassa
o wspofczynnikach z 7:

Q@ Jesli vy (A) < 12, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.
© Jesli vy (cq4) < 4, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.
@ Jesli vy (¢cg) < 6, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.




Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna dana réwnaniem Weierstrassa
o wspofczynnikach z 7:

Q@ Jesli vy (A) < 12, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.
© Jesli vy (cq4) < 4, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.
@ Jesli vy (¢cg) < 6, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.




Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna dana réwnaniem Weierstrassa
o wspofczynnikach z 7:

Q@ Jesli vy (A) < 12, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.
© Jesli vy (cq4) < 4, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.

@ Jesli vy (¢cg) < 6, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.

Wynika ze wzoréw (4.5).




Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
Szczegélne przypadki Redukcja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

FAKT 4.6

Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna dana réwnaniem Weierstrassa
o wspéfczynnikach z Z.:

Q Jesli vy (A) < 12, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.
Q@ Jesli vy (cs) < 4, to réwnanie krzywej E jest minimalne w £.

@ Jesli vy (cs) < 6, to réwnanie krzywej E jest minimalne w /.

PRroOOF.
Wynika ze wzoréw (4.5).

DEFINICIA 4.7

Réwnanie Weierstrassa krzywej E/Q o wspbtczynnikach z Z, ktérej
wyréznik A ma najmniejszg waluacje w kazdej liczbie pierwszej,
nazywamy globalnym réwnaniem minimalnym dla krzywej E.
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Niech krzywa E/Q bedzie zadana przez globalne réwnanie minimalne:

E : y2 + aixy + a3y = x3 + 32X2 + agx + a6. (4_6)



Niech krzywa E/Q bedzie zadana przez globalne réwnanie minimalne:

E : y2 + aixy + a3y = x3 + 32X2 + agx + a6. (4_6)

Mamy naturalne przeksztatcenie redukcji modulo ¢, rp: Z — Fy =7Z/¢,
przyporzadkowujace x — X.



Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
6 i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Niech krzywa E/Q bedzie zadana przez globalne réwnanie minimalne:
E: y2 + aixy + azy = X3+ 32X2 + agx + a6. (4_6)

Mamy naturalne przeksztatcenie redukcji modulo ¢, rp: Z — Fy =17Z/¥,
przyporzadkowujace x — X. Mozemy zatem wspdtczynniki réwnania (4.6)
zredukowa¢ modulo £ i otrzymamy krzywa o réwnaniu:
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Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
6 i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Niech krzywa E/Q bedzie zadana przez globalne réwnanie minimalne:
E: y2 + aixy + azy = X3+ 32X2 + agx + a6. (4_6)

Mamy naturalne przeksztatcenie redukcji modulo ¢, rp: Z — Fy =17Z/¥,
przyporzadkowujace x — X. Mozemy zatem wspdtczynniki réwnania (4.6)
zredukowa¢ modulo £ i otrzymamy krzywa o réwnaniu:

E: y2+‘§1xy+§3y:X3+§2X2+§4X+§6.
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Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
6 i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Niech krzywa E/Q bedzie zadana przez globalne réwnanie minimalne:
E: y2 + aixy + azy = X3+ 32X2 + agx + a6. (4_6)

Mamy naturalne przeksztatcenie redukcji modulo ¢, rp: Z — Fy =17Z/¥,
przyporzadkowujace x — X. Mozemy zatem wspdtczynniki réwnania (4.6)
zredukowa¢ modulo £ i otrzymamy krzywa o réwnaniu:

E: y2+‘§1xy+§3y:X3+§2X2+§4X+§6.

Krzywa E/]Fg nazywana jest redukcja krzywej £ w .
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Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczng i niech E bedzie redukcja krzywej E
modulo ¢ (dla minimalnego réwnania krzywej E).




Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczng i niech E bedzie redukcja krzywej E
modulo ¢ (dla minimalnego réwnania krzywej E). Wéwczas méwimy, ze
E ma:




Niech E/Q bedzie krzywa eliptycznga i niech E bedzie redukcja krzywej E
modulo ¢ (dla minimalnego réwnania krzywej E). Wéwczas méwimy, ze
E ma:

@ Dobra (stabilna) redukcje w ¢, gdy E jest nieosobliwa.




Niech E/Q bedzie krzywa eliptycznga i niech E bedzie redukcja krzywej E
modulo ¢ (dla minimalnego réwnania krzywej E). Wéwczas méwimy, ze
E ma:

@ Dobra (stabilna) redukcje w ¢, gdy E jest nieosobliwa.




Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
6 i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

DEFINICJA 4.8

Niech E/Q bedzie krzywa eliptycznga i niech E bedzie redukcja krzywej E
modulo ¢ (dla minimalnego réwnania krzywej E). Wéwczas méwimy, ze
E ma:

© Dobra (stabilng) redukcje w ¢, gdy E jest nieosobliwa.
© Zt3 redukcje w ¢, gdy E jest osobliwa.
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DEFINICJA 4.8

Niech E/Q bedzie krzywa eliptycznga i niech E bedzie redukcja krzywej E
modulo ¢ (dla minimalnego réwnania krzywej E). Wéwczas méwimy, ze
E ma:

© Dobra (stabilng) redukcje w ¢, gdy E jest nieosobliwa.
© Zt3 redukcje w ¢, gdy E jest osobliwa.
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Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
6 i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

DEFINICJA 4.8

Niech E/Q bedzie krzywa eliptycznga i niech E bedzie redukcja krzywej E
modulo ¢ (dla minimalnego réwnania krzywej E). Wéwczas méwimy, ze
E ma:

© Dobra (stabilng) redukcje w ¢, gdy E jest nieosobliwa.

© Zt3 redukcje w ¢, gdy E jest osobliwa. Rozrézniamy dwa rodzaje
ztej redukgji:
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Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
6 i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

DEFINICJA 4.8

Niech E/Q bedzie krzywa eliptycznga i niech E bedzie redukcja krzywej E
modulo ¢ (dla minimalnego réwnania krzywej E). Wéwczas méwimy, ze
E ma:

© Dobra (stabilng) redukcje w ¢, gdy E jest nieosobliwa.

© Zt3 redukcje w ¢, gdy E jest osobliwa. Rozrézniamy dwa rodzaje
ztej redukgji:

o zta addytywna redukcje (niestabilng) w ¢, gdy E ma ostrze,
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Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
6 i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

DEFINICJA 4.8

Niech E/Q bedzie krzywa eliptycznga i niech E bedzie redukcja krzywej E
modulo ¢ (dla minimalnego réwnania krzywej E). Wéwczas méwimy, ze
E ma:
© Dobra (stabilng) redukcje w ¢, gdy E jest nieosobliwa.
© Zt3 redukcje w ¢, gdy E jest osobliwa. Rozrézniamy dwa rodzaje
ztej redukgji:
o zt3 addytywna redukcje (niestabilng) w ¢, gdy E ma ostrze,
o zta multiplikatywna (semistabilng) redukcje w ¢, gdy E ma wezet.
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Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna dang minimalnym réwnaniem
Weierstrassa w ¢:

E: y? +aixy + asy = x° + apx® + agx + a.




Réwnanie Weierstrassa
Model mini i
Redukcja modulo ¢

Krzywa Freya

L—szereg krzywej eliptycznej nad Q

Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna dang minimalnym réwnaniem
Weierstrassa w ¢:

E: ¥y’ +aixy + asy = x> + apx® + agx + a.

Niech A bedzie wyréznikiem réwnania oraz c, obliczone zgodnie
z formuta (4.2).




Réwnanie Weierstrassa
Model mini i
Redukcja modulo ¢

Krzywa Freya

L—szereg krzywej eliptycznej nad Q

Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna dang minimalnym réwnaniem
Weierstrassa w ¢:

E: ¥y’ +aixy + asy = x> + apx® + agx + a.

Niech A bedzie wyréznikiem réwnania oraz c, obliczone zgodnie
z formuta (4.2). Wowczas E ma:
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TWIERDZENIE 4.9 ([2, PROPOSITION 5.1, STR. 180])

Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna dana minimalnym réwnaniem
Weierstrassa w ¢:

E: ¥y’ + aixy + azy = x> + &2x° + asx + 3.

Niech A bedzie wyréznikiem réwnania oraz c, obliczone zgodnie
z formuta (4.2). Woéwczas E ma:

@ Dobra redukcje w £ wtedy i tylko wtedy, gdy v; (A) = 0.
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Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
6 i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

TWIERDZENIE 4.9 ([2, PROPOSITION 5.1, STR. 180])

Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna dana minimalnym réwnaniem
Weierstrassa w ¢:

E: y2 + aixy + a3y = x3+ 32x2 + asx + ag.
Niech A bedzie wyréznikiem réwnania oraz c, obliczone zgodnie
z formuta (4.2). Woéwczas E ma:

@ Dobra redukcje w £ wtedy i tylko wtedy, gdy v; (A) = 0.

@ Multiplikatywna redukcje w ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy vy (A) >0
i Vy (C4) =0.
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TWIERDZENIE 4.9 ([2, PROPOSITION 5.1, STR. 180])

Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna dana minimalnym réwnaniem
Weierstrassa w ¢:

E: ¥y’ + aixy + azy = x> + &2x° + asx + 3.

Niech A bedzie wyréznikiem réwnania oraz c, obliczone zgodnie
z formuta (4.2). Woéwczas E ma:

@ Dobra redukcje w £ wtedy i tylko wtedy, gdy v; (A) = 0.

@ Multiplikatywna redukcje w ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy vy (A) >0
i Vy (C4) =0.

@ Addytywna redukcje w £ wtedy i tylko wtedy, gdy vy (A) > 0 oraz
vy (C4) > 0.
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Krzywa E nad ciatem Q nazywamy semistabilng, gdy dla kazdego /,
krzywa ta ma dobra lub multiplikatywna redukcje.




Krzywa E nad ciatem Q nazywamy semistabilng, gdy dla kazdego /,
krzywa ta ma dobra lub multiplikatywna redukcje.

Przewodnikiem krzywej E/Q nazywamy wielko$¢:

N =],
14

gdzie ¢ jest liczba pierwsza,




Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa
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6 i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
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DEFINICJA 4.10

Krzywa E nad ciatem Q nazywamy semistabilng, gdy dla kazdego /¢,
krzywa ta ma dobra lub multiplikatywna redukcje.

DEFINICJA 4.11

Przewodnikiem krzywej E/Q nazywamy wielko$¢:
N=T]]e",
¢

gdzie ¢ jest liczbg pierwsza,

o

gdy E ma dobra redukcje modulo ¢,

—

fo = gdy E ma multiplikatywna redukcje modulo 4,

gdy E ma addytywna redukcje modulo /.

WV
N
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Gerhard Frey w 1985 roku, jako pierwszy zasugerowat, ze istnienie
nietrywialnych rozwiazan problemu Fermata moze przeczy¢ hipotezie
Shimury, Taniyamy i Weila (o modularnosci).
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Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
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Gerhard Frey w 1985 roku, jako pierwszy zasugerowat, ze istnienie
nietrywialnych rozwigzan problemu Fermata moze przeczy¢ hipotezie
Shimury, Taniyamy i Weila (o modularnosci).

Frey rozwazat krzywa eliptyczng dang wzorem:
E:y? =x(x— A)(x+ B),

gdzie A+ B= Coraz A= aP, B=bP, C = cP, gdzie p > 5 jest liczba
pierwsza.

Dorota Blinkiewicz Wielkie Twierdzenie Fermata



Rozpatrzmy réwnanie:

aP + bP = cP, gdzie p jest liczba pierwsza, p > 5. (4.7)



Rozpatrzmy réwnanie:

aP + bP = cP, gdzie p jest liczba pierwsza, p > 5. (4.7)

Gdyby (a,b,c) = d # 1, to réwnanie (4.7) mozna by podzieli¢ stronami
przez dP i uzyskalibySmy réwnanie (a')P + (b')P = (¢)P, gdzie
(a',0,c")=1.



Rozpatrzmy réwnanie:

aP + bP = cP, gdzie p jest liczba pierwsza, p > 5. (4.7)

Gdyby (a,b,c) = d # 1, to réwnanie (4.7) mozna by podzieli¢ stronami
przez dP i uzyskalibySmy réwnanie (a')P + (b')P = (¢)P, gdzie
(&', b',c") = 1. Zatézmy zatem, ze (a,b,c) = 1.
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Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q
Rozpatrzmy réwnanie:
aP? + bP = cP, gdzie p jest liczba pierwsza, p > 5. (4.7)

Gdyby (a,b,c) = d # 1, to réwnanie (4.7) mozna by podzieli¢ stronami
przez dP i uzyskalibySmy réwnanie (a’)? + (b')P = (¢’)P, gdzie

(&', b',c") = 1. Zatézmy zatem, ze (a,b,c) = 1.

Przypusémy teraz, ze a, b, ¢ nie s3 parami wzglednie pierwsze. Niech na

przyktad (a, b) = d # 1. Rozwazmy redukcje modulo d réwnania (4.7).
Mamy:
ap+b =0(modd),

0
0(modd), sprzecznoé¢, bo (a, b,c) = 1.
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Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q
Rozpatrzmy réwnanie:
aP? + bP = cP, gdzie p jest liczba pierwsza, p > 5. (4.7)

Gdyby (a,b,c) = d # 1, to réwnanie (4.7) mozna by podzieli¢ stronami
przez dP i uzyskalibySmy réwnanie (a’)? + (b')P = (¢’)P, gdzie
(&', b, ') = 1. Zatdézmy zatem, ze (a,b,c) = 1.

Przypusémy teraz, ze a, b, ¢ nie s3 parami wzglednie pierwsze. Niech na
przyktad (a, b) = d # 1. Rozwazmy redukcje modulo d réwnania (4.7).
Mamy:

aP + bP =0(mod d),
c? =0(modd), sprzecznoéé, bo (a, b,c) = 1.

Zatem, mozemy zatozy¢, ze a, b, ¢ s parami wzglednie pierwsze.
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J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q
Rozpatrzmy réwnanie:
aP? + bP = cP, gdzie p jest liczba pierwsza, p > 5. (4.7)

Gdyby (a,b,c) = d # 1, to réwnanie (4.7) mozna by podzieli¢ stronami
przez dP i uzyskalibySmy réwnanie (a’)? + (b')P = (¢’)P, gdzie
(&', b, ') = 1. Zatdézmy zatem, ze (a,b,c) = 1.

Przypusémy teraz, ze a, b, ¢ nie s3 parami wzglednie pierwsze. Niech na
przyktad (a, b) = d # 1. Rozwazmy redukcje modulo d réwnania (4.7).
Mamy:

aP + bP =0(mod d),
c? =0(modd), sprzecznoéé, bo (a, b,c) = 1.
Zatem, mozemy zatozy¢, ze a, b, ¢ s parami wzglednie pierwsze.

Rozpatrzmy teraz redukcje modulo 2 réwnania (4.7).
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Rozpatrzmy réwnanie:
aP? + bP = cP, gdzie p jest liczba pierwsza, p > 5. (4.7)

Gdyby (a,b,c) = d # 1, to réwnanie (4.7) mozna by podzieli¢ stronami
przez dP i uzyskalibySmy réwnanie (a’)? + (b')P = (¢’)P, gdzie
(&', b, ') = 1. Zatdézmy zatem, ze (a,b,c) = 1.

Przypusémy teraz, ze a, b, ¢ nie s3 parami wzglednie pierwsze. Niech na
przyktad (a, b) = d # 1. Rozwazmy redukcje modulo d réwnania (4.7).
Mamy:

aP + bP =0(mod d),
c? =0(modd), sprzecznoéé, bo (a, b,c) = 1.
Zatem, mozemy zatozy¢, ze a, b, ¢ s parami wzglednie pierwsze.
Rozpatrzmy teraz redukcje modulo 2 réwnania (4.7).

Gdyby 2 1 abc, to mielibySmy 0 = 1 (mod 2), wiec bytaby sprzecznos¢.
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J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q
Rozpatrzmy réwnanie:
aP? + bP = cP, gdzie p jest liczba pierwsza, p > 5. (4.7)

Gdyby (a,b,c) = d # 1, to réwnanie (4.7) mozna by podzieli¢ stronami
przez dP i uzyskalibySmy réwnanie (a’)? + (b')P = (¢’)P, gdzie
(&', b, ') = 1. Zatdézmy zatem, ze (a,b,c) = 1.

Przypusémy teraz, ze a, b, ¢ nie s3 parami wzglednie pierwsze. Niech na
przyktad (a, b) = d # 1. Rozwazmy redukcje modulo d réwnania (4.7).
Mamy:

aP + bP =0(mod d),

c? =0(modd), sprzecznoéé, bo (a, b,c) = 1.

Zatem, mozemy zatozy¢, ze a, b, ¢ s parami wzglednie pierwsze.
Rozpatrzmy teraz redukcje modulo 2 réwnania (4.7).
Gdyby 2 1 abc, to mielibySmy 0 = 1 (mod 2), wiec bytaby sprzecznos¢.

Zatézmy zatem bez straty ogdlnosci, ze 2 | a.
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Rozpatrzmy teraz redukcje modulo 4 wyjsciowego réwnania.



Rozpatrzmy teraz redukcje modulo 4 wyjsciowego réwnania.

Wiemy, ze aP? = 0 (mod 4) oraz, ze liczby a, b, ¢ s3 wzglednie pierwsze,
mamy wiec
b=+1(mod4) i c =+1(mod4).



Rozpatrzmy teraz redukcje modulo 4 wyjsciowego réwnania.

Wiemy, ze aP? = 0 (mod 4) oraz, ze liczby a, b, ¢ s3 wzglednie pierwsze,
mamy wiec
b=+1(mod4) i c =+1(mod4).

Gdyby b=1(mod4) i c = —1(mod4), to otrzymamy

= —1(mod4) — sprzecznos¢.
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J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
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Rozpatrzmy teraz redukcje modulo 4 wyjsciowego réwnania.

Wiemy, ze aP? = 0 (mod 4) oraz, ze liczby a, b, ¢ s3 wzglednie pierwsze,
mamy wiec
b=+1(mod4) i c =+1(mod4).

Gdyby b=1(mod4) i c = —1(mod4), to otrzymamy

1=—-1(mod4) — sprzeczno$¢.

Analogicznie na odwrét. Tak wiec, b = ¢ = £1(mod 4).
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Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Rozpatrzmy teraz redukcje modulo 4 wyjsciowego réwnania.

Wiemy, ze aP? = 0 (mod 4) oraz, ze liczby a, b, ¢ s3 wzglednie pierwsze,
mamy wiec
b=+1(mod4) i c =+1(mod4).

Gdyby b=1(mod4) i c = —1(mod4), to otrzymamy

1=—-1(mod4) — sprzeczno$¢.

Analogicznie na odwrét. Tak wiec, b = ¢ = £1(mod 4).

Gdyby b = ¢ = —1(mod4), to podstawiajac za pare (b, c), pare
(=c,—b), otrzymamy: b= c = 1(mod4).
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J i R ja modulo £
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Rozpatrzmy teraz redukcje modulo 4 wyjsciowego réwnania.

Wiemy, ze aP? = 0 (mod 4) oraz, ze liczby a, b, ¢ s3 wzglednie pierwsze,
mamy wiec
b=+1(mod4) i c =+1(mod4).

Gdyby b=1(mod4) i c = —1(mod4), to otrzymamy

1=—-1(mod4) — sprzeczno$¢.

Analogicznie na odwrét. Tak wiec, b = ¢ = £1(mod 4).

Gdyby b = ¢ = —1(mod4), to podstawiajac za pare (b, c), pare
(=c,—b), otrzymamy: b= c = 1(mod4).

Z powyzszego wynika, ze bez straty ogdélno$ci mozemy zatozyé, ze a, b, ¢
s3 parami wzglednie pierwsze, 2 | a oraz b = ¢ = 1 (mod 4).
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Rozwazmy krzywa Freya (stowarzyszong z réwnaniem (4.7)), tj. krzywa
eliptyczna nad Q o réwnaniu Weierstrassa:



Rozwazmy krzywa Freya (stowarzyszong z réwnaniem (4.7)), tj. krzywa
eliptyczna nad Q o réwnaniu Weierstrassa:

E: y?=x(x—aP) (x4 bP) = x3 + (bP — aP) x* — aPbPx.



Rozwazmy krzywa Freya (stowarzyszong z réwnaniem (4.7)), tj. krzywa
eliptyczna nad Q o réwnaniu Weierstrassa:

E: y?= x(x—aP)(x+ b") = X3+ (bP — a")x2 — aPbPx.
Mamy:

31=a3=a6=0,
ap = bP — 4,

a, = —aPbP.



Jako, ze char Q = 0, mozemy uzy¢ wzoréw (4.1) oraz (4.2) i obliczyé A
oraz ¢.
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Jako, ze char Q = 0, mozemy uzy¢ wzoréw (4.1) oraz (4.2) i obliczy¢ A
oraz ¢.

by = 4(bP —aP),

b4 = —Zapbp,
b = 0,
bg = —a*Pb??,

A= —b3bg —8b; =

= 16a%Pb?P (bP — a")2 +6423Pp3P 3P =

= 1657 b% ((bF + &)} — 42PbP ) + 6427 b = 162 b %,
cy = b3 —24by =

=16 (b” — a”) + 48a°b° =

=16 (b* + a°® — 2aPbP + 3aPbP) = 16 (b* + a°P + abP).
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Niech ¢ bedzie liczba pierwsza.



Niech ¢ bedzie liczba pierwsza.
Jedli £1 A, to krzywa E z twierdzenia 4.9 ma dobra redukcje modulo £.



Niech ¢ bedzie liczba pierwsza.
Jedli £1 A, to krzywa E z twierdzenia 4.9 ma dobra redukcje modulo £.

Warunek £t A jest réwnowazny warunkowi £ t abc.



Niech ¢ bedzie liczba pierwsza.
Jedli £1 A, to krzywa E z twierdzenia 4.9 ma dobra redukcje modulo £.
Warunek £t A jest réwnowazny warunkowi £ t abc.

Wykazemy teraz, ze gdy ¢ | abc, to krzywa E ma zta multiplikatywna
redukcje.
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Niech ¢ bedzie liczba pierwsza.
Jedli £1 A, to krzywa E z twierdzenia 4.9 ma dobra redukcje modulo £.
Warunek £t A jest rbwnowazny warunkowi ¢ { abc.

Wykazemy teraz, ze gdy ¢ | abc, to krzywa E ma zta multiplikatywna
redukcje.

Dokonajmy najpierw liniowej zamiany zmiennych:
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Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Niech ¢ bedzie liczba pierwsza.
Jedli £1 A, to krzywa E z twierdzenia 4.9 ma dobra redukcje modulo £.
Warunek £t A jest rbwnowazny warunkowi ¢ { abc.

Wykazemy teraz, ze gdy ¢ | abc, to krzywa E ma zta multiplikatywna
redukcje.

Dokonajmy najpierw liniowej zamiany zmiennych:

x =4X,
y =8Y +4X.
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Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Niech ¢ bedzie liczba pierwsza.
Jedli £1 A, to krzywa E z twierdzenia 4.9 ma dobra redukcje modulo £.
Warunek £t A jest rbwnowazny warunkowi ¢ { abc.

Wykazemy teraz, ze gdy ¢ | abc, to krzywa E ma zta multiplikatywna
redukcje.

Dokonajmy najpierw liniowej zamiany zmiennych:

x =4X,
y =8Y +4X.

(8Y +4X)* = 64X3 + (—aP + bP) 16X? — aPbP4X,
64Y2 +64XY = 64X3 4 (bP — aP — 1)16X? — aPbP4AX,
(bP—a—1),, aPbP

2 _v3
Y24 XY = X3 + Z X
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(bP _
ap
4 - 1)
X2
- aP bP
16

E' -
S Y2
XY
=X3+
X
(4.8)



(bP —af — l)X2 _aPbP

/. 2 IRV
E': Y 4+ XY =X+ 2 6

X, (48)

Uzyskaliémy krzywa E’ izomorficzna z E nad Q.



(bP—aP—1) , aPbP
4 X 16

E': Y24 XY =x3+ X. (4.8)

Uzyskaliémy krzywa E’ izomorficzna z E nad Q.

Wspétczynniki krzywej E’ s3 catkowite, wynika to z przyjetych zatozer
(2| aoraz b=1(mod4)).



P _ ap _ P P
Eyipxy— x4 8 : 1))<2—"”lgx. (4.8)

Uzyskaliémy krzywa E’ izomorficzna z E nad Q.

Wspétczynniki krzywej E’ sa catkowite, wynika to z przyjetych zatozen
(2| aoraz b=1(mod4)). Ze wzordw (4.5) mamy:



P _ ap _ P P
Eyipxy— x4 8 : 1)xz—‘;’lgx. (4.8)

Uzyskaliémy krzywa E’ izomorficzna z E nad Q.
Wspétczynniki krzywej E’ sa catkowite, wynika to z przyjetych zatozen
(2| aoraz b=1(mod4)). Ze wzordw (4.5) mamy:

A/ _ 2—832pb2pc2p’

:ﬁ

= ;—: = b% + 2%P + aPbP.



Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q
P—af -1 aPbP
1.oy\2 5, (b 2
E': Y24 XY =X+ x2 -2 x. (4.8)

4 16

Uzyskaliémy krzywa E’ izomorficzna z E nad Q.

Wspétczynniki krzywej E’ s3 catkowite, wynika to z przyjetych zatozen
(2| aoraz b=1(mod4)). Ze wzordw (4.5) mamy:

A

r_ = _ ~—=8_2p12p 2p
A —212—2 a“PbPcP,
c = E:bz”+a2”+apbp
4 24 '

Sprawdzimy teraz, czy (4.8) jest réwnaniem minimalnym krzywej E dla
kazdej liczby £.
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Jedli £t abc, to jest oczywistym, ze réwnanie krzywej E’ jest minimalne
dla E.



Jedli £t abc, to jest oczywistym, ze réwnanie krzywej E’ jest minimalne
dla E.

Jesli 0| abc, to z tego, ze a, b, ¢ s3 parami wzglednie pierwsze wynika, ze
¢ dzieli tylko jedng spo$rdd nich.



Jedli £t abc, to jest oczywistym, ze réwnanie krzywej E’ jest minimalne
dla E.

Jesli 0| abc, to z tego, ze a, b, ¢ s3 parami wzglednie pierwsze wynika, ze
¢ dzieli tylko jedng spo$rdd nich.
Q Zatézmy, ze £ | a. Wykazemy, ze £ 1 cj.



Jedli £t abc, to jest oczywistym, ze réwnanie krzywej E’ jest minimalne
dla E.

Jesli 0| abc, to z tego, ze a, b, ¢ s3 parami wzglednie pierwsze wynika, ze
¢ dzieli tylko jedng spo$rdd nich.
Q Zatézmy, ze £ | a. Wykazemy, ze £ 1 cj.



Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Jedli £t abc, to jest oczywistym, ze réwnanie krzywej E’ jest minimalne

dla E.

Jedli £ | abc, to z tego, ze a, b, ¢ sa parami wzglednie pierwsze wynika, ze

{ dzieli tylko jedna sposrdd nich.

Q Zatézmy, ze ¢ | a. Wykazemy, ze £ { c;.

Przypus¢my, ze £ | (b?P + a?P + aPbP), ale poniewaz ¢ | a mamy, ze
] (a®f + aPbP), stad £ | b? — sprzecznoé¢, bo a, b, ¢ s3 parami
wzglednie pierwsze.

© Analogicznie jak wyzej dowodzimy, gdy /¢ | b.
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Wielkie Twierdzenie Fermata
Uwagi ogélne

Réwnanie Weierstrassa
Model minimalny réwnania Weierstrassa

R ja modulo ¢

Krzywe eliptyczne
Bardzo krétko o formach modularnych

Krzywa Freya
L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Jedli £t abc, to jest oczywistym, ze réwnanie krzywej E’ jest minimalne

dla E.

Jedli £ | abc, to z tego, ze a, b, ¢ sa parami wzglednie pierwsze wynika, ze

{ dzieli tylko jedna sposrdd nich.

Q Zatézmy, ze ¢ | a. Wykazemy, ze £ { c;.
Przypus¢my, ze £ | (b?P + a?P + aPbP), ale poniewaz ¢ | a mamy, ze
] (a®f + aPbP), stad £ | b? — sprzecznoé¢, bo a, b, ¢ s3 parami

wzglednie pierwsze.

© Analogicznie jak wyzej dowodzimy, gdy /¢ | b.

@ Zatézmy, ze £ | c. Wykazemy, ze L1 cj.

Dorota Blinkiewicz
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Wielkie Twierdzenie Fermata
Uwagi ogélne

Réwnanie Weierstrassa
Model minimalny réwnania Weierstrassa

R ja modulo ¢

Krzywe eliptyczne
Bardzo krétko o formach modularnych

Krzywa Freya
L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Jedli £t abc, to jest oczywistym, ze réwnanie krzywej E’ jest minimalne

dla E.

Jedli £ | abc, to z tego, ze a, b, ¢ sa parami wzglednie pierwsze wynika, ze

{ dzieli tylko jedna sposrdd nich.

Q Zatézmy, ze ¢ | a. Wykazemy, ze £ { c;.
Przypus¢my, ze £ | (b?P + a?P + aPbP), ale poniewaz ¢ | a mamy, ze
] (a®f + aPbP), stad £ | b? — sprzecznoé¢, bo a, b, ¢ s3 parami

wzglednie pierwsze.

© Analogicznie jak wyzej dowodzimy, gdy /¢ | b.

@ Zatézmy, ze £ | c. Wykazemy, ze L1 cj.

Dorota Blinkiewicz
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Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Jedli £t abc, to jest oczywistym, ze réwnanie krzywej E’ jest minimalne
dla E.

Jedli £ | abc, to z tego, ze a, b, ¢ sa parami wzglednie pierwsze wynika, ze
{ dzieli tylko jedna sposrdd nich.
Q Zatézmy, ze ¢ | a. Wykazemy, ze £ { c;.
Przypus¢my, ze £ | (b?P + a?P + aPbP), ale poniewaz ¢ | a mamy, ze
] (a®f + aPbP), stad £ | b? — sprzecznoé¢, bo a, b, ¢ s3 parami
wzglednie pierwsze.

© Analogicznie jak wyzej dowodzimy, gdy /¢ | b.

@ Zatézmy, ze £ | c. Wykazemy, ze L1 cj.
Przypusémy, ze:

A (bzp +a%P + apbp) = ((bp + a”)2 — a"b”) = (c2p — apbp) ,

ale jako ze £ | c mamy, ze £ | c®P, stad | aPbP — sprzeczno$¢, bo
a, b, ¢ s3 parami wzglednie pierwsze.
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Z faktu 4.6 mamy, ze réwnanie (4.8) jest réwnaniem minimalnym
krzywej E,



Z faktu 4.6 mamy, ze réwnanie (4.8) jest réwnaniem minimalnym
krzywej E, natomiast z twierdzenia 4.9 mamy, ze dla kazdej liczby
pierwszej £ | abc, krzywa E ma zta multiplikatywna redukcje w £.



Z faktu 4.6 mamy, ze réwnanie (4.8) jest réwnaniem minimalnym
krzywej E, natomiast z twierdzenia 4.9 mamy, ze dla kazdej liczby
pierwszej £ | abc, krzywa E ma zta multiplikatywna redukcje w £.

Zatem krzywa ta jest semistabilna.



Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L —szereg krzywej eliptycznej nad Q

Nastepnym waznym momentem byto udowodnienie w 1986 roku, przez
Kena Ribeta — Hipotezy ¢ Serre’a, spowodowato to sprowadzenie
problemu Fermata do udowodnienia hipotezy Shimury, Taniyamy

i Weila (o modularnosci) dla krzywych eliptycznych semistabilnych.
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Jak wiemy szeregiem Dirichleta nazywamy szereg postaci:



Jak wiemy szeregiem Dirichleta nazywamy szereg postaci:

f(s)=2¥, a(n)eC,seC.

n>1



Jak wiemy szeregiem Dirichleta nazywamy szereg postaci:

f(s):zy, a(n)eC,seC.

Najprostszym przyktadem szeregu Dirichleta jest funkcja dzeta Riemanna:



Jak wiemy szeregiem Dirichleta nazywamy szereg postaci:

f(s):zy, a(n)eC,seC.

Najprostszym przyktadem szeregu Dirichleta jest funkcja dzeta Riemanna:

f(s)= Zn_s.

n>1



L—szeregiem krzywej eliptycznej E zdefiniowanej nad Q nazywamy
szereg postaci:




L—szeregiem krzywej eliptycznej E zdefiniowanej nad Q nazywamy
szereg postaci:

1
LEs= ]I 1—a,p=* +pt=s 11 1—ap‘s_zn5’

p dobrej redukcji p ztej redukcji n>1




Réwnanie Weierstrassa
Model mini i
Redukcja modulo ¢

Krzywa Freya

L—szereg krzywej eliptycznej nad Q

L—szeregiem krzywej eliptycznej E zdefiniowanej nad Q nazywamy
szereg postaci:

1
L(E,s)= H 1_app—s+p1—s H 1—2a p—S_;nS’

p dobrej redukgji p ztej redukcji

gdzie p przebiega liczby pierwsze, mamy:




Wielkie Twierdzenie Fermata Réwnanie Weierstrassa

Uwagi ogélne Model minimalny réwnania Weierstrassa
J i R ja modulo £
Krzywe eliptyczne Krzywa Freya
Bardzo krétko o formach modularnych L—szereg krzywej eliptycznej nad Q

DEFINICJA 4.12

L—szeregiem krzywej eliptycznej E zdefiniowanej nad Q nazywamy
szereg postaci:

1
te= T e I =2

1
p dobrej redukgji p ztej redukgcji n>1

gdzie p przebiega liczby pierwsze, mamy:

p+1—#E(F,), gdy E ma dobra redukcje w p,
ap=+<¢1V —1, gdy E ma zta multiplikatywna redukcje w p,
0, gdy E ma addytywna redukcje w p,
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dar>1




dar>1

5 {apapr — pay—1, gdy E ma dobrg redukcje w p,
pr+1 =

aptt, gdy E ma zt3 redukcje w p,




dar>1

5 apapr — pap—1, gdy E ma dobra redukcje w p,
L=
i aptt, gdy E ma zt3 redukcje w p,
1, gdy n=1,

ap, gdyn=p,

ap+, gdyn=ptr>1,

aka;, gdy n=lkoraz (/,k) =1.







Niech h oznacza gérna poétptaszczyzne zespolona:

h={z=x+1iy: x,y,e R,y > 0}.



Niech h oznacza gérna poétptaszczyzne zespolona:
h={z=x+1iy: x,y,e R,y > 0}.

Niech SL; (Z) bedzie grupa macierzy 2 x 2 o catkowitych
wspdtczynnikach i o wyznaczniku réwnym 1.



Wielkie Twierdzenie Fermata

Uwagi ogélne Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila
Szczegoélne przypadki Twierdzenie Wilesa i Taylora
Krzywe eliptyczne Wielkie Twierdzenie Fermata

Bardzo krétko o formach modularnych

Niech b oznacza gérna pétptaszczyzne zespolona:
hi={z=x+iy: x,y,e R,y >0}.

Niech SL; (Z) bedzie grupa macierzy 2 x 2 o catkowitych
wspoiczynnikach i o wyznaczniku réwnym 1. Grupe SLy(Z) nazywamy
petna grupa modularng (ang. full modular group) i oznaczamy I'(1).
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Wielkie Twierdzenie Fermata

Uwagi ogélne Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila
Szczegoélne przypadki Twierdzenie Wilesa i Taylora
Krzywe eliptyczne Wielkie Twierdzenie Fermata

Bardzo krétko o formach modularnych

Niech b oznacza gérna pétptaszczyzne zespolona:
hi={z=x+iy: x,y,e R,y >0}.

Niech SL; (Z) bedzie grupa macierzy 2 x 2 o catkowitych
wspoiczynnikach i o wyznaczniku réwnym 1. Grupe SLy(Z) nazywamy
petna grupa modularng (ang. full modular group) i oznaczamy I'(1).
Woéwczas grupa (1) dziata na b w nastepujacy sposéb:
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Wielkie Twierdzenie Fermata
Uwagi ogélne Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila
Szczegoélne przypadki Twierdzenie Wilesa i Taylora
Krzywe eliptyczne Wielkie Twierdzenie Fermata
Bardzo krétko o formach modularnych

Niech b oznacza gérna pétptaszczyzne zespolona:
hi={z=x+iy: x,y,e R,y >0}.

Niech SL; (Z) bedzie grupa macierzy 2 x 2 o catkowitych
wspoiczynnikach i o wyznaczniku réwnym 1. Grupe SLy(Z) nazywamy
petna grupa modularng (ang. full modular group) i oznaczamy I'(1).
Woéwczas grupa (1) dziata na b w nastepujacy sposéb:

az+b a b
= | = [(1).
vz cz+d'd37 (c d)e (1)
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Wielkie Twierdzenie Fermata

Uwagi ogélne Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila
Szczegoélne przypadki Twierdzenie Wilesa i Taylora
Krzywe eliptyczne Wielkie Twierdzenie Fermata

Bardzo krétko o formach modularnych

Niech b oznacza gérna pétptaszczyzne zespolona:
hi={z=x+iy: x,y,e R,y >0}.

Niech SL; (Z) bedzie grupa macierzy 2 x 2 o catkowitych
wspoiczynnikach i o wyznaczniku réwnym 1. Grupe SLy(Z) nazywamy
petna grupa modularng (ang. full modular group) i oznaczamy I'(1).
Woéwczas grupa (1) dziata na b w nastepujacy sposéb:

az+b a b
= | = [(1).
vz cz+d'd37 (c d)e (1)

Przez h* bedziemy oznaczac:

h* :=hUQU {oc}.
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Dziatanie grupy ' (1) mozna rozszerzy¢é w nastepujacy sposéb na h*.



Dziatanie grupy ' (1) mozna rozszerzy¢é w nastepujacy sposéb na h*.

Niech v = (25) e F(1):



Dziatanie grupy ' (1) mozna rozszerzy¢é w nastepujacy sposéb na h*.

Niech v = (25) e F(1):
(a Z) 00 = ;, gdzie ¢ # 0,

G 3
0 d o0 = 00,

a b\r ar+bs .
(C d) ; = m, gdZIe (r,s) =1.



Dziatanie grupy ' (1) mozna rozszerzy¢é w nastepujacy sposéb na h*.

Niech v = (25) e F(1):

(i ) = ,gd2|ec;£0
i)~

ar + bs

r .
) s oids gdzie (r,s) =1.

/\
Q o

Zauwazmy, ze vy (— d) =



Dziatanie grupy ' (1) mozna rozszerzy¢é w nastepujacy sposéb na h*.
Niech v = (25) e F(1):
a b a .
(c d)oo—— gdzie ¢ # 0,

C'

(5 <)
0 d)>*°=°%

a b\r ar+bs )
(C d) ; = m, glee (r,s) =1.

d

Zauwazmy, ze v (—<) = occ.

Zbiér Q U {00} nazywamy ostrzami.



Wielkie Twierdzenie Fermata

Uwagi ogélne Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila
Szczegoélne przypadki Twierdzenie Wilesa i Taylora
Krzywe eliptyczne Wielkie Twierdzenie Fermata

Bardzo krétko o formach modularnych

Dziatanie grupy ' (1) mozna rozszerzy¢é w nastepujacy sposéb na h*.

Niech v = (25) e (1):
a b a .
(c d> 00 = -, gdzie ¢ # 0,

(3 3
0 d)>*°=°%

a b\r ar+bs
L_2rebs i —1
(c d) s cr+ds’ gdzie (r.s)
Zauwazmy, ze v (—¢) = cc.

Zbiér Q U {oo} nazywamy ostrzami.

Niech N € N. Okreslimy jedng z podgrup kongruencji poziomu N:
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Wielkie Twierdzenie Fermata
Uwagi ogélne Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila
Szczegoélne przypadki Twierdzenie Wilesa i Taylora
Krzywe eliptyczne Wielkie Twierdzenie Fermata
Bardzo krétko o formach modularnych

Dziatanie grupy ' (1) mozna rozszerzy¢é w nastepujacy sposéb na h*.

Niech v = (25) e (1):
a b
c d)™®
a b
(0 d)oo:oo,

a b\r ar+bs
TN oy —1.
(c d) ST o ids gdzie (r,s)

g, gdzie ¢ # 0,

Zauwazmy, ze v (—¢) = cc.
Zbiér Q U {oo} nazywamy ostrzami.

Niech N € N. Okreslimy jedng z podgrup kongruencji poziomu N:

Mo (N) = {7:@ Z)eru); N|c}.
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Niech k € N. Niech f bedzie funkcja funkcja holomorficzng f : §h — C,
ktéra sie “zachowuje catkiem przyzwoicie” wzgledem dziatania grupy
Fo(N), tzn. funkcja spetniajaca nastepujacy warunek:



Niech k € N. Niech f bedzie funkcja funkcja holomorficzng f : §h — C,
ktéra sie “zachowuje catkiem przyzwoicie” wzgledem dziatania grupy
Fo(N), tzn. funkcja spetniajaca nastepujacy warunek:

V= (f’: Z) cTo(N)Vzeh: f(yz) = (cz+ d)*f(2).



Wielkie Twierdzenie Fermata

Uwagi ogélne Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila
Szczegoélne przypadki Twierdzenie Wilesa i Taylora
Krzywe eliptyczne Wielkie Twierdzenie Fermata

Bardzo krétko o formach modularnych

Niech k € N. Niech f bedzie funkcja funkcja holomorficzng f : h — C,
ktdra sie “zachowuje catkiem przyzwoicie” wzgledem dziatania grupy
Mo(N), tzn. funkcja spetniajaca nastepujacy warunek:

Yy = (i Z) eTo(N)Vzeb: f(yz) = (cz+ d)*f(2).

Zauwazmy, ze (§1) € [o(N), zatem f(z) = f(z + 1) dla kazdego z € b.
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Wielkie Twierdzenie Fermata

Uwagi ogélne Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila
Szczegoélne przypadki Twierdzenie Wilesa i Taylora
Krzywe eliptyczne Wielkie Twierdzenie Fermata

Bardzo krétko o formach modularnych

Niech k € N. Niech f bedzie funkcja funkcja holomorficzng f : h — C,
ktdra sie “zachowuje catkiem przyzwoicie” wzgledem dziatania grupy
Mo(N), tzn. funkcja spetniajaca nastepujacy warunek:

Yy = (i Z) eTo(N)Vzeb: f(yz) = (cz+ d)*f(2).

Zauwazmy, ze (§1) € [o(N), zatem f(z) = f(z + 1) dla kazdego z € b.
Mozemy ja wiec rozwingé w szereg Fouriera:

f(z) = i ane®™ ",

n=—oo
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Wielkie Twierdzenie Fermata
Uwagi ogélne Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila
Szczegoélne przypadki Twierdzenie Wilesa i Taylora
Krzywe eliptyczne Wielkie Twierdzenie Fermata
Bardzo krétko o formach modularnych

Niech k € N. Niech f bedzie funkcja funkcja holomorficzng f : h — C,
ktdra sie “zachowuje catkiem przyzwoicie” wzgledem dziatania grupy
Mo(N), tzn. funkcja spetniajaca nastepujacy warunek:

Yy = (i Z) eTo(N)Vzeb: f(yz) = (cz+ d)*f(2).

Zauwazmy, ze (§1) € [o(N), zatem f(z) = f(z + 1) dla kazdego z € b.
Mozemy ja wiec rozwingé w szereg Fouriera:

f(z) = i ane®™ ",

n=—oo

Méwimy, ze funkcja f jest holomorficzna w nieskonczonosci, gdy
a,=0,dlan<0,
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Niech k € N. Niech f bedzie funkcja funkcja holomorficzng f : h — C,
ktdra sie “zachowuje catkiem przyzwoicie” wzgledem dziatania grupy
Mo(N), tzn. funkcja spetniajaca nastepujacy warunek:

Yy = (i Z) eTo(N)Vzeb: f(yz) = (cz+ d)*f(2).

Zauwazmy, ze (§1) € [o(N), zatem f(z) = f(z + 1) dla kazdego z € b.
Mozemy ja wiec rozwingé w szereg Fouriera:

[°]
flz)= > a,e¥™.
n=—oo

Méwimy, ze funkcja f jest holomorficzna w nieskonczonosci, gdy
a, =0, dla n < 0, natomiast méwimy, ze funkcja f znika
w nieskonczonosci, gdy a, =0 dla n < 0.
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Forma modularna wagi k poziomu N nazywamy funkcje j.w., ktéra
jest holomorficzna na h*.




Forma modularna wagi k poziomu N nazywamy funkcje j.w., ktéra
jest holomorficzna na h*.

Forme modularna, ktéra znika we wszystkich ostrzach nazywamy forma
paraboliczng.
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DEFINICJA 5.1

Forma modularna wagi k poziomu N nazywamy funkcje j.w., ktéra
jest holomorficzna na h*.

Forme modularng, ktéra znika we wszystkich ostrzach nazywamy forma
paraboliczna.

Przez Mi(N) (odp. Sk(N)) bedziemy oznacza¢ zbiér form modularnych
(odp. parabolicznych) poziomu N wagi k
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DEFINICJA 5.1

Forma modularna wagi k poziomu N nazywamy funkcje j.w., ktéra
jest holomorficzna na h*.

Forme modularng, ktéra znika we wszystkich ostrzach nazywamy forma
paraboliczna.

Przez Mi(N) (odp. Sk(N)) bedziemy oznacza¢ zbiér form modularnych
(odp. parabolicznych) poziomu N wagi k

Nas beda interesowaty formy wagi 2.
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DEFINICJA 5.1

Forma modularna wagi k poziomu N nazywamy funkcje j.w., ktéra
jest holomorficzna na h*.

Forme modularng, ktéra znika we wszystkich ostrzach nazywamy forma
paraboliczna.

Przez Mi(N) (odp. Sk(N)) bedziemy oznacza¢ zbiér form modularnych
(odp. parabolicznych) poziomu N wagi k

Nas beda interesowaty formy wagi 2.

FAKT 5.2

Ma(N) jest skoriczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad C.

Dorota Blinkiewicz Wielkie Twierdzenie Fermata



Wielkie Twierdzenie Fermata

Uwagi ogélne Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila
Szczegoélne przypadki Twierdzenie Wilesa i Taylora
Krzywe eliptyczne Wielkie Twierdzenie Fermata

Bardzo krétko o formach modularnych

DEFINICIA 5.1
Forma modularna wagi k poziomu N nazywamy funkcje j.w., ktéra
jest holomorficzna na h*.

Forme modularng, ktéra znika we wszystkich ostrzach nazywamy forma
paraboliczna.

Przez Mi(N) (odp. Sk(N)) bedziemy oznacza¢ zbiér form modularnych
(odp. parabolicznych) poziomu N wagi k

Nas beda interesowaty formy wagi 2.

FAKT 5.2

Ma(N) jest skoriczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad C.
S2(N) jest podprzestrzenia przestrzeni Ma(N).
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Jesli M | N, to mamy zanurzenie S;(M) C Sy(N): dla f € Sy(M), mamy
f(z) = F((N/M)z) dla kazdego z € h* oraz f € Sy(N).
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Jesli M | N, to mamy zanurzenie S;(M) C Sy(N): dla f € Sy(M), mamy
f(z) = F((N/M)z) dla kazdego z € h* oraz f € Sy(N).

Forme f € S;(N) nazywamy formg starg, gdy nalezy do powtoki liniowej
generowanej przez obrazy wszystkich podprzestrzeni S;(M) dla kazdego
M | N przy zanurzeniu okreslonym j.w.
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Jesli M | N, to mamy zanurzenie S;(M) C Sy(N): dla f € Sy(M), mamy
f(z) = F((N/M)z) dla kazdego z € h* oraz f € Sy(N).

Forme f € S;(N) nazywamy formg starg, gdy nalezy do powtoki liniowej
generowanej przez obrazy wszystkich podprzestrzeni S;(M) dla kazdego
M | N przy zanurzeniu okreslonym j.w.

Forme f € S3(N) nazywamy forma nowa, gdy nalezy do dopetnienia
ortogonalnego wzgledem iloczynu skalarnego Peterssona form starych.
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Dla kazdego n € N takiego, ze (n, N) = 1, Hecke okreélit przeksztatcenie
liniowe, zwane dzisiaj operatorem Hecke’go T, : S3(N) — Sa(N).



Dla kazdego n € N takiego, ze (n, N) = 1, Hecke okreélit przeksztatcenie
liniowe, zwane dzisiaj operatorem Hecke’go T, : S;(N) — Sy(N).
Operatory Hecke'go s3 przemienne oraz dla (n, m) = 1, mamy
Tom=Tho Th.
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Dla kazdego n € N takiego, ze (n, N) = 1, Hecke okredlit przeksztatcenie
liniowe, zwane dzisiaj operatorem Hecke'go T, : S;(N) — Sy(N).
Operatory Hecke'go s3 przemienne oraz dla (n, m) = 1, mamy

Tom = Tho Tp.

Interesuja nas wektory wtasne, ktére s3 wektorami wtasnymi dla kazdego
n, tzn. takie formy f € S;(N), ze:

Ta(f) = Auf, dla kazdego n, (n,N) = 1.
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Dla kazdego n € N takiego, ze (n, N) = 1, Hecke okreslit przeksztatcenie
liniowe, zwane dzisiaj operatorem Hecke'go T, : S;(N) — Sy(N).
Operatory Hecke'go s3 przemienne oraz dla (n, m) = 1, mamy

Tom = Tho Tp.

Interesuja nas wektory wtasne, ktére s3 wektorami wtasnymi dla kazdego
n, tzn. takie formy f € S;(N), ze:

Ta(f) = Auf, dla kazdego n, (n,N) = 1.

Takie wektory wtasne nazywamy formami wtasnymi.
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Dla kazdego n € N takiego, ze (n, N) = 1, Hecke okreslit przeksztatcenie
liniowe, zwane dzisiaj operatorem Hecke'go T, : S;(N) — Sy(N).
Operatory Hecke'go s3 przemienne oraz dla (n, m) = 1, mamy

Tom= Tho Th.

Interesuja nas wektory wtasne, ktére s3 wektorami wtasnymi dla kazdego
n, tzn. takie formy f € S;(N), ze:

Ta(f) = Auf, dla kazdego n, (n,N) = 1.

Takie wektory wtasne nazywamy formami wtasnymi.

Zatem przypomnijmy dla f € Sy(N), f ma rozwiniecie w szereg Fouriera
postaci:

oo
f(Z) _ Z Cne27rinz
n=1
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Niech E bedzie krzywa eliptyczna okreslona nad Q o przewodniku N.
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Niech E bedzie krzywa eliptyczna okreslong nad Q o przewodniku N.
Niech a, beda liczbami, ktére pojawiaja sie w L-szeregu krzywej E dla
kazdego n.
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Niech E bedzie krzywa eliptyczna okreslong nad Q o przewodniku N.
Niech a, beda liczbami, ktére pojawiaja sie w L-szeregu krzywej E dla
kazdego n. Wéwczas istnieje nowa forma paraboliczna wagi 2,
poziomu /,
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Niech E bedzie krzywa eliptyczna okreslong nad Q o przewodniku N.
Niech a, beda liczbami, ktére pojawiaja sie w L-szeregu krzywej E dla
kazdego n. Wéwczas istnieje nowa forma paraboliczna wagi 2,
poziomu N, ktéra jest forma wtasna,
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Niech E bedzie krzywa eliptyczna okreslong nad Q o przewodniku N.
Niech a, beda liczbami, ktére pojawiaja sie w L-szeregu krzywej E dla
kazdego n. Wéwczas istnieje nowa forma paraboliczna wagi 2,

poziomu N, ktéra jest forma wtasna, ktérej szereg Fouriera jest postaci

27in.
2n e,
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Niech E bedzie krzywa eliptyczna okreslong nad Q o przewodniku N.
Niech a, beda liczbami, ktére pojawiaja sie w L-szeregu krzywej E dla
kazdego n. Wéwczas istnieje nowa forma paraboliczna wagi 2,

poziomu N, ktéra jest forma wtasna, ktérej szereg Fouriera jest postaci
>on a,e®™Z tzn. kazda krzywa eliptyczna nad Q jest modularna.
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Kazda semistabilna krzywa eliptyczna nad Q jest modularna. l




Bardzo krotki szkic dowodu TWIERDZENIA:



Bardzo krotki szkic dowodu TWIERDZENIA:

Udowodnienie hipotezy e Serre’a przez K. Ribeta pozwolito pokazaé, ze
nie moze istnie¢ nietrywialne rozwigzanie réwnania x" + y" = z",
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Bardzo krotki szkic dowodu TWIERDZENIA:

Udowodnienie hipotezy e Serre’a przez K. Ribeta pozwolito pokazaé, ze
nie moze istnie¢ nietrywialne rozwiagzanie réwnania x" + y" = z", gdyz
jego istnienie spowodowatoby, ze istniataby semistabilna krzywa
eliptyczna — krzywa Freya,
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Udowodnienie hipotezy e Serre’a przez K. Ribeta pozwolito pokazaé, ze
nie moze istnie¢ nietrywialne rozwiagzanie réwnania x" + y" = z", gdyz
jego istnienie spowodowatoby, ze istniataby semistabilna krzywa
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Udowodnienie hipotezy e Serre’a przez K. Ribeta pozwolito pokazaé, ze
nie moze istnie¢ nietrywialne rozwiagzanie réwnania x" + y" = z", gdyz
jego istnienie spowodowatoby, ze istniataby semistabilna krzywa
eliptyczna — krzywa Freya, ktéra jest modularna, a wéwczas musiataby
istnie¢ nowa forma paraboliczna wtasna wagi 2, poziomu 2,
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Bardzo krotki szkic dowodu TWIERDZENIA:

Udowodnienie hipotezy e Serre’a przez K. Ribeta pozwolito pokazaé, ze
nie moze istnie¢ nietrywialne rozwiagzanie réwnania x" + y" = z", gdyz
jego istnienie spowodowatoby, ze istniataby semistabilna krzywa
eliptyczna — krzywa Freya, ktéra jest modularna, a wéwczas musiataby
istnie¢ nowa forma paraboliczna wtasna wagi 2, poziomu 2, a takich form
nie ma,
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Bardzo krotki szkic dowodu TWIERDZENIA:

Udowodnienie hipotezy e Serre’a przez K. Ribeta pozwolito pokazaé, ze
nie moze istnie¢ nietrywialne rozwiagzanie réwnania x" + y" = z", gdyz
jego istnienie spowodowatoby, ze istniataby semistabilna krzywa
eliptyczna — krzywa Freya, ktéra jest modularna, a wéwczas musiataby
istnie¢ nowa forma paraboliczna wtasna wagi 2, poziomu 2, a takich form
nie ma, wiec otrzymujemy sprzecznosc.

O

Dorota Blinkiewicz Wielkie Twierdzenie Fermata



Wielkie Twierdzenie Fermata
Uwagi ogélne Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila
Szczegoélne przypadki Twierdzenie Wilesa i Taylora
Krzywe eliptyczne Wielkie Twierdzenie Fermata
Bardzo krétko o formach modularnych

ZRODEA 1

[1] Autorstwa Nieznany -
https://web.archive.org/web/20191028044928 /http:/ /www-
groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/PictDisplay/Fermat.html, Domena
publiczna,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=36804

[2] Joseph H. Silverman, The Arithmetic of Elliptic Curves, Graduate
Texts in Mathematics 106, Springer-Verlag New York, Inc., 1986.

[3] Paulo Ribenboim, Wielkie twierdzenie Fermata dla laikdw,
z angielskiego przetozyt Jerzy Browkin, Wydawnictwo
Naukowo-Techniczne Warszawa, 2001.

[4] Fernando Q. Gouvéa, A Marvelous Proof, Amer. Math. Monthly 101,
1994, str. 203-222.

Dorota Blinkiewicz Wielkie Twierdzenie Fermata



[5] F. Diamond, J. Shurman, A first course in modular forms, Graduate
Texts in Mathematics 228, Springer Science-+Business Media, Inc.,
2005.



	Wielkie Twierdzenie Fermata
	Uwagi ogólne
	Szczególne przypadki
	n=4
	n=3
	Twierdzenie Kummera – 1847 r.

	Krzywe eliptyczne
	Równanie Weierstrassa
	Model minimalny równania Weierstrassa
	Redukcja modulo 
	Krzywa Freya
	L-szereg krzywej eliptycznej nad Q

	Bardzo krótko o formach modularnych
	Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila
	Twierdzenie Wilesa i Taylora
	Wielkie Twierdzenie Fermata


