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Naszyjnik wielkich matematykow
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Podstawowy przypadek

Ll
Dwdch ztodziei & % ukradio naszyjnik sktadajacy sie z
diamentéw * i szmaragdéw @.
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Podstawowy przypadek
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Ztodzieje sg uczciwi. Chcg pocigc naszyjnik sprawiedliwie, czyli
tak, aby kazdy mogt dostac te sama liczbe diamentéw i te samg
liczbe szmaragdow.
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Dwoch uczciwych ztodziei
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Dwoch uczciwych ztodziei
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Dwoch uczciwych ztodziei
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Dwoch uczciwych ztodziei
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Dwoch uczciwych ztodziei
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Dwoch uczciwych ztodziei
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Nie niszczmy ztotego tancuszka

Ztodzieje chcg przecigé naszyjnik w jak najmniejszej liczbie
miejsc.
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Definicja problemu

Dane:
@ Liczba ztodziei: 2

@ Naszyjnik: cigg sktadajacy sie z 2ny diamentow i 2,
szmaragdow

Szukane:
Minimalna liczba cie¢ potrzebna do sprawiedliwego podziatu
naszyjnika.
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Przyktad 1
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Przyktad 1
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Przyktad 1
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Przyktad 1
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Dwoch uczciwych ztodziei

Whiosek:
Czasami 2 ciecia sg konieczne.
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Dwoch uczciwych ztodziei

Whiosek:
Czasami 2 ciecia sg konieczne.

Pytanie:
Czy 2 ciecia zawsze wystarczg?
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Przyktad 2
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Przyktad 2
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Przyktad 2
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Przyktad 2
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Dwoch uczciwych ztodziei

Twierdzenie (Ch. H. Goldberg, D. B. West 1985)

Kazdy naszyjnik sktadajgcy sie z dwoch rodzajéw kamieni
mozna podzieli¢ sprawiedliwie pomigedzy dwoch ztodziei
wykonujgc co najwyzej dwa ciecia.
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Szkic dowodu

Algorytm
@ Zrbb pierwsze ciecie w potowie naszyjnika
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Szkic dowodu

Algorytm
@ Zrob pierwsze ciecie w potowie naszyjnika
@ jezeli w obu czeéciach jest tyle samo diamentéw to KONIEC
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Szkic dowodu

Algorytm
@ Zrob pierwsze ciecie w potowie naszyjnika
@ jezeli w obu czeéciach jest tyle samo diamentéw to KONIEC
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Szkic dowodu

Algorytm
@ Zrob pierwsze ciecie w potowie naszyjnika
@ jezeli w obu czeéciach jest tyle samo diamentéw to KONIEC
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©Q w przeciwnym przypadku idz do punktu 2
Tak sie dzieje wtedy, gdy w jednej czesci jest wiecej
diamentow, zatdzmy, ze w lewej
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Szkic dowodu

Algorytm
@ Zrob pierwsze ciecie w potowie naszyjnika
@ jezeli w obu czeéciach jest tyle samo diamentéw to KONIEC

©Q w przeciwnym przypadku idz do punktu 2
Tak sie dzieje wtedy, gdy w jednej czesci jest wiecej

diamentow, zatdzmy, ze w lewej
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Szkic dowodu cd.

© Przesun ciecie o jeden kamien w prawo, dodaj drugie
ciecie za pierwszym kamieniem
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Szkic dowodu cd.

© Przesun ciecie o jeden kamien w prawo, dodaj drugie
ciecie za pierwszym kamieniem

e Qe e Quler 2 09
®5
2

Matgorzata SIeszyﬁska-Nowak O uczciwych ztodziejach naszyjnikow



Szkic dowodu cd.

© Przesun ciecie o jeden kamien w prawo, dodaj drugie

ciecie za pierwszym kamieniem
P @9 000

@ jezeli liczba diamentéw w $rodkowej czesci jest rowna
sumie liczb diamentéw w czesciach lewej i prawej to

KONIEC
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Szkic dowodu cd.

© Przesun ciecie o jeden kamien w prawo, dodaj drugie
ciecie za pierwszym kamieniem
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@ jezeli liczba diamentéw w $rodkowej czesci jest rowna

sumie liczb diamentéw w czesciach lewej i prawej to
KONIEC

© w przeciwnym przypadku idz do punktu 3

Malgorzata Sleszynska-Nowak

O uczciwych ztodziejach naszyjnikow



Szkic dowodu cd.

© Dopoki liczba diamentéw w Srodkowej czesci jest r6zna od
sumy liczb diamentéw w czesciach lewej i prawej,
przesuwaj oba cigcia o jeden kamien w prawo
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sumy liczb diamentéw w czesciach lewej i prawej,
przesuwaj oba cigcia o jeden kamien w prawo
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Szkic dowodu cd.

Obserwacja

Przy przesuwaniu ciec liczba diamentdéw w srodkowej czgsci
moze
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Szkic dowodu cd.

Obserwacja

Przy przesuwaniu ciec liczba diamentdéw w srodkowej czgsci
moze
@ zwigkszyc sie 0 1
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Szkic dowodu cd.

Obserwacja

Przy przesuwaniu ciec liczba diamentdéw w srodkowej czgsci
moze
@ zwigkszyc sie 0 1
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Szkic dowodu cd.

Obserwacja

Przy przesuwaniu ciec liczba diamentdéw w srodkowej czgsci
moze
@ zwigkszyc sie 0 1
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@ pozostac taka sama
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Szkic dowodu cd.

Stan poczatkowy: za duzo diamentéw
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Szkic dowodu cd.

Stan poczatkowy: za duzo diamentéw
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Szkic dowodu cd.

Istnieje stan posredni, w ktérym liczba diamentow w Srodkowej
czesci rowna jest potowie liczby wszystkich diamentow
Z naszyjnika.
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Czterech uczciwych ztodziei

Definicja problemu:
@ Liczba ztodziei: 4

@ Naszyjnik: cigg sktadajacy sie z 4ny diamentow i 41,
szmaragdow

Szukane:

Minimalna liczba cie¢ potrzebna do sprawiedliwego podziatu
naszyjnika (czyli takiego, aby kazdy ze ztodziei mégt dostac te
samag liczbe diamentéw i te samg liczbe szmaragdow).
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei

Whiosek:
Czasami 6 ciec€ jest koniecznych.
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Czterech uczciwych ztodziei

Whiosek:
Czasami 6 ciec€ jest koniecznych.

Pytanie:
Czy 6 cieC zawsze wystarczy?
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Czterech uczciwych ztodziei

Whiosek:
Czasami 6 ciec€ jest koniecznych.

Pytanie:
Czy 6 cieC zawsze wystarczy? TAK!
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Czterech uczciwych ztodziei

Dzielimy ztodziei na dwie grupy.
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Czterech uczciwych ztodziei

Dzielimy ztodziei na dwie grupy.

Najpierw dzielimy naszyjnik tak, jak dla dwéch ztodziei.
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei

Nastepnie kazdg z otrzymanych czesci dzielimy na dwéch
ztodziei.
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei

Na koniec wracamy z cigciami do oryginalnego naszyjnika.
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei
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Czterech uczciwych ztodziei
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2k uczciwych ztodziei

Czterech uczciwych ztodziei moze sie podzielic naszyjnikiem
ztozonym z dwoch rodzajow kamieni wykonujgc
2+2x2=2"4+22=6 cigé.
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2k uczciwych ztodziei

Czterech uczciwych ztodziei moze sie podzielic naszyjnikiem
ztozonym z dwoch rodzajow kamieni wykonujgc
2+2+2=2"422—6 cigd.

8 uczciwych ztodziei moze sig podzielic naszyjnikiem ztoZonym
z dwdch rodzajow kamieni wykonujgc
2+2x(2'422)=2" +22 4 2% — 14 cigé.
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2k uczciwych ztodziei

Czterech uczciwych ztodziei moze sie podzielic naszyjnikiem
ztozonym z dwdch rodzajow kamieni wykonujgc
2+2+2=2"422—6 cigd.

8 uczciwych ztodziei moze sig podzielic naszyjnikiem ztoZonym
z dwdch rodzajow kamieni wykonujgc
2+2x(2'422)=2" +22 4 2% — 14 cigé.

2k uczciwych ztodziei moze sie podzieli¢ naszyjnikiem
ztoZonym z dwdch rodzajow kamieni wykonujac
214224 42k =2kt1 _2 cigé.
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POV OY

Definicja problemu:
@ Liczba ztodziei: 2
@ Naszyjnik: cigg sktadajacy sie z 2ny diamentow, 2,
szmaragdow i 2n3 rubinéw

Szukane:

Minimalna liczba cie¢ potrzebna do sprawiedliwego podziatu
naszyjnika (czyli takiego, aby kazdy ze ztodziei mégt dostac te
samg liczbe diamentéw, te samg liczbe szmaragdoéw i te samg
liczbe rubindw).
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Diamenty, szmaragdy i rubiny
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Diamenty, szmaragdy i rubiny
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Diamenty, szmaragdy i rubiny

Whiosek:
Czasami 3 ciecia sg konieczne.
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Diamenty, szmaragdy i rubiny

Whiosek:
Czasami 3 ciecia sg konieczne.

Pytanie:
Czy 3 ciecia zawsze wystarczg?

Matgorzata SIeszyﬁska-Nowak O uczciwych ztodziejach naszyjnikow



Diamenty, szmaragdy i rubiny

Whiosek:
Czasami 3 ciecia sg konieczne.

Pytanie:
Czy 3 ciecia zawsze wystarczg? TAK!
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Problem kanapki

Problem (Hugo Steinhaus)

Czy dowolng kromke z mastem i szynkg mozna przekroic¢
Jednym prostym cieciem noZa tak, Zeby kazdy kawatek sktadat
sie z takiej samej ilosci masta, chleba oraz szynki?
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Twierdzenie o kanapce

Odpowiedz: TAK!
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Twierdzenie o kanapce

Odpowiedz: TAK!

Twierdzenie (S. Banach 1938)

Dla dowolnych trzech mierzalnych zbiordw z przestrzeni
euklidesowej R® istnieje ptaszczyzna, ktora dzieli kazdy z tych
trzech zbioréw na dwie czesci o réwnej mierze.
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Twierdzenie o kanapce

Odpowiedz: TAK!
Twierdzenie (S. Banach 1938)

Dla dowolnych trzech mierzalnych zbiordw z przestrzeni
euklidesowej R® istnieje ptaszczyzna, ktora dzieli kazdy z tych
trzech zbioréw na dwie czesci o réwnej mierze.

Dowdd korzysta z twierdzenia Borsuka-Ulama o antypodach.
-W kazdej chwili czasu istniejg na kuli ziemskiej dwa punkty
lezgce dokfadnie naprzeciwko siebie, w ktérych temperatura i
ci$nienie sg identyczne”
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Twierdzenie o kanapce

Twierdzenie (A. Stone, J. Tukey 1942 (wersja dyskretna))

Niech A1, A, ..., Ay € RY bedg roztagcznymi, skoriczonymi
zbiorami punktow, takimi ze nie wiecej niz d punktow z
AiUA>U...UAy nalezy do jednej hiperptaszczyzny. Wowczas
istnieje hiperptaszczyzna h, ktéra dzieli kazde A; w taki sposob,
Ze doktadnie L% |Ai|| punktow z A; naleZy do kazdej z otwartych
potprzestrzeni wyznaczonych przez h i co najwyzej jeden punkt
z A; lezy na hiperptaszczyznie h.

V.
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Twierdzenie 0 naszyjniku

Twierdzenie (C. H. Goldberg, D. West 1985)

Kazdy naszyjnik sktadajgcy sie z d rodzajow kamieni mozna
sprawiedliwie podzieli¢ pomiedzy dwoch uczciwych ztodziei
wykonujgc co najwyzej d ciec.

Malgorzata Sleszynska-Nowak
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Umleéémy naszyjnik w przestrzeni RY wzdtuz krzywej momentu
() = (8,12, ,19).
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Umleéémy naszyjnik w przestrzeni RY wzdtuz krzywej momentu
() = (8,12, ,19).
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Umie$émy naszyjnik w przestrzeni R wzdtuz krzywej momentu
y, y(t) = (t,2,...,t9).

M,i\-/-.&yma«a.\

Niech:
A; - zbidér punktéw odpowiadajgcych kamieniom j—tego
rodzaju,dlaie1,2,...,d.
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Umie$émy naszyjnik w przestrzeni R wzdtuz krzywej momentu
y, y(t) = (t,2,...,t9).

m:i\-‘-\w,uma.a.\

Niech:
A; - zbidér punktéw odpowiadajgcych kamieniom j—tego
rodzaju,dlaie1,2,...,d.

Zauwazmy, ze nie wiecej niz d punktéw z A{UAU...UAy
nalezy do jednej hiperptaszczyzny.
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d=2
krzywa momentu (parabola):
(t,1)

Prosta:

aixy+axo+C=0
Po podstawieniu:

ajt+at?+C=0

Wielomian stopnia 2 ma co najwyzej 2 miejsca zerowe.
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d=2
krzywa momentu (parabola):
(t,1)

Prosta:
aixy+axo+C=0

Po podstawieniu:
ajt+at?+C=0

Wielomian stopnia 2 ma co najwyzej 2 miejsca zerowe.
Ogélnie
krzywa momentu:
(t,12,...,1%
Hiperptaszczyzna:
a Xq +22X2+...+adXd+C:O

Wielomian stopnia d ma co najwyzej d miejsc zerowych.
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Z dyskretnej wersji twierdzenia o kanapce istnieje
hiperptaszczyzna dzielgca kazde A; tak, ze doktadnie %|A,-|
punktéw z A; nalezy do kazdej z otwartych pétprzestrzeni
wyznaczonych przez h.
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Z dyskretnej wersji twierdzenia o kanapce istnieje
hiperptaszczyzna dzielgca kazde A; tak, ze doktadnie %|A,-|
punktéw z A; nalezy do kazdej z otwartych pétprzestrzeni
wyznaczonych przez h.

Hiperptaszczyzna h przecina krzywg momentu w co najwyzej d
punktach.
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Z dyskretnej wersji twierdzenia o kanapce istnieje
hiperptaszczyzna dzielgca kazde A; tak, ze doktadnie %|A,-|
punktéw z A; nalezy do kazdej z otwartych pétprzestrzeni
wyznaczonych przez h.

Hiperptaszczyzna h przecina krzywg momentu w co najwyzej d
punktach.
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Punkty przecigcia hiperptaszczyzny i krzywej wyznaczajg
miejsca cie¢ w naszyjniku.
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Punkty przecigcia hiperptaszczyzny i krzywej wyznaczajg
miejsca cie¢ w naszyjniku.

Ny
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Wieksza grupa ztodziei

Twierdzenie (N. Alon 1987)

Kazdy naszyjnik sktadajgcy sie z d rodzajow kamieni mozna
sprawiedliwie podzieli¢ pomiedzy q uczciwych ztodziei
wykonujgc co najwyzej d(q-1) ciec.

‘?%? ? .
3 % »
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Problem otwarty

Problem (J. Grytczuk, W. Lubawski, 2015))

lle cig¢ potrzeba aby sprawiedliwie podzieli¢ dwuwymiarowy
naszyjnik sktadajgcy sie z k rodzajow kamieni pomiedzy
dwoch uczciwych ztodziei?

@ i ® 4t

® a4 @ ¢
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Problem otwarty - przyktad
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4 ciecia
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Problem otwarty - przyktad
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Problem otwarty - przyktad
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2 ciecia
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Problem otwarty - co wiadomo?

3k cie€ wystarczy
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Problem otwarty - co wiadomo?

3k cigé wystarczy
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Problem otwarty - co wiadomo?

3k cie¢ wystarczy

Ghad,
\i{\ﬁ‘?l
\Y:?I
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Problem otwarty - co wiadomo?

3k cie¢ wystarczy
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Problem otwarty - co wiadomo?

3k cie¢ wystarczy

(o I ;E ©

¢ o ¢

@ i ®|t

Dla k > 3 czasami potrzeba 3k — 2 cieC.

Dla k = 2 czasami potrzeba 3 cigc.
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Problem otwarty - diamenty i szmaragdy

lle cie¢ potrzeba aby sprawiedliwie podzieli¢ dwuwymiarowy
naszyjnik sktadajacy sie z diamentéw i szmaragdow
pomiedzy dwoch uczciwych ztodziei?
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Problem otwarty - diamenty i szmaragdy

lle cie¢ potrzeba aby sprawiedliwie podzieli¢ dwuwymiarowy
naszyjnik sktadajacy sie z diamentéw i szmaragdow
pomiedzy dwoch uczciwych ztodziei?

3,4,5czy 6?
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Dziekuje za uwage!
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