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czyli rzecz o III. problemie Hilberta



Mierzenie pola wielokata czy objetosci wieloscianu,

czyli znalezienie ich (odpowiedniej) miary Jordana,
wedle jej definicji przebiega zupelnie tak samo: umieszczamy
obiekt w siatce odpowiednio kwadratowej czy szeScienne;j
1 zliczamy liczbe jej oczek wewnatrz tego obiektu.
Potem rozmiary oczek wielokrotnie dwukrotnie zmniejszamy za
kazdym razem zliczajac oczka. Jesli w i-tej] siatce znajdujemy k;
oczek, to cigg odpowiednio 4]““—_1 CZY 85_"'1 okazuje sie zbiezny i jego
granica to odpowiednio pole czy objetos¢ mierzonego obiektu.

Fuklides jednak nie znat miary Jordana i mierzyt inaczej.
Inaczej w dwojakim sensie: inaczej niz jest to opisane wyzej
1 inaczej dla wielokata a inaczej dla wieloScianu.

Dlaczego dziatat inaczej?
Czy nie mogl w obu przypadkach postepowaé tak samo?



pole wielokata wg. Euklidesa — wycinanki

e Wielokat mozna pocigé¢ na trojkaty:;
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pole wielokata wg. Euklidesa — wycinanki

e Wielokat mozna pocigé¢ na trojkaty:;
ee trojkat mozna zamieni¢ na prostokat;
eee prostokat mozna zamieni¢ na kwadrat:

ABCD na AHFE —ozn. AB=a, AD =0, AE = c;

mamy
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(2000 lat po6zniej odkryli to Farkas Bolyai i Paul Gerwien).
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pole wielokata wg. Euklidesa — wycinanki
e Wielokat mozna pocigé¢ na trojkaty:;
ee trojkat mozna zamieni¢ na prostokat;
eee prostokat mozna zamieni¢ na kwadrat;
eeee dwa kwadraty mozna zamieni¢ na jeden.

W konsekwencji
kazdy wielokat mozna zamieni¢ ”tangramowo” na kwadrat,

pole tego kwadratu to pole wielokata.
Whniosek. Dowolne dwa wielokaty o tym samym polu

sg rownowazne przez pociecie.

Spostrzezenie (prawie oczywiste). Powyzsza metoda pozwala
zamieni¢ przez pociecie dowolny graniastostup na szescian.



Oczywiscie, nie kazdy wielo$cian da sie podzieli¢ na graniastostupy.

Euklides, nie widzac sposobu na udowodnienie, ze kazdy wieloScian
da sie przez pociecie przeksztalci¢ na szescian,
(stusznie — dzi$ wiemy, ze taki sposéb nie istnieje)
kluczowy dla sprawy problem objetosci czworoscianu,
bo kazdy wieloScian na czworosciany da sie podzielic,
rozwigzal za pomocg metody wyczerpywania.

Metoda wyczerpywania Eudoksos (—408;—355)

Jesli z jakiejs figury plaskiej (przestrzennej) wyjmiesz wiecej
niz potowe, z tego co zostanie znow wyjmiesz wiecej niz potowe
1 bedziesz tak postepowal dalej,

to suma pol (objetosci) wyjetych czesci dowolnie doktadnie
przyblizy pole (objetosc) tej figury.



Uzasadnia to nastepujacy rachunek.

Oznaczmy poszukiwane pole figury przez S, a kolejno wyjmowane
fragmenty (nie musza by¢ w jednym kawaltku) przez Uy, Us, Us, . ..
Z zalozenia Uy > 1S 1 U, > 2(S — (U + ... 4+ Ug_1)).

Wykazemy, ze Uy + Us+ ...+ U, 2 S (5 + 55+ ... + 5)

Dla n = 1 mamy tak z zalozenia. Jesli wiec dla pewnego £
powyzsza zaleznos¢ ma miejsce, mamy tez

U +Us+ ...+ Uy 2

>U+ U4 ...+ U+ 5(S— (U1 + U2+ ...+ Up)) =

::g(s+(Uy+U¢+”_+Um)275(S+f%(%+§;+”;+§g)::
=S (%+2i2+...+2,€%),00 konczy dowdd.

Zatemmamy5>(U1+U2+...)>S(%—|—2i2—|—...) S.



Réwnosé (% + 2% + .. ) = 1 miata u Grekow specjalny charakter.
Wyrazalto sie to w stwierdzeniu, iz
dwie wielkosct roznigce sie dowolnie mato sqg réowne.

Uwazano to stwierdzenie za wymagajace wysokiej kultury
intelektualne;j.

I dziwi¢ sie nie mozna, bo ilez to probleméw stwarza naszym
uczniom (a tez bywa, ze nie tylko im) przyjecie do wiadomosci,
iz 0,99999... = 1.

Stosowato sie to do (%—I—%%—...),bo (%—|—2%++2i,€)

réozni sie od 1 o Zi,{,, co moze by¢ dowolnie mate.



objetos¢ czworoscianu wg. Euklidesa — wyczerpywanie

ozn. objetosé V, pole podstawy 7), wysokosé ]’L
Jako Uy bierzemy wielosciany " zielony”
1 7 czerwony’ .

PQRSTU to srodki krawedzi.
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objetosé czworoscianu wg. Euklidesa — wyczerpywanie
W
ozn. objetosé V, pole podstawy P, wysokosé h
Jako U7 bierzemy wielosciany ”zielony”
1 7 czerwony’ .
Jest to wiecej niz potowa V), gdyz
pozostaly czworoscian APUT wsuwa sie
. w "czerwony’ wzdtuz AC,

- a WRST — w ”zielony” wzdluz W B.

stad jego miara to % : %73- %h = %Ph.
A P B VLacznie Uy = iPh.

Powtarzamy to dla dwoch pozostatych czworoscianéw podobnych
do wyjsciowego w skali %, co daje Uy = 2 - 2%, Uy = i - Uy

1 W iteracji U1—|—U2—|—...+Un:Ph-(i+4i2+...—|—in),
a wiec V=(3+5+...) - Ph




Pytanie, czy nie da sie problemu zamiany czworoscianu

na szescian o tym samym polu rozwiazac¢ elementarnie, nekato
geometrow od Elementéw, nie przynoszac zadnych efektéow,

az do konca XIX wieku, kiedy M.J.M. Hill w 1896 roku
zaatakowal problem nie szukajac rozwigzania ogdlnego,

lecz konkretnych czworosciandow, ktore datyby sie podzielic¢

na kawatki, z ktérych mozna byto utozy¢ szescian.

Znalazt trzy serie (indeksowane katem) takich czworoscianéw.

W tym stanie rzeczy Dawid Hilbert umiescit pytanie
o znalezienie elementarnego sposobu zdefiniowania objetosci
wieloscianu na trzecim miejscu listy problemow na XX wiek,
za hipoteza continuum i niesprzecznoscig arytmetyki.
wyklad z 8. sierpnia 1900

Odpowiedzi negatywnej udzielit jeszcze w 1900 roku
Max Dehn (1878-1952),

a sprawe zamknal w 1965 roku Jean Paul Sydler (1921-1988).



Niezmiennik Dehna Dw =) ki f(v;),

gdzie k; to dlugosci krawedzi wieloscianu W,

; to katy dwuscienne przy tych krawedziach,

f to (dowolnie ustalona) funkcja addytywna
speliajaca warunek f(m) = 0.



Niezmiennik Dehna Dw =) ki f(v;),

gdzie k; to dtugosci krawedzi wieloscianu W,
; to katy dwuscienne przy tych krawedziach,
f to (dowolnie ustalona) funkcja addytywna
speliajaca warunek f(m) = 0.

Niezmienniczos¢ tej liczby ze wzgledu na podzial wieloscianu
na wieloscienne kawaltki jest oczywista:

(k1 + ko) f(v) = k1 f(¥) + ko f () — podzial starej krawedzi,
oraz kf(y1 + 19) = kf(11) + kf(1s) — podziat starego kata,

natomiast nowe krawedzie powstale wewnatrz (lub na Scianach)
dzielonego wieloScianu nic nie wnosza do sumy, gdyz suma katow
dwusciennych przy nich to 27 (lub )

— po to jest warunek f(m) = 0).



Whniosek. Na szeScian przez podzial daja sie zamieni¢ tylko te
wielosciany, dla ktorych wszystkie niezmienniki Dehna sa réwne
zeru.

Do negatywnego rozstrzygniecia III problemu Hilberta brakuje
"tylko” przyktadu wieloscianu o jakim$ niezmienniku Dehna
roznym od zera.

W tym celu nalezy sie przyjrze¢ tunkcjom addytywnym.

Zwrocémy jeszcze uwage na domkniecie przez Sydlera sprawy
niezmiennikéw Dehna:

Warunkiem koniecznym 1@ dostatecznym na to, by dwa wieloSciany
byly rownowazne przez podzial, jest rownosc ich wszystkich
niezmiennikow Dehna.

Dowod dostatecznosci jest niestychanie ztozony, nic wiec dziwnego,
ze przyszio na niego czekac¢ az 65 lat.



funkcje addytywne — réwnanie Cauchyego

Funkcja addytywna to kazda funkcja f spelniajca warunek
fla+b) = f(a)+ f(b) dla wszystkich argumentéw swojej dziedziny.

Warunek ten jest nazywany rownaniem Cauchyego, bo on postawit
problem, jak wygladajg wszystkie takie funkcje rzeczywiste.

Oczywistym rozwigzaniem rownania Cauchyego jest f(z) = a - x
dla dowolnej statej a.

Do 1900 roku nie umiano wskazac¢ innego rozwiazania réwnania
Cauchyego dla wszystkich liczb rzeczywistych.
Ale umiano wskazaé¢ takie rozwiagzania dla mniejszych dziedzin.

Takie rozwiagzanie zostalo wykorzystane przez Dehna
— liczb wystepujacych w obliczaniu niezmiennika
(dtugosci krawedzi i rozwartosci katéw) jest skonczenie wiele.



Nietrudno wykazac¢, ze dla dowolnej liczby wymiernej w jest
flw-a)=w- f(a).

Istotnie, mamy kolejno

f((k+1)a) = f(ka) + f(a), a wice f(na) =

fla) = f(m- ;a) =mf(;;a), a wiee f(;;a)

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), a wiec f(0) = 0;

0=/(0) =f(z—z)=f(z)+ f(—2), a wiec f(—z) = —f().

nfla

);
= f(a);



funkcje addytywne — réwnanie Cauchyego

Nietrudno wykazac¢, ze dla dowolnej liczby wymiernej w jest
flw-a)=w- f(a).
Biorac wiec f(1) = 1, mamy f(w) =1 - w.

W ten sposéb okreslilismy funkcje addytywna
dla liczb wymiernych.

By rozszerzyc¢ jej dziedzine zauwazmy, ze
suma, funkcji addytywnych jest funkcja addytywna:

fila+b) + fa(a+0) =fi(a) + f1(b) + f2(a) + f2(b) =
=(f1(a) + f2(a)) + (f1(b) + f2(D)).



funkcje addytywne — réwnanie Cauchyego

Mamy juz funkcje addytywna dla liczb wymiernych: f(w) = 1 -w.

Jednak dla dowolnej liczby niewymiernej, np. v/2 mozemy ustali¢
dowolnie f(1/2) = 7,. Wéwczas dla liczb postaci w + vv/2

bedziemy mieli f(w 4+ vv/2) =1 - w + 2 - v.

Liczba 7 nie jest tej postaci — mozemy wiec przyjac¢ np. f(m) = 73
i wowcezas bedzie f(w +vvV2+ur) =y w4+ Y2 - v+ y3 - u

dla w, v, v wymiernych.
I tak dalej.

W ten sposéb mozemy zbudowaé¢ funkcje addytywne na dowolnej
przestrzeni wektorowej o bazie z R o wspotczynnikach wymiernych
(nawet nieskonczenie wymiarowej, co nie bedzie nam potrzebne
— ale funkcji addytywnej dla wszystkich liczb rzeczywistych tym
sposobem nie osiggniemy).



rozstrzygniecie III problemu Hilberta

Wystarczy wskaza¢ czworoscian, ktory nie jest rownowazny przez
pociecie z szeScianem, czyli taki, ktory ma pewien niezmiennik
Dehna niezerowy.

Oto on — obciety rég szescianu

(niech bedzie jednostkowy).
Ma trzy krawedzie réwne 1
1 katy dwuscienne przy nich proste,
pozostate trzy krawedzie réwne /2
1 rowne przy nich katy dwuscienne 1.

Jego niezmiennik Dehna to 3« f(%Z) + 3 - V2. f(Y) =3vV2- f(3),
bo z zalozenia f(7) =0,
a wiec i dla dowolnej liczby wymiernej w f(w - 7) = 0.

Jesli czworoscian dalby sie przerobi¢ na szeScian, musiatoby byc¢
f(¥) = 0, czyli v musiatoby byé wymierng wielokrotnoscia .



rozstrzygniecie III problemu Hilberta

Wobec tego, ze SZ = £ 1 2T =1 mamy ST = i 1 cosy = \/Lg

Teraz bardzo uZyteczny bedzie dos¢ egzotyczny
fakt trygonometryczny:

T
Zachodzi cosni) = N
gdzie a, jest catkowite 1 3 nie dzieli a.,,
a to nigdy nie jest rowne 1.
/ Oto jego dowdd: cosy = \%,
' Z o V7 1
g costp:QCOSQw—l:g—l:?,

, awleca; =11a9=—1.
Poniewaz cos(k + 1)y + cos(k — 1)y = 2 cos kv - cos ), wiec
cos(k + 1)y = 2 cos kzp coszp —cos(k — 1)y =

1 ar—1 __ 2ap—3ap—1 __  Qk4+1

2 VBT AT T T
Zatem 3 fary1 i w konsekwencji 3 fa,, dla dowolnego n.




rozstrzygniecie III problemu Hilberta

Wobec tego, ze SZ = \/75 1 ZT =1 mamy ST = \/76 1 cosy =

Teraz bardzo uzyteczny bedzie dos¢ egzotyczny
T fakt trygonometryczny:

1
73

an

Zachodzi cosni) = N

gdzie a, jest catkowite 1 3 nie dzieli a.,,
a to nigdy nie jest rowne 1.

/ 7 Gdyby zatem zachodzilo ¢ = >,
S‘% mielibySmy 2ny = 2mm i cos(2niy) = 1.

Skoro ¢ nie jest wymierna wielokrotnoscia m, mozemy dobraé
dowolna warto$é f(v), np. 1. Uzyskany niezmiennik Dehna
bedzie wtedy mial wartosé 3+/2, podczas, gdy wszystkie
niezmienniki Dehna szeScianu sa réwne zeru.

Stad nasz czworoScian nie da sie przez podzial przeksztalci¢ na
szeScian. I to rozstrzyga III problem Hilberta.



czworosciany rownowazne przez pociecie z szeScianem

\ Ten czworoscian, dos¢ podobny do nie-

By rozkladalnego, da sie roztozy¢ na czesci,

z ktérych da sie utozyé¢ szescian.

Takich czworosciandéw jest wiele.

Nie znamy odpowiedzi na pytanie, jakg

stanowia czes¢ catej zbiorowosci
czworoscianow.

Wspomniane juz trzy serie takich wieloScianéw podane przez Hilla

zostaly przez nastepne p6t wieku uzupelnione zaledwie przez 27

(pojedynczych!) czworoéciandéw i problem znalezienia jakiejs

ogolne] metody ich poszukiwania uznano za beznadziejny.

Aktualng, otwarta liste czworosciandéw réwnowaznych przez
pociecie z szeScianem mozna dosta¢ w formie papierowe;]

u Kierownictwa Szkoty (kilka egzemplarzy) lub wgraé¢ sobie
na pendrive z tego laptopa — listaczworo.pdf.



czworosciany rownowazne przez pociecie z szeScianem
A A
A’ D/ ", B/i O/ , . . . e
T2 Sprawdzmy, ze niezmieniki Dehna tego

~ %
\ ¥ [J czworoSclanu sg roOwne zeru.
N\

Wymnika to z faktu, ze wszystkie katy
- dwuscienne sg wymiernymi
A B wielokrotnosciami 7.

Nie budzi watpliwosci, ze przy krawedziach DB, DC, C'D’ katy
dwuscienne sa proste, oraz ze katy dwuscienne przy krawedziach
BC'i DD’ maja rozwartos¢ 7.

Pozostaje krawedz BD’. Prowadzac z jej $rodka wektory
prostopadte do ptaszczyzny BCD' (czyli A’BCD’)

i do ptaszczyzny DBD' (czyli DBB'D’), otrzymujemy
trojkat réwnoboczny STU (wszystkie boki dtugosci v/2).

Stad /T'SU = % i taki jest kat dwuScienny przy krawedzi BD'.



czworosciany rownowazne przez pociecie z szeScianem

Oto rozktad tego czworoscianu na czesci, z ktoérych
mozna utozy¢ graniastostup trojkatny prosty, ktory
tatwo (twierdzenie Bolyaia—Gerwiena) da sig

przerobi¢ na szescian.

D




czworosciany rownowazne przez pociecie z szeScianem

Czworosciany rownowazne przez podzial z szeScianem na ogol
nie maja wszystkich katow dwusciennych bedacych wymiernymi
wielokrotnosciami 7. Stad nie wszystkie sktadniki zerowych
niezmiennikow Dehna sg zerami.

Wéréd czworodciandw krawedzie | dtugosci | katy dwuscienne
Hilla wynika to z faktu, AB S Q
ze serie sg indeksowane AC V3cosa /3
jednym z takich katow AD 1 /2
W SposoOb ciggtly BC .1 m/2
(obok seria Hy). LD Sl Qv T — 20

CD sin o o)

Sposrod 27 pojedynczych czworoscianéow rownowaznych przez
podzial z szeScianem 13 ma wsréd swoich katéw dwusciennych
nie bedace wymiernymi wielokrotnosciami 7.



funkcje addytywne — rozwigzanie rébwnania Cauchyego

Sprawa istnienia innych rozwigzan rownania Cauchyego,

czyli innych funkcji addytywnych okreslonych na catym R

niz f(x) = a - x tez zostala umieszczona w problemach Hilberta
(w ramach XIII problemu).

Sprawe rozwiazal w 1905 roku Georg Hamel, rozciggajac

— dzieki pewnikowi wyboru — przytoczona metode rozszerzania

dziedziny funkcji addytywnej za pomoca przestrzeni wektorowej

nad ciatem liczb wymiernych na wszystkie liczby rzeczywiste.

Udowodnil mianowicie, ze istnieje — oczywiscie nieprzeliczalna —

baza R nad Q. Dzis nazywamy jg baza Hamela.

Funkcje addytywng okreslamy wybierajac dowolnie jej wartosé
na kazdym elemencie bazy.

Otrzymane w ten sposob funkcje addytywne sg (wszystkie!)

skrajnie paskudne: sg nieciagte, nie sa ograniczone ani z dotu

ani z gory, nie sa monotoniczne w zadnym przedziale, nie sg nawet

mierzalne (to ostatnie udowodnit Wactaw Sierpinski w 1949 roku).



a teraz przeciwne rozwigzanie III problemu
/ °
/ ¢ (w pewnym podreczniku szkolnym)
A,

Oto graniastostup podzielony
na trzy czworosciany.

Czworosciany ABA'-C i A’B'B-C"
majg rowne podstawy 1 réwne
wysokosci, wiec maja

rowne objetosci.
Podobnie czworosciany BC'C'—A’
i C'B'B-A’.

Ale A’B'B-C" i C'"B'B—A to ten sam czworo$cian.

Stad wszystkie trzy czworosciany maja jednakowe objetosci, a wiec
rowne % objetosci graniastostupa.

Mamy wiec elementarne obliczenie tej objetosci!



a teraz przeciwne rozwigzanie III problemu
/

Ten rysunek nie zostal wykoncypo-
wany przez autoréw podrecznika.
Jest wziety z Elementow Euklidesa.

Euklides bowiem nie korzystat

oo
7z sumy » % — %, lecz wyczerpywal
i=0
czworoscian dwukrotnie ks. XI11, tw. 4
— raz z uzyciem jednej Sciany jako
podstawy, raz drugiej, otrzymujac
ten Samwynik: V: (i—|—4i2—|—)731h1 — (i—|—4i2—|—)732h2,
bez wyczerpywania tej rownosci uzyskac sie nie da.

Dopiero wtedy postuzyt sie tym rysunkiem. ks. x11, tw. 7

Stad w rownosci objetosci czworo$ciandéw (czworoscianu)
A'B'B-C" i C'"B’'B—A ukrywa sie nieelementarnosc.



mala roéznica?

Nasuwa sie pytanie, czy przytoczone podrecznikowe rozumowanie
moze oby¢ sie bez wskazania tej luki.

Nie mam pojecia, jak o tym zdecydowac.

Problem kryje sie w tym, ze miedzy uzytkowa a Scistg matematyka
jest jednak drobna réznica.



mala roéznica?

Nasuwa sie pytanie, czy przytoczone podrecznikowe rozumowanie
moze oby¢ sie bez wskazania tej luki.

Nie mam pojecia, jak o tym zdecydowac.

Problem kryje sie w tym, ze miedzy uzytkowa a Scistg matematyka
jest jednak drobna réznica.

Vive la petite différence!



